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Yorrede. 



Die Vorlesungen, die ich hiermit der Oeffentiichkeit übergebe, 
behandehi insofern das ganze Gebiet der reinen Mechanik ^ d. h. der 
Lehre yon denjenigen Erscheinungen, bei welchen ausschliesslich Se- 
wegungen ins Auge zu fassen dind, als sie sich mit der Bewegung 
materieller Punkte, starrer, flüssiger und elastischer fester Korper be- 
schäftigen. Es ist aber bei ihnen die Annahme festgehalten, dass die 
Materie stetig den Raum erfüllt, wie sie es zu thun scheint; die Theorieen, 
die auf der Annahme yon Molekülen beruhen, sind in ihnen nicht berührt. 

Der Ausgangspunkt der Darstellung, den ich gewählt habe, ist 
▼on dem gewohnlichen verschieden. Man pflegt die Mechanik als die 
Wissenschaft yon den Kräften zu definiren, und die Kräfte als die 
Ursaclien, welche Bewegungen hervorbringen oder hervorzubringen 
strebeyi. Gewiss ist diese Definition bei der Entwicklung der Mechanik 
von dem grössten Nutzen gewesen, und sie ist es auch noch bei dem 
Erlernen dieser Wissenschaft, wenn sie durch Beispiele von Kräften, 
die der Erfahrung des gewöhnlichen Lebens entnommen sind, erläutert 
wird. Aber ihr haftet die Unklarheit an, von der die Begriffe der 
Ursache und des Strebens sich nicht befreien lassen. Diese Unklarheit 
hat sich z. B. gezeigt in der Verschiedenheit der Ansichten darüber, 
ob der Satz von der Trägheit und der Satz vom Parallelogramm der 
Kräfte anzusehen sind als Resultate der Erfahrung, als Axiome oder 
als Sätze, die logisch bewiesen werden können und bewiesen werden 
müssen. Bei der Schärfe, welche die Schlüsse in der Mechanik sonst 
gestatten, scheint es mir wünschenswerth, solche Dunkelheiten aus ihr 
zu entfernen, auch weim das nur möglich ist durch eine Einschränkung 
ihrer Aufgabe. Aus diesem Grunde stelle ich es als die Aufgabe der 
Mechanik hin, die in der Natur vor sich gehenden Bewegungen zu 
beschreä)€n, und zwar vollständig und auf die einfachste Weise zu be- 
schreiben. Ich will damit sagen, dass es sich nur darum handeln 
soll, anzugeben, welches die Erscheinungen sind, die stattfinden, nicht 
aber darum, ihre Ursachen zu ermitteln. Wenn man hiervon ausgeht 
und die Vorstellungen von Raum, Zeit und Materie voraussetzt, so 
gelangt man durch rein mathematische Betrachtungen zu den allgemeinen 
Gleichungen der Mechanik. Man hat auch auf diesem Wege es mit 
dem Begriffe der Kraft zu thun und ist nicht im Stande, eine voll- 
ständige Definition desselben zu geben. Die UnvoUständigkeit dieser 
Definition hat hier aber keine Unklarheit zur Folge, da die Einführung 
der Kräfte hier nur ein Mittel bildet, um die Ausdmcksweise zu ver- 
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einfachen, um nämlich in kurzen Worten Gleichungen auszudrücken, 
die ohne Hülfe dieses Namens nur schwerfiillig durch Worte sich 
würden wiedergeben lassen. Hier f eicht es aus, um jede Dunkelheit 
zu entfernen, die Kräfte soweit zu definiren, dass jeder Satz der 
Mechanik, in dem von Kräften die Rede ist, in Gleichungen übersetzt 
werden kann; und das geschieht auf dem eingeschlagenen Wege. 

Bei dem grossen Umfange des Stoffes, der in yerhältnissmässig 
kleinem Räume behandelt worden ist, kann eine Erschöpfung des 
Gegenstandes nicht erwartet werden; möge die getroffene Auswahl als 
eine zweckmässige befunden werden! 

Berlin, im Januar 1876. ^ «- i» 

' Der Verfasser. 



Die zweite Auflage meiner Vorlesungen über Mechanik, welche 
in verhältnissmässig kurzer Zeit nach dem Erscheinen der ersten nöthig 
geworden ist, ist im Wesentlichen ein unveränderter Abdruck dieser; 
nur einige, glücklicher Weise nicht erhebliche, Versehen, die in der 
ersten Auflage sich finden, und die zum Theil von wissenschaftlichen 
Freunden mir bezeichnet worden sind, habe ich hier zu verbessern gesucht. 

Berlin, im November 1876. ^ «- _^ * 

' Der Verfasser. 



Auch die dritte Auflage dieses Buches ist ein fast ungeänderter 
Abdruck der früheren, bei dem ich mich nur bemüht . habe, kleine 
Fehler und Mängel zu verbessern, die dort sich vorfinden. 

Berlin, im September 1883. lu V rf 



Die vierte Auflage von Kirchhoff's Mechanik ist die erste, die 
der Verfasser nicht mehr selbst hat bearbeiten können. Es ist natürlich, 
dass bei einem Werk von so hervorragender Eigenart keinerlei wesent- 
liche Veränderungen vorgenommen werden durften. Ich habe mich 
daher darauf beschrankt, die übrigens für den Gang des Werkes un- 
bedeutenden Unrichtigkeiten, die mir zum Theil von Fachgenossen 
bezeichnet wurden und von denen bereits eine Anzahl von dem Ver- 
fjASser in einepi nachgelassenen Manuscript angemerkt sind, zu ver- 
bessern. Alle Veränderungen gegenüber der dritten Auflage sind in 
den Zusätzen angegeben. 

Aachen, Januar 1897. yf Wien 
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auf dessen Grundflächen Drucke von gewisser Art wirken. Durchführung 
der Rechnung für den Fall, dass der Querschnitt ein Kreis ist. Gleich- 
gewicht einer Hohlkugel, auf deren Oberflächen constante und senkrechte 
Drucke wirken. 

AektnndcwaBzigste V»rle8iiD|; 40G 

Endliche Formänderungen emes unendlich dünnen, ursprünglich cylindrischen 
Stabes. Dilatationen eines kleinen Theiles desselben. Vereinfachungen, die 
eintreten, wenn der Querschnitt eine Ellipse, oder seine Ebene eine 
Symmetrieebene ist. Potential der durch die Dilatationen erzeugten Kräfte. 
Lebendige Kraft des Stabes. Gleichgewicht des Stabes untisr dem Einfluss 
Ton Druckkräften, die auf seine Enden wirken. Uebereinstimmung des 
hierauf bezüglichen Problems mit dem Problem der Rotation eines schweren 
Köi^rs um einen festen Punkt. Der Stab kann eine Schraubenlinie bilden. 
Gleichgewicht eines krummen Stabes, der ursprünglich eine Schrauben- 
linie bildet. 

Neanniidzwaiizigste Vorlesmig 428 

Unendlich kleine Formänderungen eines unendlich dünnen, ursprünglich 
cylindrischen Stabes. Biegung und Torsion für den Fall, dass der Stab 
isotrop und nicht gespannt ist. Arbeit der durch die Dilatationen erzeugten 
Kräfte für einen isotropen gespannten Stab. Biegung eines gespannten 
Stabes. Methode Yon s'GraTesande zur Bestimmung des Elasticitäts- 
coefflcienten von Drähten. Biegung eines horizontal ausgespannten Drahtes 
durch seine Schwere. Longitadinal- und Torsions -Schwingungen eines 
Stabes. Transyersal-Schwingungen eines ungespannten Stabes. Transversal- 
Schwingungen einer schwach gespannten und einer stark gespannten Saite. 

Dreissiffste Vorlesung 449 

Gleichgewicht und Bewegung einer unendlich dünnen, ursprünglich ebenen, 
isotropen Platte. Dilatationen eines kleinen Theiles der Platte. Potential 
der durch die Dilatationen erzeugten Kräfte. Unendlich kleine Formänderung. 
Gleichgewicht bei longitudinalen Verrückungen. Differentialgleichungen 
für die TransTersal-Schwingungen einer fireien rlatte. Integration derselben 
für den Fall, dass die Platte kreisförmig ist. TransTersal-Schwingungen 
einer gespannten Membran. 
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Erste Vorlesung. 

(Aufgabe der Mechanik. Definition eines materiellen Punktes. Geschwindigkeit. 

Beschleunigung oder beschleunigende Kraft. Bewegung eines schweren Punktes. 

Bewegung eines Planeten um die Sonne. Satz Tom Parallelogramm der Kräfte. 

Differentialgleichungen des Problems der drei KOrper.) 

§ 1. 

Die Mechanik ist die Wissenschafb von der Bewegung; als ihre 
Aufgabe bezeichnen wir: die in der Natur vor sich gehenden Be- 
wegungen vollständig und auf die einfächste Weise zu beschreiben. 

Bewegung ist Aenderung des Ortes mit der Zeit; was sich bewegt^ 
ist die Materie. Zur Auffassung einer Bewegung sind die Vorstellungen 
von Raum, Zeit und Materie nöthig, aber auch hinreichend. Mit diesen 
Mitteln muss die Mechanik suchen, ihr Ziel zu erreichen, und mit ihnen 
muss sie die Haifsbegriffe construiren, die sie dabei nöthig hat, z. B. 
die Begriffe der Kraft und der Masse. 

Es soll die Beschreibung der Bewegungen eine vollständige sein. 
Die Bedeutung dieser Forderung ist vollkommen klar: es soll eben 
keine Frage, die in Betreff der Bewegungen gestellt werden kann, 
unbeantwortet bleiben. Nicht so klar ist die Bedeutung der zweiten 
Forderung, dass die Beschreibung die einfachste sei. Es ist von vorn 
herein sehr wohl denkbar, dass Zweifel darüber bestehen können, ob 
eine oder eine andere Beschreibung gewisser Erscheinungen die ein- 
fachere ist; es ist auch denkbar, dass eine Beschreibung gewisser 
Erscheinungen, die heute unzweifelhaft die einfachste ist, die man 
geben kann, spater, bei weiterer Entwickelung der Wissenschaft, durch 
eine noch einfachere ersetzt wird. Dass Aehnliches stattgefunden bat, 
dafür bietet die Geschichte der Mechanik mannigfaltige Beispiele dar. 

§2. 
Die Bewegung eines Körpers, d. h. eines Theiles der Materie, 
ist^ genau ins Auge gefasst^ immer eine sehr complicirte Erscheinung. 
Ein fester Stab, der fortgeschleudert ist, dreht sich während seines 
Fortschreitens bald in diesem, bald in jenem Sinne; eine Flüssigkeit, 
die aus einem Gefasse ausgegossen ist, ändert, während sie fallt, in 
der verwickeltsten Art ihre Gestalt; Solche Drehungen und Gestalts- 

Kirohhoff, MaoliAiiik. 4. Aufl. 1 
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änderungen kommen in weniger anfGallender Weise bei jeder Bewegung 
eines Körpers vor. Wir werden — mit dem Einfacheren beginnend 
— zunächst den Fall betrachten^ dass alle Dimensionen des Körpers 
unendlid^ klein sind; einen solchen Körper nennt man einen materiellen 
Punkt. Auch ein materieller Punkt wird im Allgemeinen bei seiner 
Bewegung sich drehen und seine Qestalt ändern; dabei wird aber, 
eben weil er unendlich klein ist^ sein Ort in jedem Augenblicke durch 
einen geometrisclien Pnnkt angegeben weiden können. Wir werden 
uns darauf beschränken die Aenderungen seines Ortes zu untersuchen 
und nicht in Betracht ziehen, wie er sich dreht und seine Gestalt ändert. 
Wir werden Xj y, die Goordinaten des materiellen Punktes, um 
dessen Bewegung es sich handelt, in Bezug auf ein beUebiges, festes, 
rechtwinkliges Coordinatensystem zur Zeit t nennen. Dann sind x, y, b 
Functionen von t, und zwar Functionen, die einwerthig und stetig 
sind f&r das ganze Intervall von ^, welches der Dauer der Bewegung 
entspricht. Werden sie angegeben, so wird dadurch die Bewegung, so 
weit wir sie in Betracht ziehen wollen, YoUständig beschrieben. Sie 
sind abhangig von dem gewählten Coordinatensystem. Führt man ein 
anderes, gleichfalls rechtwinkliges und festes Coordinatensystem ein 
und nennt x\ y\ z die Goordinaten in ihm des Punktes, dessen 
Coordinaten im früheren x^ y, z sind, so ist bekanntlich 

x' = a + «jOP + a,y + «,jer 

y' - 6 + ft« + fty + ftier 1) 

0'_c + yia: + y,y + y,ir, 

wo a, b, e und die Grössen a, /), y Constanten sind, die von der relativen 
Lage der beiden Coordinatensysteme abhängen; es sind a, &, e die 
Werthe, die x\ y', 0' für rc «» 0, y «> 0, —» haben, und es ist 

o^ iB cos {x' £)y «2 "" ^^^ (^'y)y ^8 "^ ^^ (^'^) 

A — cos(y'a;), A«-cos(y'y), ft — cos öf'i») 2) 

yi — cos (ä'x) , y, — cos (^'y) , y, = cos {» ») 

wo {x'<c) ein beliebiger von den beiden zu 2 9r sich ergänzenden Winkeln 

ist, die die Richtungen der x-Achse und o;'- Achse mit einander bilden, 

und die Bedeutung der ähnlichen, eingeführten Zeichen die analoge ist 

§3. 

Die Bewegung eines Punktes lässt sich auch auf andere Weisen 
beschreiben, die weniger direct, aber oft einfacher sind, als die be- 
sprochene. Der Zweck ist erreicht, wenn die Werthe angegeben sind, 
die X, y, ir für ^men Werth von ^, z. B. für t^^ 0, besitzen, und die 

Werthe, welche ^> ^; 57 ^ ^^ Werthe von t haben. Dabei 

können diese Differentialquotienten als Functionen von f, oder als 
Functionen von Xj y, z oder — und das ist der allgemeinste Fall, den 



§ 8. Geschwindigkeit. 3 

wir in Betracht ziehen — als Functionen von x, y, e und t gegeben 
sein; jedenfalls aber müssen diese einwerthig sein f&r alle Werth- 
Systeme ihrer Argumente; welche bei der Bewegung vorkommen. Ist 
fttr ^ = 0: 

und allgemein: 

dx dy dz o\ 

dT-«*' dt-"' d«"«'' - 3) 

^^ ^o; Vi^y ^0 gegebene Constanten, m^v^w gegebene Functionen der 
bezeichneten Art von Xy y, z und i bedeuten, so sind x^y^e ftLr jeden 
Werth von t im Allgemeinen eindeutig bestimmt, wie aus der Theorie 
der Differentialgleichungen folgt. Um x, y, z zu finden, hat man die 
Differentialgleichungen 3) zu integriren und die dabei auftretenden 
3 willkürlichen Constanten aus den fär ^ ss geltenden Bedingungen 
zu bestimmen. 

Die durch die Gleichungen 3) definirten Grossen u^v^w nennt 
man die Componenten der GesehwindigkeU des Punktes zur Zeit t nach 
den Achsen der Xy y, e. Der Geschwindigkeit selbst kommt eine gewisse 
Grösse und eine gewisse Richtung zu. Um diese zu finden, betrachte 
man u, v^ w als die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes in Bezug 
auf ein Coordinatensystem, dessen Anfangspunkt beliebig ist, dessen 
Achsen aber den Achsen der x, y, resp. parallel sind; die Richtung 
der Geschwindigkeit ist die Richtung der geraden Linie, die von dem 
Anfangspunkte der t«, t?, to nach dem Punkte (u, t;, w) geht^ die Grosse 
der Geschwindigkeit ist die Lange dieser Linie. Diese Definitionen 
sind gleichbedeutend mit den folgenden: die Grösse der Geschwindig- 
keit ist die positiv zu nehmende Wurzel 

ihre Richtung die Richtung einer Linie, die mit den Coordinatenachsen 
Winkel bildet, deren Cosinus 

4) 



Vu» + «• + «?«' yu^ -f t^n + K,»' yu« + 1,« + to« 

sind. ^ 

Es ist leicht ersichtlich, dass hiemach die Geschwindigkeit eines 
Punktes allein von seiner Bewegung abhängt und nicht von dem 
Coordinatensysteme, das man zur Untersuchung dieser Bewegung ge- 
wählt hat. Man erkennt die Richtigkeit dieser Behauptung, wenn man 
dieselbe Bewegung einmal auf ein, dann auf ein anderes Coordinaten- 
system bezieht und beide Male nach der aufgestellten Definition die 
Geschwindigkeit aufsucht Es seien wieder x\ y\ z' die Coordinaten 
in einem neuen Systeme des Punktes, dessen Coordinaten in dem 
alten Xj y, z sind; es bestehen zwischen diesen Grössen dann die 
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Gleichungen 1). Differentiirt man diese Gleichungen und benutzt die 
Gleichungen 3), sowie die diesen entsprechenden: 

dx' , dy' f dz' , 

in denen u\ v\ w' die Componenten der Geschwindigkeit des Punktes 
zur Zeit t nach den' Achsen der x\ y\ z bedeuten, so erhalt man: 

u = Ol« -f- a^v + «jW 
v' = ß^u + ß^v + ß^w 

In Folge der in den Gleichungen 2) angegebenen Bedeutung der 
Grossen a^ ßy y drücken diese Gleichungen aus, dass u^ v^ tv und uv'td?' 
die Coordinaten eines Punktes in zwei Systemen sind; die einen ge- 
meinschaftlichen Anfangspunkt haben und von denen die Achsen des 
einen denen der x, y, 0^ die Achsen des anderen denen der x', y'j »' 
parallel sind. Die gerade Linie, die nach diesem Punkte yon dem 
gemeinsamen Anfangspunkt gezogen ist, bestimmt der Grösse und 
Richtung nach die Geschwindigkeit, um die es sich handelt^ mag man 
das Ooordinatensystem der rr, y, oder das der x\ y\ 0' benutzen. 

Nennt man As die unendlich kleine Strecke, welche der Punkt in 
dem Zeitelement di zurücklegt, so ist 

-^dx^ + dy^ + d&^ — ds 
und daher 

d. h. die Grösse der Geschwindigkeit ist gleich der unendlich kleinen 

Strecke, welche der Punkt in einem Zeitelement zurücklegt, diyidirt 

durch dieses Zeitelement. Die in 4) angegebenen Cosinus der Winkel, 

welche die Richtung der Geschwindigkeit mit den Goordinatenachsen 

bildet, werden durch Einführung yon ds 

dx dy ds ^ 
li^ T9^ di' 

es sind dieses die Cosinus der Winkel, welche mit den Achsen die 
Tangente bildet, die im Punkte (x, y, 0) im Sinne der Bewegung des 
Punktes an die Bahn desselben gelegt werden kann. Die Richtung 
dieser Tangente ist also die Richtung der Geschwindigkeit. 

Der einfachste Fall der Bewegung ist derjenige, in dem u, t;, w 
Constanten sind. In ihm ergiebt die Integration der Differential- 
gleichungen 3): 

x^x^ + utj y = y^ + t?i, g^0Q + u)t. 

Die Bahn ist hiernach die gerade Linie, deren Gleichungen 

X — y» __ y — y^ _^ e — 0fi 
u V w 



§ 4. Beachleouig^g. 5 

sind; d. h. die gerade Linie, die in der Richtung der constant 
bleibenden Geschwindigkeit durch den Punkt (Xq, y^, g^) gezogen ist. 

Eine solche Bewegung eines Punktes nennt man eine gleichförmige. 

« 

§4. 

Die Bewegung eines materiellen P.ui^tes ist ebenfalls im All- 
gemeinen vollkommen bestimmt, wenn für ^ = Ort und Geschwindig- 
keit und fiir jeden Werth von t die Werthe von -^, ^, ^ 
gegel^^n sind. Es sei t^r t = 0: 



und allgemein 



dx dy dz 

Tt~^^' dt "" ^0» Jl= «^0» 

dt«~"^' d?'^ ^^ di^~'^'. ^^ 



wo die mit dem Index ^ versehenen Zeichen gegebene Constanten, 
X, Y; Z gegebene Functionen von x, y, ;?, -^, -—^ jr-, ^-be- 
deuten, die für alle vorkommenden Werthsysteme ihrer Argumente 
einwerthig sind. Integrirt man die Di£ferentialgleichungen 5) xmd ver- 
fügt über die 6 dabei auftretenden willkürlichen Constanten so, dass 
den für t «= geltenden Bedingungen genügt wird, so bestimmt man 
X, y, JB bIb Functionen von t 

Die durch die Gleichungen 5) definirten Grössen X, Y, Z nennt 
man die Componenten nach den Coordinatenachsen der Beschleunigung, 
die der Punkt hat, oder der beschJeunigenden Krafl, die auf den Punkt 
wirkt. Die Ausdrücke: Beschleunigung und beschleunigende Kraft 
werden wir zunächst als ganz gleichbedeutend ansehen und nach Willkür 
bald den einen, bald den andern gebrauchen. Der Kürze wegen wollen 
wir dabei das Beiwort beschleunigend fortlassen, aber stets hinzudenken, 
bis wir zur Einführung der sogenannten bewegenden Kräfte kommen. 
Der Beschleunigung kommt eine gewisse Grosse und eine gewisse 
Bichtung zu; ihre Grosse ist 

yX^+ Y^ + P, 

m 

ihre Bichtung diejenige, die mit den Coordinatenachsen Winkel bildet, 

deren Cosinus 

X T Z 

sind. Mit andern Worten: betrachtet man X, Y, Z als die recht- 
winkligen Coordinaten eines Punktes in einem Coordinatensysteme, 
jdessen Achsen den Achsen der rr, y, e parallel sind, so ist die Länge 
der von dem Anfeuigspunkte nach diesem Punkte gezogenen Linie die 
Grösse, und ihre Bichtung die Bichtung der Beschleunigung. 
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Diese Definition der Beschleunigiuig ist gans entsprechend der- 
jenigen, die im vorigen § yon der (reschwindigkeit g^^ben ist; an 
sie lassen sich ganz ähnliche Betrachtungen knüpfen, wie sie dort ent- 
wickelt sind. Führt man, wie es dort geschehen ist^ neben dem 
Coordinatensystem der x, y, z ein zweites ein, auf welches man die 
gestrichenen Buchstaben bezieht und difiFerentiirt die Gleichungen 1), 
die dann wieder gelten, zweimal, so erhalt man 

di^ ~ y» dt^ + ^«d<» "t" ^» dt« 

oder bei Rücksicht auf die Gleichungen 5) und die diesen entsprechenden, 
welche die gestrichenen Buchstaben enthalten: 

r^ß,X + ß,T+ß,Z 7) 

und hieraus folgt, dass die Grösse und Richtung der Beschleunigung 
ebenso, wie die Grösse und Richtung der Geschwindigkeit, unabhängig 
sind von dem Coordinatensysteme, auf welches man die Bewegung 
bezieht. 

Wie im Yorigen und in diesem § die ersten und zweiten DifiFeren- 
tialquotienten der Goordinaten des bewegten Punktes nach der Zeit 
eingefilhrt sind, so könnten auch die dritten und noch höheren ein- 
geführt werden. Die in der Natur yorkommenden Bewegungen sind 
aber erfahrungsmässig der Art, dass dadurch die Ein&chheit ihrer 
Darstellung nicht gewinnen, sondern im Gegentheil verlieren würde. 
Es hat das darin seinen Grund, dass, wie aus der Erfahrung hat ge- 
schlossen werden können, bei allen Bewegungen, die in der Natur vor 
sich gehen, die zweiten Differentialquotienten der Goordinaten der 
materiellen Punkte nach der Zeit Functionen der Goordinaten selbst sind. 

§5. 

Nach den gegebenen Definitionen sind wir schon im Stande eine 
Klasse von Bewegungserscheinungen, die auf der Erde vorkommen, in 
sehr einfacher Weise und mit einem hohen Grade von Genauigkeit 
zu beschreiben, die Bewegung fallender und geworfener Körper näm- 
lich in so weit, als diese als materielle Punkte angesehen werden 
können, die Dimensionen ihrer Bahnen unendlich klein gegen die 
Dimensionen der Erde sind und der Einfluss der Luft, so wie der 
Bewegung der Erde unmerklich ist. Unter diesen Voraussetzungen 
ist die genannte Bewegung beschrieben durch den Ausspruch, dass auf 



§ 6. Bewegung schwerer Körper. 7 

die Körper in vertical abwärts gekehrter Richtung eine constante Kraft 
wirkt, eine Kraft, welche die Schwere genannt wird. 

Nimmt man die i? -Achse vertical abwärts gekehrt an und bezeichnet 
die Schwere mit g^ so ist dieser Ausspruch gleichbedeutend mit den 
DiiSerentialgleichungen 

dt^"^^' d;«"""' dt«"*^- 
Die Integrale derselben sind: 

x^>^ a-^- a't 

y wsah -^V t 

e^e + e'i+\t\ 

wo Qy hj c und a\ h\ c' 6 willkürliche Constanten bedeuten, von denen 
die 3 ersten die Goordinaten des Ortes, die 3 letzten die Componenten 
der Greschwindigkeit zur Zeit ^ «» angeben. 

Zwischen x und y kann man durch Elimination von t eine lineare 
Gleichung bilden; d. h. der Korper bewegt sich in einer yerticalen 
Ebene. Nimmt man diese zur yüi-Ebene, so wird x «» 0, und, eliminirt 
man aas den Gleichungen für y und » die Zeit, so erhält man zwischen 
y und z eine Gleichung, die y in den beiden ersten Potenzen, z in der 
ersten Potenz enthält. Hiernach ist die Bahn eine Parabel, deren 
Achse der xr- Achse parallel, also yertical ist. Ist noch V «-* 0, so geht 
die Parabel in eine verticale gerade Linie über. 

§6. 

Ein anderes Beispiel, welches zeig^, welche Vereinfachung die 
Beschreibung natürlicher Bewegungen durch die Einführung des Be- 
griffs der Kraft erfahrt^ ist die Bewegung der Planeten um die Sonne. 
Es ist diese mit einem gewissen Grade der Genauigkeit beschrieben 
durch die sogenannten Kepler'schen Gesetze; es wird uns gelingen 
diese zusammen zu fassen in einen Satz von grosser Einfachheit. 

Nach dem ersten Kepler'schen Gesetze bewegt ein Planet sich so, 
dass sein von der Sonne gezogener radius vector in gleichen Zeiten 
gleiche Flächenräume beschreibt; nach dem zweiten ist die Bahn eines 
Planeten eine Ellipse, in deren einem Brennpunkte die Sonne steht. 

Wir nehmen die Ebene der Bahn zur ory-Ebene; dann ist i? «» 
und daher, wenn wir X, T, Z die Componenten der auf den Planeten 
wirkenden Kraft nennen, Z ^^ 0] d. h. die Kraft ist der Ebene der 
Bahn parallel. Wir legen femer den Anfangspunkt der Goordinaten 
in die Sonne und setzen 

z^^r cos q>f y «« r sin 9) 8) 

mit der näheren Bestimmung, dass r positiv sei. Es ist dann r die 
Länge des von der Sonne nach dem Planeten zur Zeit t gezogenen 
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radius vector und q> ist der Winkel, den dieser mit der x-Achae bildet 

und den er besclureibt, wenn er aus der Lage, bei der er mit der 

Pi^ j d; -Achse zusammenföllt, in die Lage, die er 

J^ zur Zeit t hat, in dem Sinne gedreht wird, 

in dem die x-Achse gedreht werden muss, 
um nach einer Drehung von einem rechten 
Winkel in die y -Achse zu fallen. Die 
Achsen der x und y denken wir uns so 

^^ gewählt, dass q> mit der Zeit wächst. 

Die doppelte Flache eines Dreiecks ist 
gleich dem Product zweier Seiten und des Sinus des eingeschlossenen 
Winkels. Ist dieser Winkel unendlich klein, so kann er selbst fiQr 
seinen Sinus gesetzt werden, yorausgesetzt, dass Einheit des Winkels 
der Winkel Yon 

180* 

ist Diese Einheit führen wir ein für alle mal ein. Die doppelte 
Flache des Dreiecks, welches der radius vector des Planeten in dem 
Zeitelement dt beschreibt, ist dann r^dq>] wir setzen 

f»dq> — cdt] 9) 

nach dem ersten Eepler'schen Cresetze ist dann e eine Constante, uud 
nach der Annahme, die wir über die Lage der Goordinatenachsen ge- 
macht haben, eine positive. Differentürt man die Gleichungen 8), so 

erhält man 

dx = cos q>dr — r sin fpd<p 

<2y »s sin q>dr -f- r cos g>dg>] 

multiplicirt man diese in geeigneter Weise mit den Gleichungen 8) 
und subtrahirt sie von einander, so ergiebt sich 

xdy — ffdx — f^ätp. 

Nach 9) ist daher: 

dy dx ^^N 

und durch Differentiation dieser Gleichung, erhalt man 

d^y d^x ^ 

Bei Rücksicht auf die Gleichungen 5) hat man daher 

X: F=» :y. 

Diese Proportion spricht aus, dass die auf den Planeten wirkende Kraft 
nach der Sonne gerichtet ist oder die entgegengesetzte Richtung hat, 
dass, wie man dieses ausdrückt, die Kraft eine von der Sonne. ausgehende 
Anziehungs- oder Abstossungs-Kraft ist. Ihr zufolge kann man setzen 

X« — B*, r— — B^: 

r ' r ' 
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dabei ist dann der absolute Werth von R die Grösse der Kraft, und 
es ist diese eine anziehende ^ wenn R positiv, eine abstossende, wenn 
R negativ ist. Multiplicirt man diese Gleichungen mit dx, dy und 
addirt sie, so ergiebt sich bei Rücksicht darauf, dass 

0?« + ys -- r« 

also xdx + ydy = rdr 11) 

ist: Xdx + Tdy «^ — Rdr. 

Die linke Seite dieser Gleichung ist aber nach 5) 

H^' + i^) "^ T^OT. 

wenn man v die Geschwindigkeit des Planeten nennt. 

Femer erhält man aus den Gleichungen 10) und 11), wenn man 
diese, nachdem die erste mit dt multiplicirt ist, quadrirt und addirt^ 

Daraus folgt: 

5^ - ^ - B. 12) 

Diese Gleichung verbinden wir mit einer, die aus dem zweiten Kepler- 
sehen Gesetze sich ergiebt. Es sei a die Hälfte der {Jossen Achse, 
e die Excentricität der elliptischen Bahn, wobei dann a und e positive 
Grössen sind und e kleiner als 1 ist. Die :K:-Achse sei die grosse Achse 
und nach dem Perihel gerichtet, dem Punkte der Bahn, der der Sonne 
am nächsten ist. Die Gleichung der Bahn ist dann: 

oder (x + c«)' + ^ ~ , = a* 

oder r* = (a(l — e*) — exY. 

Zieht man die Wurzel und berücksichtigt, dasa r stets positiv ist, so 

erhält man hieraus 

r^a(l—e^) — ex. 13) 

Daraus folgt 

d? ^dt^ <^^ — -«7 > 

oder nach 13) 

dV p/ a(l ~ e») .\ 
_ = Zi( Ij, 

und mit Hülfe von 12) 

Dieser Ausdruck von R ist positiv; daher ist die auf den Planeten 
wirkende Kraft eine von der Sonne ausgehende Anziehungskraft. 
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Dieselbe ist femer dem Quadrate der Entfemiuig tob der Sonne um- 
gekehrt proportional. 

Wir wollen den Ar diese Kraft gefundenen Auadruck dadurch 
umformen y dass wir in ihn die Umlaufszeit des Planeten einf&hren« 
Wir bezeichnen dieselbe durch T. Da edt nach 9) das Doppelte der 
Fläche ist^ welche der radius vector des Planeten in dem Zeitelement 
dt beschreibt, so ist cT das Doppelte der Flache, welche Ton der 
elliptischen Bahn begrenzt wird; d. h« es ist ^ 

und daher nach 14) 

Nach dem dritten Kepler'schen Oesetze hat aber das Verhaltniss 
a' : T* für alle Planeten denselben Werth; es folgt daraus, dass f&r 
irgend einen Planeten 

ist, wo M für alle Planeten denselben constauten Werth hat, oder in 
Worten: dass die Sonne alle Planeten mit Kräften anzieht, die den 
Quadraten der Entfernungen von ihr umgekehrt proportional sind. 

Dieser Sktz rührt von Newton her. Von ihm ausgehend kann 
man durch eine Rechnung, die den umgekehrten Weg nimmt, als die- 
jenige, die wir durchgeführt haben, die Kepler*schen Gesetze ableiten. 
Er ist daher nur ein anderer Ausdruck f&r dieselbe Sache, als diese 
es sind, aber ein ein&cherer. Die grössere Einfeu^eit bildet indessen 
nicht den einzigen und auch nicht den wichtigsten Vorzug, welchen 
der Newton'sche Satz vor den Kepler'schen Gesetzen voraus hat; es 
liegt dieser darin, dass der Newton'sche Satz seinen Entdecker zu 
einem Gesetze leiten konnte, welches allgemeiner und genauer ist, als 
er selbst und die Kepler'schen Gesetze; einem Gesetze, welches die 
Bewegung aller Himmelskörper in so weit, als diese als materielle 
Punkte angesehen werden können und unsere Kenntnisse reichen, genau 
darstelli 

§7. 

Um dieses Newton'sche Gesetz aussprechen zu köbnen, müssen 
wir den Begriff der Kraft allgemeiner fassen, als wir es bis jetzt ge- 
than haben. Die Ausdrücke Ertrfl und Besddeun^nng haben wir bis 
jetzt als ganz gleichbedeutend gebraucht; nach der Verallgemeinerung 
des Begrifis der Kraft, die wir nun eintreten lassen wollen, werden 
wir das nicht mehr dürfen. Bis jetzt muasten wir sagen: es wirkt 
auf einen Punkt immer eme Kraft; jetzt werden wir uns des Ausdrueks 
bedienen: es wirken auf einen Punkt gleichzeitig w efc re r g Kräfte, oder 
es wirkt auf ihn ein Sgstem Ton Kräften. Wir werden dabei eine jede 



§ 7. ZasamineiuetEang Ton Krftften. H 

Eraft^ gerade wie bisher, durch ihre Gomponenten nach den Coordinaten- 
achsen bestimmen; so dass, wenn X^, T^, Z^y X^y T^y Z^, ... die 
Gomponenten von Kräften sind, die zusammen auf den Punkt (Xy x/y e) 
wirken, diese Kräfte der Grösse und Richtung nach übereinstimmen 
mit den Linien, die TOm An&ngspunkte der Coordinaten nach dm 
Punkten gezogen sind, welche die Coordinaten X^, T'x,Z|, X^ Y^,Z^... 
haben. Der Ausspruch^ dass das bezeichnete System von Kräften auf 
den genannten Punkt wirkt, soll gleichbedeutend mit dem Ausspruche 
sein, dass die Bewegung des letzteren den Gleichungen 

äji — ^1 + ^ + -- 

^r-r,+ r, + .. 16) 

^ = ^1 + -^8 + • • 

gemäss geschieht. 

Ein System von Kräften, welche auf einen Punkt wirken, ist 
immer gleichwerthig mit einer einfachen Kraft^ die man die BesuUante 
des Systemes nennt. Sind X, F, Z die Gomponenten nach den 
Coordinatenachsen der Resultante des bezeichneten Systemes, so hat 
man nach 15) und 5): 

X ■=» X^ -|- Ag "p • • 

r-r, + r, + -. 

Z *^ Zi -\- Z^ -j- . . • 

Es sind dieses die Gleichungen, welche, wenn das System nur aus 
zwei Kräften besteht, den analytischen Ausdruck des sogenannten 
Satzes vom ParaUelogramm der Kräfte bilden. 

Es ist einleuchtend, dass, wenn man eine bestimmte Bewegung 
eines Punktes als bedingt durch mehrere Kräfte ansieht, diese nicht 
einzeln bestimmt sind; nur die Resultante ist bestimmt; alle Einzel- 
kräfte bis auf eine können beliebig angenommen und diese eine 
kann dann immer so gewählt werden, dass die Resultante der Be- 
schleunigung gleich wird. Aus der*^Bewegung allein kann die Mechanik 
nach unserer Auffassung die Definitionen der Begriffe schöpfen, 
mit denen sie es zu thun hat. Es folgt daraus, dass nach Ein- 
führung von Kräftesystemen an Stelle einfacher Kräfte die Mechanik 
ausser Stande ist, eine vollständige Definition des Begriffs der Kraft 
zu geben. Trotzdem ist diese Einführung von der höchsten Wichtig- 
' keit.. Es beruht das darauf, dass, wie die Erfahrung gezeigt hat, 
bei den natürlichen Bewegungen sich immer solche Systeme finden 
lassen, deren Einzelkräfte leichter angegeben werden können, als ihre 
Resultanten. 
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§8. 

Ein Beispiel hierfür bietet die Bewegung der Himmelskörper. 
Es seien 1, 2^ . . die in Betracht kommenden Körper , m^fin^y.. Con-^ 
stanten, welche sich aaf dieselben beziehen^ r,,^ r^^y . . die Entfernungen 
je zweier zur Zeit i] ihre Bewegungen sind dann so, dass sie an- 
gesehen werden können als bedingt durch Kräfte, mit denen jeder auf 
alle übrigen wirkt, der Art, dass der Körper 1 den Körper 2 mit 
einer Kraft anzieht, die 

r ' 

Ml 

ist. Dieser Satz ist das Newton'sche Gesetz. 

Wären nur 3 Himmelskörper vorhanden und kennzeichnen wir 
die Coordinaten derselben durch die Indices 1, 2, 3, so wären hiemach 
die Differentialgleichungen ihrer Bewegung diese: 

o» r,, Tj, 

^*y« = ni. y« -y« j_ tH y» — vi 



It 'IS 

— j s= »ij — — 5 |- fMj ■ j 

«•* Ml M» 

^*y« — m y» — yi j. «. yi - y« 

»• »t» Ml 

^ ^t _^ ,^ ^1 ^» I ^M ^ — ^8 



^'y» _ «M yi -^y» j. •« yi — y» 

"äTT ~ ^1 -7-5 — r ^ ; t • 

»* Ml Mf 

Die Aufgabe, diese Differentialgleichungen zu integriren, wird das 
Ftöblem der drei Körper genannt. Sie ist mit Strenge bis jetzt nicht 
gelöst. Unser Planetensystem bildet ein noch schwierigeres Problem 
dar, da die Zahl der Körper in ihm grösser als 3 ist. Durch Be- 
nutzung des Umstandes, dass bei jedem Planeten die von der Sonne 
ausgehende Ejraft, bei jedem Trabanten die von seinem Planeten aus- 
gehende die andern auf ihn wirkenden Krilfte weit überwiegt, haben 
die Astronomen trotzdem sich überzeugen können, dass die Bewegungen 
in unserm Planetensystem sehr genau dem Nevrton'schen Gesetze 
entsprechen. 



Zweite Yorlesimg. 

(Bewegung eines Punktes, der nicht frei ist. Einfaches Pendel. Bewegung eines 
Systemes von Punkten, für welches Bedingungsgleichungen gelten. Masse eines 
materiellen Punktes. Bewegende Kraft. Lagrange's Grundgleichungen der Mechanik.) 

§ 1- 

Einen wesentlichen Nutzen leistet die Einführung eines Systemes 
von Kräften, die auf einen materiellen Punkt wirken^ an Stelle einer 
Kraft auch in dem Falle, den wir nun betrachten wollen. Der Fall 
ist der, dass man von yom herein eine Gleichung zwischen den 
Coordinaten des Punktes, oder eine zwischen diesen und der Zeit) 
kennt. Das findet z. B. statt, wenn der Punkt in eine Schale von 
bekannter Gestalt gelegt ist und in ihr so sich bewegt, dass er mit 
ihr in Berührung bleibt. Ruht die Schale, so ist die Gleichung ihrer 
Oberfläche eine Gleichung zwischen den Coordinaten des Punktes; wird 
die Schale in bekannter Weise bewegt, so hat man eine Gleichung 
zwischen diesen Coordinaten und der Zeit. Wir schreiben die gedachte 
Gleichung 

9> {^f 9f ^y = ^» 1) 

« 

oder kürzer q> «* c, indem wir durch c eine Constante bezeichnen. 
Dem Sprachgebrauche folgend, nennen wir sie eine Bedingungsgleichung 
* und sagen: Der Punkt ist nickt freij sondern gejnoungen, dieser Be- 
dingung gemäss sich zu bewegen; wir yerbinden mit diesen Ausdrücken 
aber keine andere Vorstellung als die, dass die Gleichung 1) tkatsäeUich 
besteht. 

In dem genannten Falle stellen wir die Bewegung des Punktes 
als durch zwei Kiufte bedingt dar; wir setzen nämlich 

j^-^Y+Y, 2) 

Die Componenten der ersten Kraft, X, F, Z, sollen vollständig 
angegeben, für die Componenten der zweiten, X^ Y^^ Z^, aber nur 
Ausdrücke aufgestellt werden, die noch eine unbekannte Grösse, die 
wir l nennen wollen, enthalten. Durch die Bedingungsgleichung lässt 
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sich diese bestimmen. Aus derselben folgt nämlich, dass fiGlr jeden 
Werth von t 

afp f|ju ^dx.^^dy^^^9dz^^^qf ^x 

dt '^ ^ ^' '^ dx dt "^ dy dt "^ dß dt '^ dt "^ ^ 
und auch 

dt* — " a.n. u — g^ ^^, -f ^ ^ + ^ ^ 

.d^fdxy ,c!jp(dyY , ^_!?/lfV i ?!^ o\ 

j_ 9 ^*y !?£^ j_ o _?!?_ ^^ i_ o ^*y djfdx 

'* ^/cay dt d< ■»" aya-s dt dt"^ dzdx dt dt 

"^ "^ a^a« dt'^ dyot dt'^ ^ dzdt dt 
ist. Substituirt man in die letzte Gleichung ^^ j^} tt^? jn il^re 
Werthe aus 2), so erhSlt man eine Gleichung^ welche X durch 

^f y» ^f ~di^ '^^ dt ^"^^ ' auszudrücken erlaubt. Jede von den 
Componenten X^, Y^j Z^ werden wir gleich k^ multiplicirt mit einem 
von X unabhängigen Factor^ setzen; die Gleichung f&r X wird dann 

linear, es wird X und es werden Xj, F^, Zj, also auch -j^, ~ , ^ 

eindeutig und als endliche Grössen bestimmt, vorausgesetzt, dass der 
Coefficient von X in der genannten Gleichung nicht verschwindet. Die 
ganze Bewegung ist daher vollständig bestimmt^ wenn noch die Anfangs- 
werthe der Coordinaten und Gteschwindigkeitscomponenten angegeben 
sind. Diesen Schlüssen liegt die Voraussetzung mit zu Grunde, welche 
im § 4 der ersten Vorlesung über die Componenten einer Kraft aus- 
gesprochen ist und die ausnahmslos beibehalten werden wird, die 
Voraussetzung, dass diese Componenten im allgemeinsten Falle ein- 
deutige Functionen von ^; 9; ^^ wf^ wf i w#y ^ sind Als solche 

Functionen sollen X, 7, Z, und die Factoren von Jl in X^, IT,, .?| 
angegeben werden. 

Im Uebrigen können die zuletzt genannten Factoren ganz beliebig 
gewählt werden; immer ist die Beschreibung der Bewegung eine voll- 
ständige.^) Wir wollen aber eine ganz specielle Wahl treffen, nämlich 



1) Die Componenten Xj^ Y,, Z^ unterliegen der Beschiilnkung, dass, wenn sie 
von den Geschwindigkeiten unabhängig sind, eine Resultante ergeben müssen, die 
senkrecht auf der Fl&che 9 <— c steht, weil sonst auch Bewegung des Punktes 
eintreten könnte, wenn X, Y, Z gleich NuU wären. Wenn sie die Geschwindig- 
keiten als Factoren enthalten, so mnss die Gomponente parallel der Fläche 9 a c 
deijenigen der Kräfte X, Y, Z entgegenwixken, wie s. B. bei der Beibong. 

W. 
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setzen, wodurch die Gleichungen 2) werden: 

dV * dz 

Die Zweckmässigkeit dieser Wahl beruht auf zwei Eigenschaften, 
die die Gleichungen 4) besitzen. Die erste von diesen ist die, dass 
die Gleichungen ihre Form behalten y wenn das Coordinatenqrstem 
geändert wird. Um das einzusehen , bezeichne man durch ip' die 
Function von x\ y\ z\ ty in welche 9 übergeht, wenn man hier 
Xy y, e mit Hülfe der Gleichungen 1) der ersten Vorlesung durch 
x'y y\ z' ausdrückt, so dass 

eine mit Rücksicht auf diese Gleichungen identische Gleichung ist. 
Da aus der Auflösung dieser Gleichungen sich ei^ebt: 

dx'~^^ d^^^ ä5'~^» 

dy' "^ P* dy' ~ '^* ä7 ~ P» 

dx dy dt 

dz'^^^ dz'""^* dz'~^^' 

d(p' d^ 1^ dtp 1^ dfp 
dip' d^ 1^ dfp 1^ dip 

ir^di^^ + d^y^'^di^^' 

Multiplicirt man die Gleichungen 4) mit «u «29 ^ ^^' ßit P%9 ßz o^^^ 
Y\ } Y%9 7z ^^d addirt sie jedesmal, so erhält man daher und, weil bei 
den gemachten Festsetzungen die Gleichungen 6) und 7) der ersten 
Vorlesung gelten: 

^^ — A i-A^ 

-di^"^^ + ^W 

Die zweite Eigenschaft, welche die Gleichungen 4) auszeichnet, 
ist die, dass sie ihre Gültigkeit behalten, wenn man die Farm der 
Bedingungsgleichung beliebig ändert, d. h. wenn man die Gleichung 
9 SB (• ersetzt durch die Gleichung 



so folgt hieraus 
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wo F eine beliebige Function von 9, und C den Werth bedeutet^ 
den diese für q> = c annimmt. Statt der Qleichungen 4) erhalt 
man dann 

"5*7 = ^ + ^^ 

^— y-4- r^-^ fi^ 

wo L eine neue unbekannte Qrösse bedeutet^ die aus der Gleichung 
F = C oder^ was dasselbe ist, aus der Gleichung 9 = c zu bestimmen 
ist. Da aber 

dF dLFa^ IZ ^^^ aF^ dFd(p 
dx dq> dx' dy dq> dy' d» d(p dz^ 

so werden die Gleichungen 6) identisch mit den Gleichungen 4)^ 



wenn man 



dtp 



macht. 

Um die Gleichungen 4) und die Gleichung 9 = c in Worte zu 
übersetzen, werden wir sagen: auf den belracktetcn materiellen Funkt 
wirkt die Kraft, deren Companenten Xy Y, Z sindf während seine Be- 
wegung der Bedingung q> '^ c unterworfen ist. 

Die Kraft, deren Componenten Ag^, ^T^^ ^W' ^^^^ bezeichnen 

wir dem Sprachgebrauche gemäss als eine Folge davon, dass der 
Punkt gezwungen ist, der Bedingung 9 -" c entsprechend sich zu be- 
wegen. Ihre Richtung ist senkrecht auf der Fläche, die bei dem Werthe^ 
den t in dem betrachteten Augenblicke hat, durch die Gleichung 

dargestellt ist; denn, wenn n eine Normale dieser Fläche bezeichnet, 
die durch den Punkt (x, j/, z) geht, so ist bekanntlich 

al • af • ä7 "" ^^^ (**^) • ^^ ("S') • ^^ (^^)' 

ihre Grösse ist der absolute Werth von 



Nicht unerwähnt möge bleiben, dass die Gleichungen 4) nicht 
die einzigen sind, welche die beiden Eigenschaften haben, die für sie 
nachgewiesen sind: zu gelten fClr jedes Coordinatensystem und jede 
Form der Bedingungsgleichung. Dieselben Eigenschaften haben die 
Gleichungen 
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dt* 



g- r+.(|;+>'^ y(|s-+(|-y +(|f)-) 7) 
•^+'(11+ »UV©' +©•+(!!)")■ 

wenn & eine Constante oder eine beliebig gegebene Function von 

1/ (^j + i^j + (j^\ bedeutet Diese Gleichungen sind, wenn sie 

an Stelle des Gleichungen 4) gesetzt werden, wirklich wohl geeignet 
zur Beschreibung gewisser Beweguxigen, solcher Bewegungen nämlich, 
bei denen, wie man sagt, eine Beibimg sich merklich maicht. Wir 
halten indessen die Gleichungen 4) fest wegen ihrer grosseren Ein- 
fiichheit, 

§2. 

Die im vorigen § besprochene Methode wollen wir zur Beschreibung 
der Bewegung eines einfaehm Pendds benut^n. Es besteht ein solches 
aus einem Körper, der als ein materieller Punkt betrachtet wird und 
der an einem festen Punkte mit Hülfe eines Fadens au%ehangt ist. 
Der Faden wird als unausdehnbar angenommen, seih Einfluss im 
Uebrigen vernachlässigt Wird der Körper in geeigneter Weise in 
Bewegung gesetzt, so bewegt er sich so, dass er auf der Kugelflache 
bleibt, die mit der I^ge des Fadens um den Aufhangungspunkt be- 
schrieben ist Eine solche Bewqpmg wird vorausgesetzt Sind femer 
noch die Annahmen erf&llt, die bei der Untersuchung eines freien, 
geworfenen Körpers im § 5 der ersten Vorlesung ausgesprochen sind, 
so ist die Bewegung des Pendelkörpers durch die Aussage beschrieben, 
dass auf ihn die Schwere wirkt, während er gezwungen ist auf der 
genannten KugelMche zu bleiben. 

Führt man ein Ooordinatensystem ein, dessen Anianggpunkt der 
Auf hangepunkt, dessen i^-Achse vertical abwärts gerichtet ist^ und nennt 
l die Lange des Fadens, so ist diese Behauptung durch die folgenden 
Gleichungen ausgesprochen: 

d*x 



ä?-** 





d*y 
dt* ^ 


*y 






dt* ■" 


g + l0 






^ + y' + i»*- 


P. 




* 

Aus der letzten 


von diesen folgt 








xdx + ydy -f edg — 


0, 



8) 



Kirohhoff, Mtehaalk. 4. Aufl. 
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und daher aus den 3 ersten, indem man sie mit dx, dy, dz multiplicirt, 
addirt und integrirt: 

dx^ + dy* + J^ — (2g0 + A) dfiy 9) 

wo h eine willkürliche Constante bedeutet. 

Multiplicirt man die beiden ersten der Gleichungen 8) mit — y 
und -f- Xy addirt sie und integrirt , so erhalt man 

xdy •— ydx «=» cdt, 10) 

wo e eine zweite willkürliche Constante ist. 

Nun fahre man statt der rechtwinkligen Coordinaten Polar- 
coordinaten ein; man setze: 

X «» /sind* cos IT 

y s= 2 sind* sin IT 11) 

5 SB ; cos d'y 
woraus folgt 

<2a: = 2 cos d* cos todd' — 2 sin ^ sin tvdw 

dy '^l cos^smwdd' -f- ^ Bia^eoBwdw 

de '^ — Isia^di^. 

Man hat daher 

dx^ + dy' + d0^ — P (d^^ + sin« »dw^) 
xdy — ydx «= P sin* ^dto, 

und die Gleichungen 9) und 10) werden: 

P(dd» + sm'»dw') = (2glcos» + h)dfi 12) 

P sin« »du? — cdt 
Hieraus folgt 

(_|_2fcos^ + ^-,VriST7^- 

Durch Integration dieser Gleichung kann man d* als elliptische 
Function von t ausdrücken. Hat man » gefunden , so ergiebt sich w 
durch nochmalige Integration aus der zweiten der Gleichungen 12). 

Ist SS Oy so folg^ aus der zweiten der Gleichungen 12) w <» const, 
nach 11) geschieht die Bewegung dann in einer yerticalen Ebene und 
nach der ersten der Gleichimgen 12) ist 

(^)*-2fco8*+^. 13) 

Je nach dem Werthe Ton h ist die durch diese Gleichung darge- 
stellte Bewegung der Art^ dass der absolute Werth von d* mit der 
Zeit unbegrenzt wächst, oder der Art, dass d' zwischen einem 
Minimum und einem Maximum hin und her geht. Wir wollen nur den 
zweiten Fall verfolgen, den Fall, dass das Pendel Schmngungen aus- 
führt. Bezeichnen wir die Amplitude der Schwingungen, d. h. den 
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JA 
grössten Werth von &, durch a^ so ist -rr -• f&r ^ «> a^ also 

nach 13): 

— 2jC08« + ji' 

Zieht man diese Gleichung von 13) ab, so erhSlt man 

(^)'- 2 f (COS* --COS«) 

— 4f(sin»~— sin»!). 
Setzt man 

am — — > sm — sm^, 
so ergiebt sich hieraus 



Ist T die Dauer einer ein&chen Schwingung, so findet man T, in- 
dem man diese Oleichung von d — > — a bis d — ^ -f* ^; ^ ^' ^^^ 

^— 1 — — bis ^— 1-{--| integrirt; es ist also 



t 



^l-Mii»^8in«^ 



Ist a nur klein, so ist bei Vernachlässigung seiner yierten Poteni 

— 1 +Ysin»~gin*^; 



j/l - sin« I sin« ^ 
da femer 



ff 
t 



so wird dann 



oder auch 



Tsin» i,dt — I ; 

r-.l/I(i + isin«j) 



9 
Ist a unendlich klein, so wird 

Der Fall unendlich kleiner Schwingungen ISsst sich auch ohne 
die Voraussetzung, dass sie ebene sind, leicht yollstioidig behandeln. 
Wenn die Schwingungen, d. h. wenn x und y unendlich klein sind, 
so ist es auch I — f ; und zwar ist dieses Yon der zweiten Ordnung, 
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wenn jene von der ersten Ordnung unendlich klein sind, wie aus der 
vierten der Gleichungen 8) hervorgeht Die dritte dieser Gleichungen 
spricht daher aus, dass bis auf Grossen der zweiten Ordnung 

l l 

isty und die beiden ersten geben: 

dt* l ^' dt* l ^' 

Die allgemeinen Integrale dieser Differentialgleichungen sind: 

:i; — a sin |/^ t + a' eoB y^ t 

y — 6 sin ]/^ t + b'coB j/^ t , 

wo a, b, a\ V willkürliche Gonstanten bedeuten. Eliminirt man aus 
diesen beiden Gleichungen tj indem man die in ihnen vorkonmienden 
Sinus und Cosinus berechnet und die Summe der Quadrate der gefundenen 
Werthe »» 1 setzte so findet man als Gleichung der Bahn des schweren 
Punktes die Gleichung einer Ellipse. Die Dauer eines Umlaufi ist^ 
wie sich aus den Ausdrücken von x und y ergiebt^ 

§3. 
Wir fassen jetzt den allgemeinsten Fall ins Auge, der in der 
Mechanik materieller Punkte zu betrachten ist. Es handle sich um 
ein System materieller Punkte, die wir 1, 2, . . . nomen wollen. Die 
Buchstaben x^ y, n mit den Indices 1,2;... mögen ihre Coordinaten 
zur Zeit i bezeichnen. Zwisdien diesen und der Zeit sollen von vom 
herein n von einander unabhängige Gleichungen bekannt sein, die wir 

y •=» c, ^ ■>= f , . . 14) 

schreiben, indem wir unter 9, ^, . . Functionen der sanmitlichen 
Coordinaten und der Zeit, unter c, e, . . Constanten verstehen. Den 
Differentialgleichungen der Bewegung der Punkte wollen wir eine 
Form geben, die der Form entspricht^ in der wir im § 1 die Differential- 
gleichungen der Bewegung «mes Punktes, der einer Bedingung unter- 
worfen ist, angestellt haben. Die Bewegung eines jeden Punktes 
stellen wir als durch n -f- 1 Kräfte bedingt dar; von den sämmtlichen 
in Betracht konmienden Eraften soll für jeden Punkt eine vollständig 
angegeben, für die übrigen sollen Ausdrücke aufgestellt werden, die 
zusammen n unbekannte Grössen enthalten. Wir setzen nämlich 

d%* ^1 "^ Wi a«! '^ m^dx^'^" 

d^yt Y i ^ ^y I f* ^^ I 

dt* ■" ^1 "T" m, dy, "^ «i ay» "T" " 



■r i ■ ■ iiii i iw ■■ ■■ !■ ■ ■ ■ 
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rftt — -^ -t- ^a«, + s;»y, "f^ 

X|, Ti, Zi, Xf r^y • • ^^ ^^^ ^^® Oomponenten der Kräfte^ die in jedem 
Falle, auf den die Gleichungen angewendet werden, Tollstandig angegeben 
weiden aollen als Functionen der Coordinaten und Geschwindigkeits- 
componenten der Pnnkte nnd der Zeit; m^^ m,, . . positiye Oonatanten, 
die gleichfEdlfl angegeben werden sollen; A, ft, . . die n unbekannten, 
die ihre eindeutige Bestimmung finden durch die it, in Bezug auf sie 
linearen, Gleichungen 

die nach dem Muster der Gleichung 3) zu entwickeln sind. 

Die Gleichungen 15) gelten fBr jedes rechtwiidd^ Coordinaten- 
system. Der Beweis hierfElr ist in derselben Weise zu führen, wie 
die entsprechende Thatsache in § 1 bewiesen ist, dadurch, dass die 
Gleichungen, die auf jeden Punkt des Systems sich beziehen, mit 

^i; ^ti H ^^^ ßif ßt9 ßs ^^^^ Yu Y%} Yz multiplicirt und jedesmal 
addirt werden. 

Die Gleichungen 15) gelten auch f&r jede Fcrm der Bedingungs- 
gleichungen, mit welchem Namen wir ' wieder die Gleichungen 14) 
belegen; d. h. sie gelten auch, wenn man diese ersetzt durch die 
Gleichungen 

wo Fy G^ .. n Ton einander unabhängige Functionen Ton 9?,.^,.., 
und C, Ef . . die constanten Werthe bedeuten, die sie annehmen für 
fpmme^ ^-»tf, ... Für die Grössen A, fi, . . hat man dann nur 
andere zu setzen, die L, J(f, . . genannt werden mögen und die aus 
den Gleichungen 

zu bestimmen sind. Die Richtigkeit dieser Behauptung leuchtet ein, 
wenn man erwagt, dass, wenn x irgend eine der Grössen ^1, yi,i^i, 
x^y y%y . bedeutet, 

dF ^dF djp^ j.dF djp , 

~Sx dq> dx ■" dfp 3« "* ' ' 

dQ ^dG dip I dG djf , 

dx '^ dq> 3« ' ?^ a» "* 
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also^ wenn die Gleichungen 16) erf&llt sind: 

dx * dx * ox * ^ ox * 

ist. 

Wir bemerken, dass die Geltung der Gleichungen 15) für jedes 
Coordinatensystem oder f&r jede Form der Bedingungsgleichungen 

aufhören würde, wenn statt des gleichen Factors — , der in den auf 

den ersten Punkt bezüglichen Gleichungen vorkommt, yerschiedene 
Factoren in einer Yerticalreihe oder in einer Horizontalreihe gewählt 
wären. Auf der Hand, liegt übrigens, dass die Gleichungen 15) nicht 
die einzigen sind, die die eben bewiesenen Eigenschaften besitzen; nach 
dem Muster der Gleichungen 7) kann man leicht solche bilden, die 
sie auch haben; und die Gleichungen 15) yerlieren sie auch nicht, 
wenn man die Grössen m,,!»);-- nicht als constant, sondern als be- 
liebig yeränderlich annimmt. Durch eine solche Verallgemeinerung 
der in Rede stehenden Gleichungen würde man aber, der Erfahrung 
zufolge, für die EinfiEU^hheit der Beschreibung der natürlichen Be- 
wegui^en nichts gewinnen. 

Die Grössen mj, fn,, . . nennen wir die Mensen der materiellen 
Punkte 1, 2, . . 

Mit der Form der Gleichungen 15) und der Bezeichnimg nehmen 
wir noch eine Veränderung yor. Durch Multiplication mit m^yfn^,. 
schaffen wir die in ihnen yorkonmienden Nenner fort; es treten dazm 

die Producte m^Xi, m^T,, m,Z^, fi^Xj, m, Yj^ « - ^^^9 ^i^se Producte 
sollen nun durch Xj, T^, Z^^X^, T^, . . selbst bezeichnet und die Com- 
ponenten nach den Coordinatenachsen der bewegenden Kräfte genannt 
werden, die auf die Massen m,, mj, . . oder die materiellen Punkte 1, 2, . . 
wirken. lieber den Begriff einer bewegenden Kraft, den wir hiermit 
einführen, können wir Folgendes sagen: Eine bewegende Kraft ent- 
spricht immer einer beschleunigenden; ihr kommt wie dieser eine 
gewisse Grosse und eine gewisse Richtung zu; die Richtungen, beider 
stimmen überein; die Grösse der bewegenden Kraft ist gleich der 
Grosse der beschleunigenden, multiplicirt mit der Masse, auf die sie 
wirkt; bewegende Kräfte, die gleichzeitig auf einen Punkt wirken, 
setzen sich gerade so zusammen, wie beschleunigende. Es ist bis- 
her ausschliesslich yon beschleunigenden Kräften die Rede gewesen; 
es wird yon jetzt an ausschliesslich yon bewegenden Kräften die 
Rede sein und der Kürze wegen das Beiwort bewegend fortgelassen 
werden. 

Wenn wir sagen, dass auf ein System vott Punkten, deren Massen 
m^, m,, . . sind, und für welche die Bedingungen <p '^ c, ^ »= 6, . . be- 
stehen, Kräfte wirken, deren Companenten X^, Y^, Z^, X^, Y^, .. sind, 
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so soll dadurch hiernach ausgedrückt sein, dass die Bewegung der 
Punkte den folgenden Gleichungen gemäss geschieht: 



"»1 




«l 




m, 


d*gi 
dt* 


»»1 


dt* 


m, 


dt* 






17) 



9 



^ i— «, . . 



Es sind dieses die Grondgleichungen der Mechanik inaterieUer Punkte, 
die zuerst Ton Lagrange in seiner analytischen Mechanik aufgestellt sind. 

Die Grössen A x-- , A ^ , X -^ sind die Componenten einer 

Kraft, die auf den Punkt 1 wirkt; man bezeichnet sie als eine Folge 
davon, dass der Punkt 1 gezwungen ist, sich der Bedingung 9 «> <; 
gemäss zu bewegen. Es sei, um ein naheliegende^ Beispiel zu be- 
trachten, 

9 - f ((*i -«.)* + (yi - y«)* + (*i - '«)*), 

wodurch ausgedrückt ist, dass die Punkte 1 und 2 mit einander fest 
verbunden sind. In Folge ilieser Verbindung wirken dann, wie man 
sagt, auf die Punkte 1 und 2 Kräfte, deren Componenten 

*(^i-^t), ^(ifi-y%)y ^{f^i—h) 
und 

A(^-^i), ^iy%-yi)y ^{h-'i) 

sind, Kräfte also, die dieselbe 6r5sse haben, und deren Richtungen 
die beiden Richtungen der Verbindungslinie von 1 und 2 sind. 



Dritte Voriesuiig. 

(Das d*Alembert*Bche Princip. Arbeit. Das Hamilion'sche Princip. Potential oder 
Kräfbefanction. Gleichgewicht. Das Princip der virtuellen Verrücknngen.) 

§1- . 

Die in der Torigen Vorlesung fär die Bewegung eines Systemes 
materieller Punkte aufgestellten Differentialgleichungen 17) setzen die 
Einfuhrung eines rechtwinkligen Coordinatensystemee^ welches beliebig 
gewählt sein kann^ voraus. Dieselben lassen sich, wie nun gezeigt 
werden soll, auf eine Form bringen, bei welcher eine Beziehung auf 
ein solches Coordinatensystem gar nicht Yorkommt. 

Wir fassen die Lage der Punkte ins Auge, die einem bestimmten 
Werthe von t eAspricht, und denken uns die Punkte aus dieser un- 
endlich wenig yerschoben. Dabei mögen die Coordinaten 2;, , y^ , xr^ , 
x^y fff, . . resp. um dx^, dy^, d^j, dx^, dy^, . . wachsen. Diese Compo- 
nenten der Verrückwngen- sollen, ausser dem dass sie unendlich klein 
sind, nur der Bedingung genügen, dass sie mit den Bedingungsgleichungen 
9)«>c, ^=»6, .. vereinbar sind; damit ist gemeint, dass sie den 
Gleichungen 

genügen, in denen x ii^end eine der Grossen x^yPi^Zi, ^^yt/tj-- ^^ 
deutet, und das Zeichen Z andeutet, dass jdie Sunmie in Bezug auf 
alle diese zu nehmen ist. Solche Yerrückungen nennt man virtueUe 
im Gegensatze zu den wirklichen, actuellen, die in einem Zeitelemente 
dt stattfinden. Es möge hervorgehoben werden, dass hierbei keines- 
wegs der Fall ausgeschlossen ist, dass die Zeit in den Bedingungs- 
gleichungen 9) BS c , ^ BS e , . . vorkommt, in welchem Falle der Aus- 
druck die Verrückungen soUen mit diesen Gleichungen vereinbar sein an 
sich keine bestimmte Bedeutung hat; seine Bedeutung wird dann erst 
festgesetzt durch die Gleichungen 1). Virtuelle Verrückungen sind 
dann solche, welche den Bedingxmgsgleichungen gemäss sind, wenn die 
Zeit in diesen als constant betrachtet wird. Ist z. B. ein Punkt ge- 
zwungen auf einer Eugelfläche zu bleiben, die mit gegebener Ge- 
schwindigkeit fortschreitet) so ist eine virtuelle Yerrückung des Punktes 
eine solche, die ihn auf der ruhenden Kugel fortf&hren würde. 
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Multiplicirt man die Differenüalgleichimgen 17) der Torigen Vor- 
lesung mit dx^, iy^y 8z^y dx^y Sy^y . . imd addirt sie, so erhalt man bei 
Rücksicht auf die Gleichungen 1): 

WO die Summe in Bezug auf alle Punkte zu nehmen ist. Diese 
Gleichung ist, wenn man hinzufügt, dass sie fär dlU virtuellen Yer- 
rückungen gelten soll, ganz gleichbedeutend mit jenen Differential- 
gleichungen 17). Wir haben sie aus jenen hergeleitet, es lassen sich 
auch jene aus ihr herleiten, d. h. es lasst sich, zeigen, dass es Grössen 
ly^f giebt, die die Gleichungen 17) erfüllen, wenn die Gleichung 2) 
fBr alle Werthe der 8x besteht, die den Gleichungen 1) genügen. Es 
geschieht das durch eine Betrachtung, die der Theorie der linearen 
Functionen angehört. 

Der durch die Gleichung 2) ausgesprochene Satz heisst das 
d'Alemberfsd^ Frincip. 

§2. 

Wir wollen die Gleichung 2) noch umgestalten. 

Den Werth von 

Xdx + Y8y + ZS$ 

nennt man die Arbeit der Kraft (X, F, Z) für die Yerrückung (dre, dy, dg) 
ihres Angriffspunktes; dieselbe ist, wie man sieht^ wenn man die Grösse 
der Kraft und die Grösse der Yerrückung einführt, gleich dem Pro- 
ducte dieser beiden und dem Cosinus des Winkels, den die Richtungen 
beider mit einander bilden. Sie ist unabhängig von dem Ooordinaten- 
system und ist positiv oder negativ, je nach dem Yorzeichen des ge- 
nannten Cosinus. Hat man ein System von Kräften, die auf ver- 
schiedene Punkte wirken oder denselben Angriffepunkt haben, so nennt 
man die in Bezug auf sie genommene Summe 

^{X8x+T8y + Zdd) 

die Arbeit des Systemes für die gedachten Yerrückungen. Haben die 
Knlfte denselben Angriffspunkt, so ist ihre Arbeit gleich der Arbeit 
ihrer Resultante, da die Componenten nach den Coordinatenachsen der 
Resultante gleich den Summen der entsprechenden Componenten der 
Einzelkräfte sind. 

§3. 

In der Gleichung 2) wollen wir 

^ {X8x + Y8y + Z8g) — V 3) 

setzen, also mit ü' die Arbeit der Kräfte (X, F, Z) fUr die gedachten 
Yerrückimgen bezeichnen. 
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Die Grössen x^y^z sind Functionen der Zeit; auch die Grossen 

8xy dffy 8b können und wollen wir als Functionen der Zeit ansehen^ 

die nur unendlich klein sein und den Bedingungen 1) genügen müssen. 

Man hat daim 

d^x ^ d (d» •. \ dx d9x .v 

Wenn bei gleich bleibendem Werthe yon t sich x um öx ändert , so 
ändert sich auch ^; wir werden den Zuwachs, den es erföhrt, durch 

d jT bezeichnen. Aus dieser Definition folgt 

^dx d{x '\- 9x) dx ddx 

li'^ dt di^ ~d r ' 
Es ist daher 

dx d9x dx ^ dx -, 1 1 A /dx\^ 

wenn allgemein durch Vorsetzen des Zeichens d die Aenderung be- 
zeichnet wird, die der dahinter stehende Ausdruck dadurch erleidet, 
dass Xf y, um ix^ Syy 80 geändert werden. Die Gleichung 4) ist 

hiernach: 

d^x 



•"-f, (f: ")-i' iw- 



dV 

Für X kann hier auch y oder gesetzt werden. Da ferner, wenn 
man die durch das Zeichen d bezeichneten Aenderungen Variationen 
nennt, die Variation einer Summe gleich der Summe der Variationen 
ihrer Theile ist, so folgt hieraus 

Die in dem letzten Gliede dieser Gleichung vorkommende Summe 
nennen wir die lebendige Kraft des Systemes und bezeichnen sie durch 
T] es ist dann 

T = I Srnv", 6) 

wenn t; die Geschwindigkeit bedeutet. Hiemach und nach der 
Gleichung 3) wird die Gleichung 2): 

Die rechte Seite dieser Gleichung enthält keine Beziehung auf ein 
Coordinatensystem und auch die linke enthält eine solche nur schein- 
bar, da ^ 

das Product aus der Geschwindigkeit v in die Verrückung (dx, dy, dz) 
und den Cosinus des Winkels ist, den die Richtungen beider mit 
einander bilden. 
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Mit der Gleichung 7) uehmen wir endlich nun noch die Acndening 
Yor, dasB wir sie mit dt multipliciren und integriren zwischen 2 be- 
liebig zu wählenden Werthen yon t^ die wir t^ und (^ nennen wollen. 
Wir erhalten dann 

[2 «» (^ ** + '/ * J' + -'l *')] -P' (* ^ + ü') , 8) 

WO das Zeichen auf der linken Seite des Gleichheitszeichens die Differenz 
der Werthe bedeutet^ die der in den eckigen Klammem stehende Aus- 
druck für t = ti und t — <^ annimmt. Nun' wollen wir den Variationen 
dXy dy, dz die neue Beschrankung auflegen^ dass sie sämmtlich fiir 
t e= ^1 und t ^= (q verschwinden; dann wird 

<i 
0=Cdt{dT+ ü'). 9) 

Der SatZy dass diese Gleichung gelten muss für alle unendlich kleinen 
Variationen der Oerter der Punkte, welche mit den Bedingungen yer- 
träglich sind, denen die Bewegung unterworfen ist, und welche für 
^ = ^0 und ^ <» ^1 yerschwinden, heisst das Hamilton^sche Princip, Wir 
haben dasselbe aus dem d'Alembert'schen Principe, d. h. aus der 
Gleichung 2) abgeleitet; überzeugen wir uns nun, dass auch das Um- 
gekehrte möglich ist. 

Bei Benutzung der in 3) und 6) gegebenen Definitionen und der 
identischen Gleichung 5) wird die Gleichung 9): 



to 



Erwägt man nun, dass die Werthe der dx, dy, 8z für alle Zeit- 
elemente bis auf eines, die in dem Intervall von t = fQ bis t = t^ 
liegen, «s angenommen, in diesem einen aber beliebigen virtuellen 
Verrückungen gleichgesetzt werden können, so sieht man ein, dass für 
dieses eine Zeitelement die Gleichung 2) bestehen muss; sie muss 
immer bestehen, da dieses Zeitelement beliebig gewählt werden kann. 

Das Hamilton'sche Princip, das d'Alembert'sche und die Lagrange- 
schen Differentialgleichungen (die Gleichungen 17) der vorigen Vor- 
lesung) sind daher vollkommen gleichbedeutend. 

§4. 

Der grosse Nutzen, den das Hamilton'sche Princip gewährt, be- 
ruht darauf, dass man mit seiner Hülfe in die Differentialgleichungen 
der Bewegxmg eines Systemes materieller Punkte statt der recht- 
winkligen Coordinaten andere Variable verhältnissmässig leicht ein- 
führen kann. 



dx 

dt 
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Es seien Px^Pw irgend welche Grössen, die die Oerter der Punkte 
bestimmen; durch welche, mit andern Worten, die sammÜichen x, y, # 
ohne Hinzuziehung anderer Yariabeln ausdrückbar sind. Ist » eine 
der rechtwinkligen Coordinaten eines der Punkte, so ist dann 

dx dp^ , dx^ dp^ , 

""ap, dt ■+" dp^ dt "*" ■ 
und 

wo die Differentialquotienten -5 — , — , .. ab Functionen von j),,j>-, .. 

cpi cp^ 

zu denken sind. Die Kraftcomponenten X, F, Z, die in dem in 3) 
für V gegebenen Ausdrucke vorkommen und im Allgemeinen Functionen 

dx 

der Grössen :r, -rr und t sind, werden daher, bei Einführung der j9, 

d 
Functionen der Grössen j), -^ und <; V selbst also eine lineare 

homogene Function der d|), deren Goei&cienten von den j9, -^ und 
t abhängen. Ferner wird T eine homogene Function zweiten Grades 
der ~, deren Goefficienten von den p abhängen; ST also eine homo- 
gene lineare Function der Grössen Sp und d -^ (oder, was dasselbe 

ist, ~j, deren Goefficienten die Grössen p und -^ enthalten. Es ist 
hiemach dT+ J7' von der Form 

+ e'^), 10) 



2{^'^ 



wo die Summe in Bezug auf alle 8p zu nehmen ist, und wo P und 

Q abhängig sind von den Grössen p, J^ und f: 

Die Grössen p brauchen nicht unabhängig von einander zu sein; 
es können zwischen ihnen und der Zeit Bedingungsgleichungen be- 
stehen. Die Gleichung 9) soll dann nur erfüllt werden f&r virtuelle 
Variationen dp, d. h. f&r solche, die diesen Bedingungsgleichungen 
entsprechen, wenn in ihnen die Zeit als constant betrachtet wird. 
Diese dp lassen sich darstellen als lineare homogene Functionen von 
voneinander unabhängigen, unendlich kleinen Grössen, die e^y £,, . . 
genannt werden mögen, und deren Anzahl gleich ist der Differenz der 
Anzahl der Grössen p und der Anzahl der zwischen diesen bestehenden 
Bedingungsgleichungen; die Goefficienten der Grössen e in diesen 
Functionen hängen ab von den Grössen p und der Zeit. Differentiirt 
man die Gleichungen, welche die Grössen 8p in der gedachten Weise 

darstellen, nach f, so erhält man fQr die Grössen -^ lineare homo- 
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gene Functionen der Grössen b und —^ deren Coefficienten die py ■— 

und t enthalten. Die Folge davon ist^ dass der in 10) für d T -j- 17' 
aufgestellte Ausdruck 

wird, wo die Summe in Bezug auf alle s zu nehmen ist und die 

Grossen JR und S von den py -£ und yon t abhängen. Nach 9) muss 
daher 



.p,2{ 



«. + sfj) U) 



für beliebige unendlich kleine b sein, die nur der Bedingung genügen, 
f&r i=^ t^ und ^ -» /^ zu verschwinden. Es ist aber 

dt dt ^ ^ dt 
und daher die Gleichung 11) 



o-ß'Hi«-''^'- 



Da nun die Ghrössen e ganz beliebig gewählt werden können, abgesehen 
davon, dass sie für die Grenzen des Integrales verschwinden sollen, 
so folgt hieraus durch eine Schlussweise, wie sie bei der Ableitung 
des d'Alembert'schen Principes aus dem Hamilton'schen angewandt 
wurde, dass der Coef&cient eines jeden c verschwinden muss^ dass also 
die Differentialgleichungen der Bewegung die Gleichungen 

dS 



sind. 



dt-^ 



§5. 

In einem Falle, der oft sich der Betrachtung darbietet, lasst die 
Gleichung 9), die das Hamilton'sche Princip ausspricht, sich noch auf 
eine etwas einfachere Form bringen. Der Fall ist der, dass die durch 
die Gleichung 3) definirte Arbeit TT gleich der, der gedachten Yer- 
rückung entsprechenden Variation einer Function der Grossen, welche 
die Lagen der Punkte bestimmen, und der Zeit ist. Eine solche 
Function, wenn sie existirt, heisst das Potential der Kräfte oder auch 
die Kräftefunctian. Bezeichnen wir sie mit U, so ist also 

V'^dV 12) 

und die Gleichung 9) lasst sich schreiben 
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0^dfdt{T+ü). ' 13) 

Nennt man das Integral, dessen Variation hiemach verschwinden soll, 
Sl, so ist diese Gleichung eine nothwendige Bedingung daf&r, dass Sl 
ein Maximum oder ein Minimum ist. Ist x eine der rechtwinkligen 
Coordinaten eines der Punkte, und wäre dSl nicht Null fQr ein System 
virtueller Variationen dx, so erhielte man aus diesem durch Umkehrung 
aller Vorzeichen ein zweites System virtueller Variationen, und zwar 
eines, für welches dJ2 den dem früheren entgegengesetzten Werth 
hätte. Durch Variation der Grossen x konnte daher Sl sowohl ver- 
grossert als verkleinert werden, wäre also weder ein Maximum noch 
ein Minimum. Es ist aber die Gleichung 13) nicht die hinreichende 
Bedingung dafOr, dass Ä ein Marimmn oder ein Minimum ist 

Ist wiederum x eine der Coordinaten eines der Punkte, und X 
die entsprechende Componente der auf diesen wirkenden Kraft, so ist 
nach 12) und 3) 

Es ist hieraus ersichtlich, dass, wenn ein Potential existirt, die Kräfte 
nur von den Coordinaten und der Zeit, wie das Potential selbst, ab- 
hängen können, nicht aber von den Greschwindigkeiten. 

Aus 14) folgt auch, dass, wenn zwei Systeme von Kräften, von 
denen einem jeden ein Potential zukommt^ zusammen wirken, auch ein 
Potential existirt, und zwar eines, das die Summe der Potentiale ist^ 
die den einzelnen Systemen entsprechen. 

Sind die Kräfte vollständig und als einwerthige Functionen dec 
Coordinaten und der Zeit gegeben, so findet man das Potential, wenn 
ein solches existirt, durch Integration nach den Coordinaten; dabei 
tritt eine willkürliche, additive Constante auf; es wird das Potential 
also nur bis auf eine additive, von den Coordinaten unabhängige Grösse, 
die aber willkürlich gewählt werden kann, bekannt. Dabei kann auch 
der Fall eintreten, dass das Potential als eine mehrwerthige Function 
sich ergiebt. 

Beispiele, in denen ein Potential vorhanden ist, haben wir einige 
schon zu betrachten gehabt 

Bei einem Punkte, auf den die Schwere g wirkt, und dessen Masse 
m ist, ist, wenn die ir-Achs9 vertical abwärts gekehrt ist, 

X_0, r — 0, Z'^mg. 

Diese Gleichungen lassen sich zusammenfassen in die eine 

U — mg0. 

Bei einem Planeten ist für die Kraft, mit der die Sonne ihn anzieht^ 
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X ■=» — mM-if r«« — mM-if Z^ — mJlf-j, 

wenn 

r* «K ^* -[- y* -f. i^ 

isty m die Masse des Planeten^ M die Masse der Sonne bei passend 
gewählter Einheit der Masse bedeutet , und der An&ngspnnkt der 
Coordinaten in der als mhend gedachten Sonne liegt Hier kann 
man setzen 

r 

Bei einer beliebigen Zahl yon Himmelskörpern^ die nach dem Newton- 
sehen Gesetze auf einander wirken^ gilt bei einer Bezeichnnngsweise^ 
wie sie schon am Ende der ersten Vorlesung benutzt ist, die Oleichung 



17 _» ^T »iSS 



wo die Summe in Bezug auf alle Combinationen zu je zweien der 
Massen m^, . . m, zu nehmen ist 

§6. 

Die Ruhe ist ein specieller Fall der Bewegung. Den Theil der 
Mechanik^ der sich mit ihm beschäftigt, hat man Statik genannt^ den 
anderen Dffnamik um auf den Fall der Ruhe zu kommen, müssen 
wir annehmen, dass die Anüerngsgeschwindigkeiten Null sind, dass in 
den Bedingungen 9 •» c, ^ ■« f , . . die Zeit nicht Torkommt^ und dass 
die wirkenden Erafte der Art sind, dass die Beschleuiiigungen, die sie 
ei^eben, verschwinden. Von Kräften dieser Art sagt man, dass sie 
mit einander im Olekhgewiehie stehen. Als Bedingung des Gleich- 
gewichts folgen aus den Lagrange'schen Gleichungen 17) der zweiten 
Vorlesung die Gleichungen 



o-:s, + A^ + ^|i + 



q^ warn C, ^ ^ e, . . . 

Nach dem d'Alembert'schen Principe, also der Gleichung 2), ist die- 
selbe Bedingung die, dass für alle virtuellen Verdickungen 

^^{X8x + Tdy + Z8e) 
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ist, d. h. die Arbeit der sämmtlichen Kräfte yerschwindet. Der Satz, 
dass dieses die Bedingung f&r das Gleichgewicht ist, fährt den Namen 
des Princips der virtudlen Verruckungen (oder auch OesAwindigkeUen). 
Haben die Kräfte ein Potential U^ so ist die Bedingung ftir ihr Gleich- 
gewicht die^ dass ftlr jede yirtuelle Yerrückung der Punkte 

ist; eine Gleichuilg, die erfüllt sein muss, wenn U ein Maximum oder 
ein Minimum ist, die aber nicht immer ein solches Maximum oder 
Minimum zur Folge hat. 



Vierte Yorlesnng. 

(Satc von der lebendigen Kraft. Stabilität eines Gleichgewichts. S&tse von der 
Bewegung des Schwerpunktes. Bewegung eines Systemes um seinen Schwerpunkt. 

Fl&chens&tse. Drehungsmomente.} 

§1. 

Ans den allgemeinen Gleichungen fQr die Bewegung eines Systemes 
materieller Punkte^ die wir in den beiden letzten Vorlesungen auf- 
gestellt haben 9 wollen wir nun unter gewissen Voraussetzungen^ die 
die Bedingungen betreffen^ welchen die Bewegung unterworfen ist, 
einige Schlüsse ziehen. 

Die erste Voraussetzung ^ die wir yerfolgen^ ist die^ dass die Be- 
dingungen die Zeit nicht enthalten. Dann sind die Verrückungen, 
welche die Punkte bei ihrer Bewegung in einem Zeitelement dt er- 
leiden, virtuelle Verrückungen^ wie aus der Definition hervorgeht, die 
von diesen in den Gleichungen 1) der dritten Vorlesung gegeben ist. 
In den dort ausgeführten Rechnungen kann man daher überall statt 
des Zeichens d das Zeichen d setzen, welches sich auf die Veränderungen 
bezieht, die bei der betrachteten Bewegung in dem Zeitelemente dt 
stattfinden. Thut man das in der Gleichung 2) und integrirt dieselbe, 
so findet man 

T, - n =/ 2^ (^^^ + ^^» + ^^^)' ^) 

wenn Tq und T| die Werthe der lebendigen Kraft zu den beliebig 
gewählten Zeiten ^^ und ^| bedeuten. Es ist der Begriff der Arbeit, 
durch die Gleichung 3) der dritten Vorlesung, bisher nur für unendlich 
kleine Verrückungen definirt; wir verallgemeinem diesen Begriff jetzt; 
wir wollen auch von der Arbeit von Kräften für endliche Verschiebungen 
ihrer Angriffspunkte sprechen und darunter verstehen die Summe der 
Werthe, die die Arbeit für die unendlich kleinen Verschiebungen hat, 
aus welchen die endlichen zusammengesetzt werden koimen. Die 
Gleichung 1) lässt sich dann dahin aussprechen, dass der Zuwachs, 
den die lebendige Kraft des Systemes in irgend einem Zeitintervall er- 
leidet) gleich der Arbeit der wirkenden Kräfte für die Verschiebungen 
ist^ die die Punkte in diesem Zeitintervall erfahren. Dieser Satz wird 
der Satz von der lebendigen Kraft genannt 

Kirehhoff, MaohMik. 4.Aiifl. 3 
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Haben die wirkenden Kräfte ein Potential , Uj und enthält dieses 

die Zeit nicht, so ist die rechte Seite der Gleichung 1) die Differenz 

der Werthe, die 27 für t^^t^ und t^^t^ hat; die Gleichung lässt sich 

daher schreiben 

T^U+h, 2) 

wo h eine Constante bedeutet. Ist U eine einwerthige Function , so 
folgt hieraus^ dass, wenn alle Punkte des Systeme« in Lagen zurück- 
gekehrt sind; die sie schon früher einmal hatten, auch die lebendige 
Kraft den Werth wieder angenommen hat, den sie damals besass. 
Dieser Satz ist unter dem Namen des Satzes van der Erhaltung der 
lebendigen Sraß bekannt 

Wirken keine Krafte oder stehen die wirkenden Kräfte immer im 
Gleichgewicht, so ist die lebendige Kraft constani 

§2. 

Von der Gleichung 2) wollen wir nun auf die Lehre vom Gleich- 
gewicht eine Anwendung machen, die von Dirichlet angegeben ist 
(Crelle's Journal, Bd. 32, p. 85). Bei der in der yorigen Vorlesung 
gegebenen Definition des Gleichgewichts ist bereits angeführt, dass 
Yon einem solchen nur die Bede ist, wenn die Bedingungen Yon der 
Zeit unabhängig sind, die Voraussetzung also erfüllt ist, die den Be- 
trachtungen des Torigen § zu Grunde liegt. Um die Gleichung 2) 
anwenden zu können^ nehmen wir femer an, dass die wirkenden Kräfte 
ein Potential, {7, haben, das die Zeit 'nicht enthält. Nach einer am 
Schlüsse der yorigen Vorlesung gemachten Bemerkung findet dann ein 
Gleichgewicht zwischen den Kräften für eine Lage des Systemes statte 
fQr welche U ein Maximum ist Für eine solche Lage hat das Gleich- 
gewicht eine ausgezeichnete Eigenschaft, die ihm fehlt, wenn U statt 
eines Maximums ein Minimum oder weder das eine noch das andere 
ist, eine Eigenschaft, in Folge deren es ein stabiles genannt wird. 
Um diese Eigenschaft zu erkennen, denken wir uns das System zur 
Zeit ^ s= in einer Lage, die unendlich wenig yon der gedachten Gleich- 
gewichtslage abweicht, und nehmen an, dass -alle Punkte unendlich 
kleine Geschwindigkeiten besitzen. Es sei Um der Maximumswerth 
yon Uf der also der Gleichgewichtslage entspricht Nach der 
Gleichung 2) ist dann 

T+(U^-Ü) 

eine Constante, und zwar eine unendlich kleine Constante, da für ^ « 
sowohl T als Um — U unendlich klein sind. Beachtet man nun, dass 
T eine positiye Grösse ist, so kann man hieraus schliessen, dass 
Um — {7 im Laufe der Zeit nie einen positiven endlichen Werth an- 
nehmen kann. Führt man aber das System aus der Gleicl^ewichts- 
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läge, oder einer dieser unendlich nahen, über in irgend eine um etwas 
Endliches verschiedene Lage, so durchläuft, wie aus dem Begriffe des 
Maximums sich ergiebt, Um — U endliche positive Werthe. Daraus 
folgt, dass bei den gemachten Annahmen das System sich nur un- 
endlich wenig Yon der Gleichgewichtslage entfernt Dabei bleibt auch T^ 
mithin die Geschwindigkeit eines jeden Punktes unendlich klein. 

§3. 

Wir wollen nun annehmen, dass die Bedingungen, denen die 
Bewegung der Punkte unterworfen ist, der Art sind, dass sie eine 
Verschiebung dieser in der Richtung der rr- Achse ohne Aenderung 
ihrer relatiyen Lage gestatten. Auf eine solche Verschiebung, deren 
Grosse u genannt werden möge, wollen wir die Gleichung 2) der 
dritten Vorlesung, welche das d'Alembert'sche Princip ausspricht, an- 
wenden. Wir haben dann in dieser 

dx — u'] 8y — 0, d0 — O 
zu setzen; dadurch erhalten wir bei Fortlassung des Factors u: 

Wir merken an, dass die Arbeit der wirkenden Kräfte fAr die ge- 
dachte Verrückung 

— u'SX 4) 

ist. 

Ist eine Versdiiebung des Systemes ohne Aenderung der rela- 
tiven Lage der Punkte auch in der Richtung der y-Achse und der 
£-Achse möglich, so 'findet man ebenso: 

Wir nehmen mit diesen Gleichungen noch eine Veränderung durch 
die Einführung einiger neuer Zeichen vor. Wir setzen: 

M—Um, 
M^ — Umx, Mfi — Zmy, Mt = 2Jm0'^ 6). 

man nennt dann M die Masse des Systemes, |, 17, ( die Coordinaten 
seines Sdiiverpunktes, Es ist einleuchtend, dass nach dieser Definition 
der Schwerpunkt eines Systemes unabhängig von dem Coordinaten- 
systeme ist, das man zu seiner Bestimmung benutzt; denn führt man 
neben dem System der x, y, ein zweites^ das der x\ y\ z' ein, wie 
wir es schon mehrmals gethan haben, multiplicirt die Gleichungen 1) 
der ersten Vorlesung, die dann gelten, mit m, summirt in Bezug 
auf alle Punkte' des Systemes und setzt dann^ entsprechend den 
Gleichungen 6): 

Ml' — Smx, Mfi' — Smy, Mf ^ Zme', 

3* 
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80 erhält man durch Division mit M: 

V-ft + AI + M + AC 

also diejenigen Gleichungen, welche aosdrücken, dass i', 'q\ i' und 
ly viy % die Coordinaten desselben Punktes in den beiden benutzten 
Systemen sind. 

Da die Massen positive Grossen sind; so ist der Schwerpunkt 
eines Systemes von Punkten ein gewisser miUlerer Punkt; d. h. jede 
Coordinate desselben liegt zwischen der kleinsten und der grössten 
der entsprechenden Coordinaten der einzelnen Punkte. 

Es ist nützlich zu bemerken, dass bei der Berechnung der 
Lage des Schwerpunktes gegebener Hassen beliebige Gruppen dieser 
in ihren Schwerpunkten concentrirt gedacht werden können; und 
dass der Schwerpunkt von Massen, die auf einer (Geraden liegen, auf 
derselben Geraden sich befindet Die Richtigkeit der ersten Be- 
hauptung folgt unmittelbar aus der in den Gleichungen 6) enthaltenen 
Definition; die der zweiten eigiebt sich, wenn man hinzunimmt, 
dass die Gerade, auf der die Massen liegen sollen, zur a;-Achse ge- 
nommen werden kann, wobei dann y i» 0, «» 0, also auch 1} «3 
und 5 = wird. 

Bei Benutzung der nun definirten Zeichen werden die Gleichungen 3) 
und 5): 

lf^^. = 2?X, lff^-i;r, M^J-ZZ; 7) 

es sind hierdurch die sogenannten Sätse von der Bewegung des Schwer^ 
Punktes ausgesprochen. Man kann diese in den einen Satz zusaopnen- 
ziehen, dass der Schwerpunkt eines Systemes von Massen so sich be- 
wegt, als ob in ihm alle Massen vereinigt waren und auf ihn alle 
Kräfte wirkten. Beliebigen Bedingungen kann dabei die Bewegung 
des Systemes unterworfen sein; nur müssen sie Verschiebungen in 
3 auf einander senkrechten Richtungen ohne Aenderung der relativen 
Lage dei^ Punkte gestatten. 

Sind die wirkenden Kräfte der Art, dass ihre Arbeit für eine 
der rr-Achse parallele Verschiebung gleich Null ist, so ist nach 4) 
27XoO; diese Gleichung und die beiden entsprechenden, die sich 
auf die y-Achse und die jP-Achse beziehen, sind erfüllt, wenn die 
Kräfte ein Potential haben, das nur von der relativen Lage der 
Punkte abhangt; in der That ändert sich das Potential dann nicht, 
wenn alle entsprechenden Coordinaten der Punkte um dieselbe Grösse 
verändert werden. Es ist das z. B. der Fall bei unserm Planeten- 
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System^ wenn man von der Einwirkong der Fixsterne absieht. Die 
Gleichungen 7) geben dann 

rf«« "' dt* ^' dt* "' 

d. L der Schwerpunkt bewegt sich in gerader Linie mit gleich- 
bleibender Geschwindigkeit. Man nennt diesen Satz den Safe von der 
Erhaltung der Bewegung des Sckwerpmktes, 

Wirkt auf die Punkte des Systemes die Schwere imd keine andere 
Kraft, so werden die Gleichungen 7), wenn man die ^e^-Achse yertical 
abwärts gekehrt annimmt, 

di* ^' 51? "' dt* ^' ^^ 

d. h. der Schwerpunkt bewegt sich auf einer Parabel, wie ein einzelner 
schwerer materieller Punkt. Ein Beispiel hierfür Jt)ietet ein starrer, 
schwerer Körper, der angesehen werden kann als ein System fest mit 
einander verbundener materieller Punkte; dass die Zahl dieser eine 
unendlich grosse ist, ist unwesentlich. 

§4. 

Die angeführten Beispiele zeigen, dass bisweilen die Bewegung 
des Schwerpunktes eines Systemes materieller Punkte sich in be- 
sonders einfacher Weise angeben lasst Es empfiehlt sich dann die 
Bewegung der Punkte nicht zu beziehen auf ein im Baume festes 
Coordinatensystem, sondern auf eines, dessen Anfangspunkt der be- 
wegte Schwerpimkt ist^ und dessen Achsen unreriLnderliche Richtungen 
haben. Auf ein solches Coordinatensystem sind aber nicht unmittel- 
bar die allgemeinen Gleichungen, die wir fOr ein festes aufgestellt 
haben, anwendbar. 

Führen wir neben dem im Baume festen Coordinatensystem der 
Xf y, g ein zweites bewegtes, das der x'y y\ z\ ein, der Art, dass 
für jeden Punkt 

x — i + x\ y — fi + y\ g — % + B' 

ist, wo £, q, C gegebene Functionen der Zeit sind. In den neuen 
Goordinaten lautet dann die Gleichung 2) der dritten Vorlesung, die 
das d'Alembert'sche Princip ausspricht: 

und diese Gleichung muss für alle tirtuellen Variationen dx'j dy'y ds' 
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bestehen; d. 1l es kann das d'Alembert'sche Princip in derselben Form 
auf das bewegte^ wie auf ein ruhendes Coordinatensystem angewandt 
werden, falls man zu jeder Kraft (Z, Y^ Z) die Kraft hinzuf&gt^ deren 

Ist der Punkt (1, i;, {;) der Schwerpunkt eines Systemes yon 
Massen, für welche der Satz yon der Erhaltung der Bewegung des 
Schwerpunktes gilt, z.B. der Schwerpunkt unseres Planetensystemes, so 
sind die bezeichneten Zusatzkräfte gleich Null; um den Schwerpunkt 
bewegen sich die Massen dann also gerade so, als ob dieser ruhte. 

I^^ (S; Vf Q ^^^ Schwerpunkt eines Systemes materieller Punkte, 
auf welche die Schwere und keine andere Kraft wirkt, und welche so 
mit einander verbunden sind, dass in den Richtungen der Coordinaten- 
achsen Verschiebungen ohne Aenderung ihrer relativen Lage möglich 
sind, so gelten, ^enn die j^-Achse wieder vertical abwärts gerichtet 
angenommen wird, die Gleichungen 8); zugleich ist aber 

X — 0, r=0, Z^mg-, 

daraus folgt dann, dass die Punkte um ihren Schwerpunkt so sich 
bewegen, als ob gar keine Sj-äfte auf sie wirkten und ihr Schwerpunkt 
in Ruhe wäre. Einen speciellcn, hierher gehörigen Fall bildet die 
Bewegung eines starren, schweren Körpers. 

§ 5. 
Nehmen wir endlich an, dass die Verbindungen der Punkte des 
Systemes so beschaffen sind, dass sie eine Drehung um die ir-Achse 
ohne Aenderung der relativen Lage der Punkte gestatten. Setzen wir 

X ^^ Q cosd'j y «* (» sin #, 

so entspricht einer unendlich kleinen Drehung um die ^er -Achse eine 
Vergrosserung der sämmtlichen, auf die einzelnen Punkte des Systemes 
bezogenen W^inkel d^ um dieselbe unendlich kleine Grösse, die r' ge- 
nannt werden soll. Für eine solche Drehung ist daher 

da?« — Qsin^'r', dy •= p cos^- r', dz = 0, 
= — ?»•', =xr'] 

diese Werthe können also bei der gemachten Annahme als virtuelle 
Variationen in die Gleichung 2) der dritten Vorlesung gesetzt werden. 
Bei Fortlassung des Factors r' erhalt man dadurch 

Wir merken an, dass die Arbeit der wirkenden Kräfte für die ge- 
dachte Drehung 

= r'^{xY-yX) 10) 

ist; den Factor von r' in diesem Ausdrucke, also die rechte Seite der 
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Gleichung 9) nennt man das Drehungsmoment der wirkenden Kräfte 
in Bezog auf die ;e:-Achse. 

Nun ist, wie wir schon bei der Erörterung des ersten Kepler *schen 
Gesetzes in der ersten Vorlesung gesehen haben, 

d^y d^x d / dy dx\ d / ^d^\ 

und Q^d^ ist das Doppelte der Fläche, welche der radius yector q in 
dem Sinne, in dem 9" wächst, während des Zeitelements dt beschreibt. 
Es lässt sich hiemach die Gleichung 9) in die Form bringen: 

Sie spricht den sogenannten FlächensatB f&r die a:y-Ebene aus. 

Ist das Drehungsmoment der Kräfte in Bezug auf die jef-Achse^aO, 
so wird die Gleichung 11) integrabel und giebt: 



2'^P*^ = Const. 



Den hierdurch ausgedrückten Satz nennt man den auf die rcy-Ebene 
bezüglichen Sats von der Erhaltung der Flächen. 

Die Betrachtungen, die wir fQr die jer- Achse durchgeführt haben, 
gelten auch für die x- und die y-Achse, wenn man die Zeichen 
passend yertauscht 

Haben die Kiäfte ein Potential, welches nur ron der relativen 
Lage der Punkte abhängt, so ändert sich dieses nicht bei einer 
Drehung des Systemes um irgend eine der Coordinatenachsen; das 
Drehungsmoment der Kräfte in Bezug auf jede der Coordinatenachsen 
ist daher ^^^ 0; gestatten die Verbindungen der Punkte eine Drehung 
um jede Coordinatenachse, so gilt daher der Satz yon der Erhaltung 
der Flächen für jede Coordinatenebene. Ein Beispiel hierfür bietet 
unser Planetensystem. 



Fünfte Yorlesiuig. 

(Bestiinmiixig der Lage eines starren Körpers. Unendlich kleine Yerrückung eines 

solchen. Schranbenbewegung. Abhängigkeit der Drehungsmomente eines Kräfte- 

systemes Ton den Coordinatenachscn. Hauptdrehungsmoment.) 

§ 1. 

Wir haben in der vorigen Vorlesung, um aus dem d'Alembert'schen 
Principe Folgerungen zu ziehen, gewisse unendlich kleine Yerrückungen 
betrachtet, welche ein System materieller Punkte, die fest mit einander 
yerbunden sind, erleiden kann; nämlich eine Verschiebung in einer 
gewissen Richtung und eine Drehung um eine gewisse Achse. Wir 
wollen jetzt die allgemeinste unendlich kleine Verrückung ins Auge 
&ssen, die bei einem solchen Systeme möglich ist. 

Wir führen zwei rechtwinklige Goordinatensysteme ein, yon denen 
das eine mit dem gedachten Systeme, oder mit dem Körper j wie wir 
dieses nennen wollen, fest yerbunden, das andere im Baume fest ist; 
Xj y, z seien die Coordinaten eines Punktes des Körpers im ersten, 
§, 1}, {; die desselben Punktes im zweiten Systeme. Es ist dann 

wo die 12 Grossen a, /3, y yon der relatiyen Lage der Goordinaten- 
systeme, also yon der Lage des beweglichen Körpers abhängen. Die 
Grössen tt, /3, y ohne Index sind die Werthe, die g, i}, {; f&r o; «» 0, 
y «s 0, » haben; die 9 übrigen sind die Gosinus der Winkel, 
welche die Achsen der o:, y, z mit den Achsen der |, 17, \ bilden. 
Aus dieser geometrischen Bedeutung der genannten Grössen folgt, dass 
umgekehrt 

» - «. (I - «) + /J, (•» - ^) + ri (C - Y) 

y-«,(g-«) + A(i,-^) + y,(g-y) 2) 

- o, (I - «) + ft (ij - /J) + y, (g - y) 

ist. Sowohl durch die Gleichungen 1), als durch die Gleichungen 2) 
muss die Gleichung 

(I - af + (, - ^)» + (g - y)» = x« + y» + z« 
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zu einer identischen werden. Daraus ergiebt sich: 



und 



«.• + A* + yi'- 
«,* + A' + y.* - 
V+A' + ys*- 

a* + «.« + «,« - 

A' + A' + A'- 
y.* + y.' + y.' - 



«««» + AA + y«y5 — o 
«»«1 + AA 4- yiyi ■= 
«i«i + A A + yiyt — o 

Ari + Ayi + Ay» — o 
yi«i + Yt«t + ys«. = 
«lA + «jA + «sA "= 0. 



3) 



4) 



Es sind dieses 6 von einander unabhängige Relationen zwischen 
den 9 genannten Cosinus in zwei verschiedenen Formen. Es fliessen 
aus ihnen noch andere^ die wir gebrauchen werden. Löst man die 
Gleichungen 1) nach Xy y^ e auf^ so erhält man Gleichungen , welche 
mit den Gleichungen 2) identisch sein müssen. Hieraus fplgt^ wenn man 

^ — «1 (Ars - ftr«) + ßi (n «3 — n««) + Vi («i A — «sA) 5) 

setzty 



Art 


— 


Ar. 




^ 




yt«« 


— 


y««i 




/i 




«.ft 


— 


«»A 



A- 



yi" 

Quadrirt und addirt man diese Gleichungen, so erhält man bei Rflck- 
sicht auf die Gleichungen 3) 

da nach diesen 
d.L 

{ß%rt - ßzrtY + (yi«8 - n^Y + K A - «sA)* - 1 

ist. Der Werth von ^ kann + 1 o^^^ " ^ ^ui; kann aber nicht 
bei der Bewegung des Körpers sich sprungweise andern. Wir denken 
uns den Körper in der Lage^ bei der die or-Achse mit der (-Achse^ 
die y-Achse ^t der q-Achse dieselbe Richtung hat; dann ist a^ *» 1^ 
A '^ h ys'^ "h^ 0^®^ *"* — 1; während die 6 anderen Cosinus ver- 
schwinden; wie aus den Gleichungen 3) und 4) mit Leichtigkeit ab- 
zuleiten ist; d. h. die i? -Achse hat dieselbe oder die entgegengesetzte 
Richtung als die (-Achse. Im ersten Falle ist^ wie 5) zeigt^ ^ i— -f- 1, 
im zweiten «*. — 1. Es sollen die Coordinatensysteme der x, tfy z 
und der 1^ 17, % so gewählt sein, dass der erste Fall stattfindet, dass 
sie, wie man sagt, congruent sind, wenn die a;-Achse der (-Achse, die 
y-Aehse der i}-Achs^ die jer-Achse der (-Achse entsprechend angenommen 
wird. Dann ist also 



«t — fisn - PiY» 


«» — ßiYi — ßtYi 


A — y»«i — ri«3 


ft = yi«« — y»«! 


y» — «jA — «lA 


y» — «lA — ««/*!• 
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«1 = A^s — fty« 

Die Gleichungen 1) bleiben ungeändert, wenn man in ihnen die 
Indices 1, 2, 3 und gleichzeitig die Bachstaben x, y, a cyklisch yqt- 
tauscht; bei einer solchen Vertauschung bleibt auch ^ ungeändert, 
wie die Gleichung 5) zeigt; man darf sie daher auch in den Gleichungen 6) 
vornehmen und erhält dadurch: 



7) 



Zwischen den 9 Cosinus a, ß, y bestehen 6 von einander unab- 
hängige Relationen; sie müssen sich also durch 3 von einander un- 
abhängige Grössen ausdrücken lassen. Wir wollen sie jetzt so aus- 
drücken. 

Zwischen a,, ß^^ y^ besteht die eine Gleichung 

«,* + A* + y5' = i; 

wir können diese Grössen durch 2 von einander unabhängige Grössen 
% und ^> ausdrücken^ indem wir setzen 

«3 SB C0S9 sind 

ft = sin9)sind 

y^^cosd, 

wodurch jene Gleichung erfüllt wird. Durch % und 9) sind a,, /S,, y^ 
eindeutig bestimmt; das Umgekehrte findet aber nicht statt. Ausser- 
dem^ dass % und 9) um beliebige Vielfache von 2n vermehrt werden 
können y kann das Vorzeichen von %^ beliebig gewählt werden^ wenn 
Oj, /S,^ y^ gegeben sind. Wechselt man das Vorzeichen von %^ so hat 
man 9 um % zu vermehren. Bei einer speciellen Lage des Körpers 
sollen nach Willkür^ so weit sie nach dem eben Angeführten gestattet 
ist^ die Werthe von ^ und 9 gewählt werden; für jede Lage, die stetig 
aus jener hervorgeht^ wird dann jede Unbestimmtheit in den Werthen 
von d und 9 durch die Festsetzung gehoben , dass diese stetig mit 
der Li^e des Körpers sich ändern; vorausgesetzt, dass diejenigen 
Lagen vermieden werden , in denen d Null oder ein Vielfaches von % 
und daher 9) unbestimmt ist. Es haben d und 9 einfache geometrische 
Bedeutungen; ^ ist ein Winkel, den die j?-Achse und die g-Achse mit 
einander bilden; 9 ein Winkel, den eine durch die g-Achse gehende 
Ebene beschreibt, wenn sie aus einer Lage,, bei der sie der § -Achse 
parallel ist, in eine Lage, bei der sie der je:-Achse parallel ist, in dem 
Sinne gedreht wird, in dem sie um einen rechten Winkel gedreht 
werden muss, um der 1} -Achse parallel zu werden. Es sind ^ und 9 
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Fig. S. 



Polarcoordinaten auf einer Eugelfläche des Punktes, der der Richtung 
der jff-Achse entspricht, deren Pol der Richtung der ^-Achse entsprechend 
ist; der Winkel <p wird von dem grossten Kreise, der die (|-Ebene 
darstellt, ab gezahlt. 

Zwischen den Cosinus 7^1, y^^ y^ besteht die Relation 

yi' + Y,' + Ys'-U 
wir erfüllen sie, wenn wir setzen: 

yi = cos/'sin^, y, «» sin/sin^, yj, — cos#. 

Sind y,, y„ y^ gegeben, so ist hierdurch f bis auf ein hinzuzu- 
fügendes Vielfaches von 2x bestimmt, 
da d" bereits bestimmt ist. Es hat f 
eine ähnliche geometrische Bedeutung 
wie q>] es ist ein Winkel; den eine durch 
die jgr-Achse gehende Ebene beschreibt, 
wenn sie aus einer Lage, bei der sie 
der X-Achse paraUel ist, in eine Lage, 
bei der sie der (-Achse parallel ist, in 
dem Sinnp gedreht wird, in dem sie um 
einen rechten Winkel gedreht werden 
muss, um der y-Achse parallel zu werden. 
Es sind d' und f Polarcoordinaten auf 
einer Eugelfläche des Punktes, der die 

Richtung der (-Achse angiebt, deren Pol durch die Richtung der 
f^-Achse bestimmt ist, während der gr5sste Kreis, von dem aus der 
Winkel f gerechnet wird, der jgro;- Ebene parallel ist. 

Aus den 5 Grossen o,, ß^ y„ y„ y, lassen sich nun die 4 anderen 
ttj, ttg, ßi, ß^ mit Hülfe der Gleichungen 6) und 7) eindeutig berechnen; 
diejenigen von diesen Gleichungen, welche o, und /3, ausdrücken, geben 

«1 (1 — y»') — - «»ny« — ßzYt 

A (1 — ys*) — — «3^1 — ßiYtri'y 

diejenigen, welche o, ^^^ ßi ausdrücken, 

«« (1 — ys*) =» — «3y«y3 + ftn 
ßi (1 - ys*) = «zYi — Ariy»- 

Substituirt man hier ftir o,, ß^, y,, y^, y, ihre Werthe, so hebt sich 
der Factor 1 — y,^ d. h. sin* d" fort; man hat daher: 

or j «« — cos^ cos/* cos d- — sin^ sin/* 

/Ji = — sin ^ cos/* cos -ö" + cos^ sin/' 

yi — cos/* sin-ö" 

Oj SS _ cos 9? sin/* cos d- + sin 9) cos/* 

ß^ ==s — sin g> sin/* cos d — C0S9 cos/* 8) 
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j/g = sin f sind' 
«3 »s cos q) sin d 
ß^ «= sin 9) sin 'd' 
^3 = cos^. 

§2. 

Wir untersuchen nun eine unendlich kleine Yerrückung, die der 
Körper^ und mit ihm das Goordinatensystem der x, y, e erleidet. Die 
Veränderung^ die irgend eine der in Betracht kommenden Grössen 
dabei erfahrt^ bezeichnen wir durch ein vorgesetztes d. Nach den 
Gleichungen 1) ist dann: 

dj «= *« + xda^ + ydcj + zda^ 

dfi^dß + x8ß, + ydft + jjdft 9) 

dt=dy + x8y^ + yiy^ + zdy^. 

Die 3 Grössen do^ dßy dy können beliebig gewählt werden, nicht aber 
die 9 Grossen da^^ dß^y . .; diese sind durch 3 unabhängige Grössen, 
etwa durch dd', dip, 8f mit Hülfe der Gleichungen 8) ausdrückbar. 
Statt d^j 8q>y df wählen wir aber, um die Symmetrie der Formeln 
zu wahren, 3 andere unendlich kleine Grössen, die wir %, x'7 q' iiennen 
und durch die folgenden Gleichungen definiren: 

f = «idft + «,d/Jg H- ffsdft,. 

Verbindet man diese Gleichungen mit denen, die durch Variation der 
Gleichungen 4) sich ergeben, nämlich mit' 

a» «jd«! 4" «fdCj + OidOj 

— «' = yi*A + yj*A + y»*/*» 

— x' — «1*^1 + «i*yt + «»*y» 

— p' — A*«i + ßi^«t + ft*«»» 

so kann man die 9 Grössen da,, dß„ . . durch x', %', q' aasdrflckra. 
Man findet so bei Bficksidit auf die Gleichungen 3): 

*«i — yiz' — Äp' *A— =«ip' — yt«' *yi — A«' — «iz' 
*«j — yjz' — ftp' *A — a»p' — y««' *yf =- A«' — «»z' n) 
*«^ =- ysz' — Ap' *A =■ «^p' — y$«' *y» — A«' — «sz'- 

Die Gleichungen 9) werden hiemach bei Benutzung der Gleichungen 1): 



oder auch 
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»i = «« + a-»z'-(i?-/j)(^' 

dri = dß + {i- «) p' - (e - r) «' 12) 



d5 — da — yx + ßQ' + ix — tiq' 

dri^dß- ag' + yn + 6p' — C«' 13) 

d{; « dy — /J«' + «%' + vi%— ix- 

Wir definiren nun einen Ausdruck ^ den wir gebrauchen wollen. Wir 
nennen eine unendlich kleine Yerrückung irgend eines Systemes 
materieller Punkte gusammengesetzt aus mehreren unendlich kleinen 
Yerrückungen des Systemes^ wenn die Aenderungen der Coordinaten 
eines jeden Punktes bei jener gleich sind den Summen der Aenderungen 
der entsprechenden Coordinaten bei diesen. Diese Definition bezieht 
sich auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem^ das eingeführt sein 
muss; aber die Formeln der Verwandlung rechtwinkliger Coordinaten^ 
von' denen wir schon mehrfachen Oebfauch gemacht haben, zeigen 
unmittelbar, dass eine Yerrückung, die mit Bezug auf ein Coordinaten- 
System aus mehreren anderen zusammengesetzt genannt werden kann, 
auch so genannt werden kann mit Bezug auf jedes andere. Sie 
zeigen auch leicht, dass zwei Yerrückungen eines Punktes sich gerade 
so zusammensetzen, wie zwei Kräfte, die auf einen Punkt wirken, 
nämlich nach dem Satze vom Parallelogramm. 

Die durch die Gleichungen 12) dargestellte YArrückung unseres 
Körpers lässt sich hiemach bezeichnen als zusammengesetzt aus 6 
Yerrückungen, aus denjenigen nämlich, die stattfinden, wenn nur je 
eine der 6 Grossen da, d/3, d^, sr', x\ q' '^^^ l^xdl rerschieden ist. 

Ist nur dy von Null verschieden, so ist d^esO, dij«-»0, 
di = 8y] d. h. der Körper erleidet in der Richtung der {-Achse eine 
Yerschiebung, bei der alle seine Linien sich selbst parallel bleiben, 
und die gleich dy ist. Ist nur da oder nur dß von Null verschieden, 
so erleidet der Korper eine eben solche Yerschiebung in der Richtung 
der I -Achse um da oder in der Richtung der i; -Achse um dß. Ist 
^' = Oy x' =° ^} p' = 0, so erfahrt der Korper eine ähnliche Yer- 
schiebung in der Richtung imd um die Länge der Linie, deren Pro- 
jectionen auf die Achsen der £, ij, { sind: day dß, dy, 

Ist nur q' von Null verschieden, so werden die Gleichungen 12) 

n iV-ß)Q'y *tj = (6-«)p', «c-0. 

Bei der hierdurch bestimmten Bewegung bleiben die Punkte der 
Linie S *=" ff; V '^ ß ^^ ihren Orten; eine solche Bewegung nennt 
man eine Drehung «um die genannte Linie als Achse. Ein Punkt 
ausserhalb der Achse beschreibt bei ihr eine Strecke, die 
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oder yielmehr gleich dem absoluten Werihe dieses Ausdrucks ist. Dieselbe 
wird gleich dem absoluten Werthe von q\ wenn (5 — et)' + ()j — /J)* = 1 
ist; es ist daher der absolute Werth von q' der Drehungswinkel, Wenn 
p' positiv ist, so ist für Punkte des Körpers, für die g — a positiv 
ist, 8}] positiv; d. h. es hat die Drehung des Körpers dann in deni 
Sinne stattgefunden, in dem eine Linie um einen rechten Winkel ge- 
dreht werden muss^ damit sie aus einer Lage, in der sie der $ -Achse 
pai-allel ist, in eine komme, in der sie parallel der ij -Achse ist Ist 
q' negativ, so hat die Drehung im entgegengesetzten Sinne statt- 
gefunden. 

Ist nur n' oder % von Null verschieden, so ist der Körper um 
die Linie i? = /S, -5 = y oder die Linie 5 ■= y, 6 = a um den absoluten 
Werth von %' oder % gedreht; den Sinn der Drehung findet man aus 
dem eben ausgesprochenen Satze, wenn man in ihm die Buchstaben 
1, 12, £ und zugleich ;r', %\ q' cyklisch vertauscht. 

Sehen wir nun zu, wie die 3 eben besprochenen Drehui^n sich 
zusammensetzen, wenn sie zusammenbestehen. Die Gleichungen 12) 
geben daim 

*l -= (e - y) z' - (»; - Ä p' 

*•? = (! — «) p' — (5 — y) «' 
<JS-(.,-/J)«'-(5-«)x'. 

Fassen wir Punkte des Körpers ins Auge, für welche 

•| — a : 1? — /3 : g — y — ä' : X' • P' 14) 

ist, so ist hiemach f&r diese 

dg = 0, *ij = 0, *e = 0; 

d. h. die in Rede stehende Bewegung ist eine Drehung, deren Achse 
die Gleichungen 14) hat. Das Quadrat der Strecke, welche irgend 
ein Punkt durchlaufen hat, d. h. tfj* + ^T + ^£*> \v^^i sich leicht 
auf die Form bringen 

(«'* + %'* + 9") [(S - «)* + in- ß)* + (g - yy] 
- [«'(I -'^) + x'in~ß) + p'(5 - y)]*. 

Wahlen wir den Punkt (S; i}; S) i^^^ so, dass 

(|-a)» + (i,-/J)* + a-y)»=l 
und 

«'(5 - «) + x'iv - /J) -f p'CS - y) - 

ist, d. h. so, dass die Linie, die ihn mit dem Punkte | i^s a, i? ■» /S; 
{; SS 2^ verbindet, die Länge 1 hat und auf der (durch diesen Punkt 
gehenden) Drehungsachse senkrecht steht; die durchlaufene Strecke 
ergiebt sich dann 

= y«'' + z" + p'*; 

d. h. dieser Ausdruck giebt den Drehungswinkel an. 
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Es handelt sich noch darum^ den Sinn der Drehung zu bestimmen. 
Zu diesem Zwecke schreiben wir der Drehungsachse eine bestimmte 
Richtung zu^ eine von den beiden entgegengesetzten, die wir ihr nach 
den Gleichungen 14) beilegen können; und zwar setzen wir die Cosinus 
der Winkel; die sie mit den Coordinatenachsen bildet, gleich 



* z _ g 15) 

wo die Wurzelgrosse mit dem positiven Zeichen zu nehmen ist. Wir 
wollen femer eine Drehung um eine bestimmte Achse als positiv 
oder negativ rechnen, je nachdem sie in dem einen oder dem ent- 
gegengesetzten Sinne geschieht, und festsetzen, dass das Vorzeichen 
der Drehung nicht in das entgegengesetzte überspringt, wenn die 
Drehungsachse dadurch eine andere wird, dass x'y x'y g'' sich stetig 
ändern, ohne gleichzeitig zu verschwinden. Wir können und wollen 
dann die durch irgend welche Werthe von 7c\x\q' bestinmite Drehung 
um die durch die Ausdrücke 15) bestimmte Achse als eine positive 
bezeichnen. Ist n ^r^Q und % ^= 0, so findet eine positive Drehung 
um die der ^ -Achse gleichgerichtete oder entgegengesetzt gerichtete 
Achse statt, je nachdem 

.positiv oder negativ, d. h. je nachdem q' positiv oder negativ ist 
Eine positive Drehung um die g-Achse findet daher in dem Sinne 
statt, in dem eine Linie um einen rechten Winkel gedreht werden 
muss, damit sie aus einer Lage, in der sie der I-Achse parallel ist^ 
in eine komme, in der sie parallel der 17 -Achse ist. Um die Vor- 
stellung von einer positiven Drehung um irgend eine Achse zu er^ 
leichtem, bemerken wir noch Folgendes. 

Gesetzt, das Coordinatensystem sei der Art, dass, wenn eine 
menschliche Figur so gestellt ist, dass die von den Füssen nach dem 
Kopfe gehende Linie der g-Achse parallel ist, und die Figur in der 
Richtung der 17-Achse hinsieht, die |-Achse nach ihrer Bechten ge- 
wendet ist. Eine positive Drehung der Figur bringt dann ihre rechte 
Seite nach vorne. Eine positive Drehung um irgend eine Achse 
bringt die rechte Seite der Figur auch nach vorne, falls sie so ge- 
stellt ist, dass die Drehungsachse von den Füssen zum Kopfe geht. 

Nach den angestellten Betrachtungen können wir sagen: betrachtet 
man %\ %j q' als die Coordinaten eines Punktes in dem Coordinaten- 
Systeme der |, 17, (, so giebt die Richtung der von dem Anfangs- 
punkte nach diesem Punkte gezogenen Linie die Richtung der Drehungs- 
achse an, um die eine positive Drehung stattgefunden hat, und ihre 
Lange die Grösse dieser. Man beurtheilt hiemach leicht, wie die 
Werthe von n'j %'y q\ die einer bestimmten Drehung entsprechen, sich 
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ändern mit dem Coordinatensystem; sie ändern sich so, wie die Gom- 
ponenten einer Geschwindigkeit oder einer Kraft; man nennt sie auch 
die Compoftenten der Drehung nach den Coordinatenachsen. 

Man sieht femer, dass jede unendlich kleine Verrückung des 
Körpers (die durch die Gleichungen 12) dargestellt ist) sich ansehen 
lässt als zusammengesetzt aus einer Drehung um eine gewisse, durch 
den willkürlich gewählten Punkt 1E,=^ a^ r^ = ß, t'^y gehende Achse 
mid einer Verschiebung, bei der alle Linien des Korpers sich selbst 
parallel bleiben. 

Ganz ähnliche Betrachtungen, wie wir sie über die Gleichungen 12) 

angestellt haben, hätten wir an die Gleichungen 13) knüpfen können. 

Setzen wir 

da — yz + ßg' « k' 

Sß — ag' 4" y^' = t^' 16) 

Sy — ßjc' + a%' = v'j 
so werden diese 

*i= i' + ii — vq' 

diy = ft' + 5(>' — ■ i^' 17) 

8t = v' +ri%' — 1%. 

Hieraus ist zu schliessen, dass die gedachte Verruckung des Körpers 
angesehen werden kann als zusammengesetzt aus einer Drehung um 
eine durch den Anfangspunkt der S; ^^ S gehende Achse, deren Com- 
ponenten n\ %j g' sind, und einer Verschiebung, deren Componenten 
k\ ^\ v' sind. Die Componenten der Drehung sind dieselben, wie 
wenn die Drehungsachse durch den Punkt S^^a, t] '^ ßy t'^y 
gehend angenommen wird, die Componenten der Verschiebung aber 
andere, wie die Gleichungen 16) zeigen. 

Die Gleichungen 17) gelten für jedes Coordinatensystem; wählt 
man dieses passend nach der zu betrachtenden Verrückung, so lassen 
sie eine erhebliche Vereinfachung zu. Man lege die g- Achse parallel 
der Achse der Drehung, welche sich als der eine Theil der Verrückung 
bei Benutzung irgend eines Coordinatensystemes ergiebt; dann wird 
ä' = 0, x' = und die Gleichungen 17) werden 

di = k' — rig' 

Hieraus geht hervor, dass es eine gerade Linie giebt, und zwar eine 
der g-Achse parallele, für deren Punkte dg = und di^ «= ist, die 
Linie nämlich, deren Gleichungen 

A' — fig' = 0, ^' + lg' = 

sind. In diese Linie yerlege. man die g-Achse; dann wird A' »a und 
|tt' BS 0, also: 
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*$ ^ — vq' 
dt - V. 

Die durch diese Gleichungen dargestellte Bewegung nennt man eine 
Schraubenbewegung j die (-Achse die Achse derselben; eine Schrauben- 
bewegung ist zusammengesetzt aus einer Drehung um ihre Achse und 
einer Verschiebung in der Richtung dieser. Die allgemeinste unend- 
lich kleine Bewegung eines Systemes fest mit einander yerbundener 
Punkte ist eine Schraubenbewegung. 

§3. 

Durch die Gleichungen 17) haben wir die Yerrückungen aller 
Punkte des betrachteten Systemes oder Körpers ausgedrückt durch 
die 6 Ton einander unabhängigen, unendlich kleinen Ghrössen X\ fi\ v\ 
%\ %\ f\ die sich auf das Coordinatensystem der i, riy t beziehen. In 
ihnen ist die Verrückung des Körpers dargestellt als zusammengesetzt 
aus einer Drehung um eine durch den Punkt (-»O, ^'=0, C«*0 
gehende Achse und einer Verschiebung; l'j (i', v' sind die Gomponenten 
der Verschiebung, %\ %y q' die Gomponenten der Drehung nach den 
Achsen der & i}, & In ähnlicher Weise lassen sich die Verrückungen 
aller Punkte ausdrücken durch 6 andere yon einander unabhängige 
Grössen, welche sich auf das Coordinatensystem der x^ y, z bei der 
Lage, welche dieses vor der Verrückung des Körpers hat, beziehen. 
Wir nennen diese 6 Grössen n', v', w\ p\ q', r' und definiren sie 
durch die folgenden Gleichungen: 

= o,*« + ftd^ + y^SY 18) 

- a^ia + ftd/J -f y,dy 



n 



und 



-^a,da,+ ß,dß,+ Y,8n 19) 

r' ~a,*ai + /J,d/Ji+y,dyi. 

Verbindet man die 3 letzten mit denen, die durch Variation der 
Gleichungen 3) sich ergeben, nämlich mit 

- «,*«, + ß^dßt + r,iy, 
— «,aa, + /J,d/J, + y,*y, 

- p' - a,aa, + ß,Sß, + y^dy, 

— g' — «jd«! + /J,d/Ji -I- y,*y, 

Klrehhoff, MMbsalk. 4. AaO. i 
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so findet man bei Rücksicht auf die Oleicknngen 4): 

«ßi-ß.r'-ß,q «A-Ap -Ar' *A - Ai' - Ap' 20) 
*yi — y«r' — y^q dy^ — y^' - y^ *y, — y^q — y^f. 

Bildet man nun die Componenten der Yenückong des Punktes (Xy y, g)^ 
oder, was dasselbe ist^ des Punktes (£, q, {;) nach den Achsen der 
X, jfj 0, d. h. die Werthe ron 

<h^i + ßi^n + Yi^t 
«8*5 + A*^ + n^tf 

so findet man hierf&r ans den Gleichungen 9) mit Hfilfe von 18) 

und 20) 

« +Bq — yr 

V + «r' — «p' 21) 

^' + yp — ««'• 

Diese Ausdrücke haben dieselbe Form, wie diejenigen, welche in 17) 
für d£, dfij d{; angegeben sind; aus ihnen geht hervor, dass die in 
Rede stehende Yerrückung angesehen werden kann als znsanmien- 
gesetzt aus einer Drehung um eine durch den Punkt rr i— 0, y -» 0, 
1; aa gehende Achse und einer Yerschiebung, deren Componenten 
nach den Achsen der x^ y, g resp. sind p', q', r' und u', v\ w'. 

^ P'f q\ ^' ^^^ ^'f %j 9 ^i® Componenten derselben Drehung 
nach den Achsen der Xj y, b und denen der £, % i sind, so muss nach 
einer ron uns auf Seite 47 und 48 gemachten Bemerkung 

!>' = «!«' + Az' + yi?' 

q = «««' + Az' + r%9' 22) 

r — «,«' + Az' + YzQ' 

sein; mit Leichtigkeit ergeben sich diese Gleichungen aus 19) und 11) 
bei Rücksicht auf 6) und 7). 

Yerwickelter sind die Gleichungen, welche u', v\ w' durch 
k\ ii\ v\ %\ %y q' ausdrücken; sie ergeben sich aus 18) und 16) 

+ (riß— ßir) »' + («I y — n«) z' + 0*1« — «iß) q' 

v' - tt,X' + Afi' + y,v' 23) 

+ (vtß — ßtv) «' + («»y — yt«) z' + (A« — «»/*) 9' 
+ (y»/* — ß»r) «' + («sy — y»«) z' + (ä« — «»ß) 9- 
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§4. 

Wir knüpfen an diese Auseinandersetziingen noch die folgende 
Bemerkung. 

Nach den Definitionen, die wir yon der Arbeit und yon der Zu- 
sammensetzung unendUch kleiner Verrückungen gegeben haben, ist 
die Arbeit von EriLften, die auf ein System materieller Punkte wirken, 
für irgend eine unendlich kleine Yerrückung des Systetnes, die als 
zusammengesetzt aus mehreren betrachtet werden kann, .gleich der 
Summe der Arbeiten derselben Kräfte ftlr diese. Nun sei die Yer- 
rückung eine solche, bei der die relatiye Lage der Punkte ungeandert 
bleibt; die Arbeit fdr dieselbe kann dann gesetzt werden 

= Xu + Yv + Zw' + JIf,i>' -I- Jfyg' -I- My 24) 

oder auch 

= Sl' + H(i'+ Zv' -I- Mi%' + J|f,2' + Mi9\ 26) 

wobei X, r, Zy S, H, Z die Summen der Componenten der Kräfte 
nach den Achsen der x, y, und i, q, (; Jf«, Jlf„ M,, Jf^, jlf,y, M^ 
die Drehungsmomente der EjraLfte in Bezug auf die Achsen der x, y, e 
und £, 1}, C bedeuten; es geht das aus den Bemerkungen hervor, die 
in der yorigen Vorlesung über die Summen der Componenten und die 
Drehungsmomente eines Eräftesystemes gemacht sind. Die beiden für 
die Arbeit aufgestellten Ausdrücke müssen einander gleich sein, sobald 
die Gleichungen 22) und 23) bestehen. Substituirt man aus diesen 
die Werthe yon u\ v\ to\ f\ q\ r' und setzt die Coefficienten von 
k\ fi', v\ %'j %j q' einander gleich, so erhalt man 

H-AX + ftr+AZ 

Z-y,X + y,r+nZ 

^n— («ly — yi«) ^ + (««y — ys«) y + («3^ — y,«) z 

+ ß,M, + ß,M, + ß^M, 
Mi^iß,a-a,ß)X+(ß,a-a,ß)Y+{ß,a-a^ß)Z 
+ yyM^ -f- y,Jlfy -f y^U,. 

Diese Gleichungen lehren, wie die Summen der Componenten und die 
Drehungsmomente eines Kraftesystemes sich ändern, wenn man von 
einem rechtwinkligen Coordinatensystem zu einem andern übergeht 
Die 3 letzten yon ihnen vereinfachen sich wesentlich, wenn die beiden 
Coordinatensysteme denselben Anfangspunkt haben, d. h. a «- 0, ^ »» 0, 
)/ as ist; sie werden dann 

4» 
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oder auch 

M. = a,Mi + ß,M, + Y,M^ 

und zeigen, dass, wenn M^, M^ M, als die rechtwinkligen Coordinaten 
in dem Systeme der x^ y^ z eines Punktes angesehen werden, die Lage 
dieses Punktes von den Richtungen der Coordinatenachsen unabhängig 
ist. Das Drehungsmoment in Bezug auf die Achse, die durch diesen 
Punkt und den Anfangspunkt der Coordinaten geht, heisst das Haupt- 
drAungsmament. 

Ist statt des Eraftesystemes eine einzige Kraft vorhanden, deren 
Componenten X, Y, Z sind, und deren Angriffspunkt die Coordinaten 
X, Pf z hat, so ist nach der bei dem Ausdrucke 10) der vorigen Vor- 
lesung gegebenen Definition der Drehungsmomente 

M, — yZ— zY, My — zX — xZ, M, = xY— yX, 

Die Achse des Hauptdrehungsmomeutes ist dann senkrecht auf der 
Richtung der Kraft und auf der Linie, die vom Anfangspunkte nach 
dem Punkte {x, y, z) gezogen ist; denn es ist 

XM^ + YMy + ZM, = 
und 

xM^ + yMy + zMg = 0. 

Das Hauptdrehungsmoment ist 

oder 

- >/(a:> + y» + ir«) (y + r» + Z^) -{xX + yY+ zZ)S 

d. h. gleich dem absoluten Werthe des Products aus dem Abstände 
des Punktes (rr, y, j?) von dem Anfangspunkte, der Grösse der Kraft 
und dem Sinus des Winkels, den die Richtung der Kraft mit der 
Linie bildet, die den Anfangspunkt mit dem Punkte (a:, y, z) verbindet. 



Sechste Vorlegiuig. 

(Lebendige Kraft eines bewegten starren Körpers. Trägheitsmomente. Haupt- 
achsen. Differentialgleichnngen der Bewegung eines starren Körpers fOr den Fall, 
dass dieser frei, und den Fall, dass ein Punkt desselben fest ist.) 

§1- 

Wenn ein System fest yerbimdener materieller Punkte sich be* 
wegt, so ist die Yerrflcknng, welche dasselbe in einem Zeitelement 
dt erleidet^ eine solche, wie wir sie in der yorigen Yorlesimg erörtert 
haben. Wir können daher in allen dort abgeleitetei\ Formeln f&r das 
Zeichen d das Zeichen d setzen , welches die Yerändening anzeigen 
soUy die die durch den folgenden Buchstaben bezeichnete Ghrösse in 
dem Zeitelement dt erleidet Die sämmtb'chen, mit gestrichenen Buch- 
staben bezeichneten, unendlich kleinen Grössen müssen dann mit dt 
proportional sein; wir setzen eine jede Yon ihnen gleich dt^ multiplicirt 
mit einer Grösse, die wir mit demselben, ungestrichenen Buchstaben 
bezeichnen. Ein Buchstabe, der mit einem Striche yersehen eine 
Gomponente einer Verschiebung oder Drehung bedeutet, bedeutet dann 
ohne Strich die entsprechende Gomponente einer Geschwindigkeit oder 
Drehungsgeschwindigkeit zur Zeit t. 

Den Ausdrücken 21) der yorigen Vorlesung zufolge sind dann 

u + Mq —yr 

V -\' xr — Mp 1) 

w +yp — M 

die Componenten der Geschwindigkeit eines der Punkte nach den 
Achsen der o;, y^ b \m der Lage, welche diese zur Zeit t haben; die 
Bewegung kann angesehen werden als zusammengesetzt aus einer 
Drehung um eine durch den Punkt a?a=0, y»=0, j^sbO gehende 
Achse und einer Verschiebung; jp, 9, r sind die Gomponenten der 
Drehungsgeschwindigkeit, ti, v, w die Componenten der Greschwindig- 
keit der Verschiebung nach den Achsen der x^ y, g. 

Aus den Ausdrücken 1) findet man durch Quadriren und Addiren 
das Quadrat der Geschwindigkeit des Punktes {x^ y, d)\ nennt man m 
die Masse dieses und T die lebendige Kraft des Systemes, so ist 
hiemach 
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2T^^m {(tt + i»g - yr)« + (v + a;r - i^j))« + {w + yp - a:g)M , 

wo die Summe in Bezug auf alle materiellen Punkte des Systemes 
zu nehmen ist Entwickelt ist diese Gleichung: 

2T^{u^ + v' + uP)^m 

+ 2{vr — tpq)^mx + ^(wp — ^r)^fHy + 2(uq — vp)^mM 

— 2qr ^ mye — 2rp^ misx — 2pq^mxy'j 

sie zeigt^ dass T eine homogene Function zweiten Grades der 
6 Argumente n, v, tCy p, g, r ist, deren Coefficienten yon den Massen 
der Punkte, ihrer relativen Li^e und der Lage der Achsen der x^ y, 
abhängen. Die allgemeinste homogene Function zweiten Grades von 
6 Argumenten enthalt 21 von einander unabhängige Coefficienten; 
T enthält deren nur 10, und diese Zahl kann durch passende Wahl 
des Achsensystemes auf 4 herabgesetzt werden. 

Um diese Behauptung zu beweisen, betrachten wir zunächst eine 
Bewegung, bei der u=^0, t; <=» 0, tc; «» ist, bei der also der Körper 
— um unser System wieder so zu nennen — sich um den Punkt 
x = 0, y = Oyjef«»0 dreht. Dann ist 

2T^p*^m(j/» + ««) + ^'^miß* + ««) + r*^m(^ + ff) 

— 2qr ^my0 — 2rp ^ msfx — 2pq^mxy 

und der Körper dreht sich um die Achse, die mit der Linie zusammen- 
fällt, welche von dem Punkte x = 0, y = 0, z ^^0 nach dem Punkte 
x=^py y ^^ q, 8^^r gezogen werden kann, mit einer Drehungs- 
geschwindigkeit, die der Länge dieser Linie gleich ist. Setzen wir 
fest, dass 

sei, so liegt der Punkt (p, 9, r) auf der Fläche 

1 =p*^m(i,* + ^) + q'^mie* + «») + r''^m[x* + y«) 

— 2qr ^ mys — 2rq^ mgx — 2pq^ mxy, 

also auf einer Fläche zweiten Grades, deren Mittelpunkt der Anfangs- 
punkt der X, y, e ist Jeder, von diesem Punkte aus gezogene radius 
yector der Fläche ist der Drehungsgeschwindigkeit gleich, welche der 
Körper haben muss, wenn er um ihn sich drehen und die lebendige 

Kraft ^- besitzen soU. Aus dieser Bedeutung der Fläche folgt, dass 

sie von den Richtungen der Achsen der Xy y, e unabhängig ist; legt 
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man diese in die Hauptachsen der Fläche, so müssen die mit gr, ^PfPi 
behafteten Glieder yerschwinden, es muss dann also 

^myj» — 0, ^m0x — Oy ^mxy — 
mid 

die Gleichung der Flache sein. Ans dem Umstände, dass die Goef&cien- 
ten Ton f^^ q*j H in dieser Gleichung positiy sind, ist zu schliessen, 
dass die Flache ein Ellipsoid ist. Die Hauptachsen desselben nennt 
man auch die Hauptachsen des Körpers fOr den AnlEuigspunkt der 

«, yi «• 

Bei beliebigen Richtungen der Coordinatenachsen nennt man 

das TrägheitMumient des Körpers in Bezug auf die ier-Achse. Es ist 
dasselbe gleich dem reciproken Quadrate des radius yector des Ellip- 
soids 3), welcher mit der 0-Achse zusammenfällt; denn setzt man 
p «a und 2 SS 0, so wird r gleich der Länge dieses radius vector 
und die Gleichung 3) giebt 

Die Trägheitsmomente in Bezug auf die Hauptachsen des Ellipsoids 3) 
nennt man die Hauptträglieitsmamente des Körpers f&r den Anfangs- 
punkt der Xy y, Z] sie sind die reciproken Quadrate seiner Halbachsen. 
Das Trägheitsmoment eines Körpers in Bezug auf eine Achse von 
gegebener Bichtimg ändert sich, wenn diese Achse sich selbst parallel 
yerschoben wird. Welches diese Aenderung ist, sieht man leicht ein, 
wenn man neben dem Coordinatensystem der x, y, e ein zweites, das 
der Xi,yi^0i einfährt. Beziehen sich die Zeichen x^y^sf und x^^y^^g^ 
auf denselben Punkt, so soll 

x^ — a + Xy yj — 6 + y, e^^c + a 

sein, wo a, b, c Gonstanten bedeuten; dann ist 

Die hier auftretenden Summen ^ wa; und ^[my sind die mit der 

Masse des Körpers multiplicirten x- und y-Ordinaten seines Schwer- 
punktes; legt man den Anfangspunkt der x^ y, b in den Schwerpunkt^ 
so yerschwinden sie und man hat 

2' «•(*>* + y»*) - 2"*(*' + i^) + (*' + **) 2" "•• 

Da die j9-Achse jede beliebige Richtung haben kann, so spricht diese 
Gleichung den Satz aus, dass das Trägheitsmoment eines Körpers in 
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Bezug auf eine beliebige Achse gleich ist dem Trägheitsmomente desselben 
in Bezug auf eine Achse, die der gegebenen parallel durch den Schwer- 
punkt gelegt ist, vermehrt um das Product aus der Masse des Körpers 
in das Quadrat der Entfernung des Schwerpunktes yon der gegebenen 
Achse. 

Nach den nun gemachten Auseinandersetzungen erkennt man leicht 
die Lage, die man dem Coordinatensysteme der Xy y, e ertheileii 
muss, um den in der Gleichung 2) für die lebendige Kraft 1' ge- 
gebenen Ausdruck auf die einfachste Form zu bringen. Man hat zu 
diesem Zwecke als Anfangspunkt der Xj y, g den Schwerpunkt des 
Korpers zu wählen und als Achsen der Xj y, z die Hauptachsen f&r 
den Schwerpunkt. Die Gleichung 2) wird dann 

2 T= (u* + t;« + w'^)^m +p'^fn(if* + ^*) + i* ^ ni(z^ + ^) 

+ r'^m{a^ + y% 

§2. 

Es sollen nun die Differentialgleichungen der Bewegung eines 
freien, starren Korpers aus dem Hamilton'schen Principe, also der 
Gleichung 9) der dritten Vorlesung abgeleitet werden. Nach den an 
der angeführten Stelle gemachten Auseinandersetzungen hat man zu 
diesem Zwecke die Variation der lebendigen Kraft, d T, und die Arbeit 
der wirkenden Kräfte, ü\ für irgend eine Variation der Lage des 
Körpers zu bilden urid die Summe dT+ J7' auf die Form 

zu bringen, wo die Grössen s nnendlich kleine, von einander unabhängige 
Grössen sind, die die Variation der L^e des Körpers bedingen. Die 
Differentialgleichungen der Bewegung sind dann die Gleichungen 

Wir nehmen die Bezeichnungen der vorigen Vorlesung wieder auf; 
far die Grössen € können wir dann entweder m', v', w', p\ q\ r oder 
A', fi', v'y 7c\ x\ q' wählen; wir erhalten die gesuchten Differential- 
gleichungen dadurch in zwei Formen, von denen eine jede eigenihüm- 
liche Vorzüge besitzt. Die Arbeit ZT wird in dem ersten Falle durch 
den Ausdruck 24), in dem zweiten durch den Ausdruck 25) der vorigen 
Vorlesung unmittelbar in der verlangten Form angegeben. Einige 
Rechnung aber erfordert die Bildung des Ausdrucks für ST, 

Da, wie wir bewiesen haben, T ausschliesslich eine Function von 
Uy v, Wj Py g, r und Gonstanten ist, so hat man zunächst 

du ' ov ' ova f\ 
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wir suchen die 6 Yariationen du, dvj dtVj dp^ dq, dr zuerst durch 
h\ Vj w\ p'y q\ r' auszudrücken. Wir gelangen hierzu, indem wir 
benutzen, dass die Variation des Differentialquotienten einer Function 
gleich dem Differentialquotienten der Function isi 

Nach den Gleichungen 18) der Yorigen Vorlesung ist 

und nach der Bemerkung, die den Ausgangspunkt dieser Vorlesung 
bildete, daher auch 

Bilden wir nun die Gleichung 

d9a ^ da 

und benutzen, dass nach 20) der vorigen Vorlesung 

d«i — ay — a^q'y da^ — a^p' — a^, doj — a^q — a^p', 6) 
also auch 

nu* occ^ da« n\ 

__i_«^r — «,g, -^^a^p^a^Tj _• = «^p - ff,p 7) 
ist, so ergiebt sich 

^ «1 ("57 — dtt + VT — vr + to'q — toq'\ 

+ «2 \-4t — dt; + wp — ^'p + w'^ — w j 

+ "» ("ST "" '"^ + *** ■" ^'* + ^^ ~ ^^') ' 

Beachtet man nun, dass die Rechnung, die uns zu diesem Resultate 
geführt hat, auch gilt, wenn man, ohne sonst etwas zu ändern, den 
Buchstaben a durch den Buchstaben ß oder y ersetzt, dass also auch 
die gefundene Gleichung bei einer solchen Vei&iderung richtig bleibt, 
so folgt bei Rücksicht auf die Gleichungen 3) der yorigen Vorlesung: 

"■ -^ H-vr — V r -^^ to q -— toq 
8v — -jj- + u>p' — w'p + u'r — ur 8) 

dt(? = -jj-+ttj — uj + rp— vp. 

Um dp, dg, 8r zu finden, entwickeln wir die Gleichung 

d^a, * doj 

IlT"^ ^ dt ' 
indem wir die Gleichungen 6) und 7) benutzen; dadurch ergiebt sich 

^~^ (aj — ^^+Pi' — P'9) 

^ "^a (^7 - *« + rp' — rp) . 



58 Sechste VorleBung. 

Diese Gleichung bleibt richtig, wenn an Stelle des Buchstaben a der 
Buchstabe ß oder y gesetzt wird, und auch, wenn man die Indices 
1, 2, 3 und zugleich die Buchstaben pj q, r cyklisch vertauscht. Daher 
folgt aus ihr mit Hülfe der Gleichungen 3) der vorigen Vorlesung: 

*JP = ^ + S«^' — i'r 

^9 = % + rp-r'p 9) 

Wir drücken nun i«, de;, 6x0^ dp, dg, dr durch A', fi', v\ n\ %\ p' 
aus; zu diesem Zwecke benutzen wir die Gleichungen 

von denen die zweite unter den Gleichungen 16) der vorigen Vorlesung 
sich befindet. Nach den Gleichungen 11) der vorigen Vorlesung ist 

und femer ist 

Hiernach wird die Gleichung d ^ = -^: 



a,8u + «,di; 4. «jdic =. ^^ + y ^'^ 




Nun darf man die Buchstaben 




«» /*, Y 


• 


k, 11, V 




«. Z, P 





gleichzeitig cyklisch vertauschen; daher ist auch 

y,«« + y,<Jt; + y,<J«; = ^ + ^-jL — a^, 
woraus bei Bücksiebt auf die Gleicbungen 3) der vorigen Vorlesung folgt: 

*" = «• dT + ^'TTT + yid« 
««""«.TF + AdT + y'-ST 
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Um dpf dq, dr zu finden, entwickeln wir die Oleiehnng d -^ — ~~df^ 
indem wir setzen 

und benutzen, dass 

ist; so ei^ebt sich 

Hieraus folgt durch cyklische Yertauschung der Buchstaben a, ß, y 
und «, %, q: 

My-A»2-«v^-y/^ 

y,dr - y^dq = A ^ — «i ^• 

Diese 3 Gleichungen geben bei Rficksicht auf die Gleichungen 6) und 
7) der Torigen Vorlesung 

*«-«.^' + A^ + y.$ 

*♦'-«» dF + A-^ + J'*!»' 

woraus durch Yertauschung der Indices 1, ^, 3 und der Buchstaben 
p, 9, r auch folgt: 

Nun setzen wir zunächst die in 8) und 9) für dti, dt?, dtc^, djp, 
d;, dr gegebenen Ausdrücke in die Gleichung 5) f&r dT, setzen für 
IJ' den Ausdruck 24) der yorigen Vorlesung und bilden die Gleichung 4), 
indem wir für b der Beihe nach «', v\ mo\ p\ q' r' wählen. So er- 
halten wir 

ä dT BT dT , Y 

d dT dT dT , ^ -„v 

d dT dT dT , ^ 

d dT dT dT , dT dT , t^ 

diTp-''Tv-''d^ + ''H-^d-T+^' 

d dT dT dT.dT ^dT,T^ .o\ 

diH~''di>-'^Tu+PTr''''dp'^^^ 13) 

d dT dT dT . dT dT , T^ 

diTr "^ "" du- ""Tv^ ^di-^ di+ ^'' 



und 
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Wenden wir aber die in 10) und 11) gegebenen Ausdrücke von 
duj dv^ dwy dpy dq, dr an, für V den Ausdruck 25) der vorigen 
Vorlesung und bilden die Gleichung 4), indem wir für e der Reih^ 
nach i\ ii'y v'y «', %', f setzen, so erlialten wir 



^ " dü r 1 Fi* + "^ a;s + «3 a^/ 



H 






14) 



=Tt(y^ 



BT 



dT 



du + '^^ dv 



+ y»l3 



- und 



^*-r* 



{riß - Ay) If + ir.ß - Ay) |f + ir.ß - Ay) ff 

, dT , dT , dT 



dT . 



"»äH 



M. = ^. 



d 

dt 



+ A äi + P»li+ A g7 



15) 



^^-r. 



«»/*) 



dT 



. dT . dT , 

+ rij-^+ y^-di-^ 

Wirken keine Kräfte, so haben die Gleichungen 12) und 13) die 
Eigenschaft, keine andern unbekannten Functionen zu enthalten, als 
u, Vf Wj p, q, r; die Gleichungen 14) und 15) die Eigenschaft, dass 
eine jede von ihnen unmittelbar integrabel ist. Die Gleichungen 14) 
sprechen die Sätze von der Bewegung des Schwerpunktes, die 
Gleichungen 15) die Flächensatze für den Fall, den wir betrachten, aus. 

§3. 

Die entwickelten Formeln setzen voraus, dass der Körper frei ist; 
nehmen wir nun an, dass ein Punkt desselben fest sei, und wählen 
wir diesen zum Anfangspunkte sowohl der x, y, als der g, q, g. 
Es ist dami 

aber es verschwinden auch Uj v\ tv' und l\ fi', v'y und es faUen 
daher die Gleichungen 12) und 14) fort, die wir aus dem Hamilton- 
schen Principe erhalten haben, indem wir die Coefficienten dieser 
Grossen «» setzten. Die Gleichungen 13) werden 



dT 



dT 



dq 



-s^ + JM, 



d^dT 

d dT dT dT , ^ 

di'di^P'^'^''-d3'^^' 

ddT dT dT . T^ 

diTr^^di-PJi + ^'' 



16) 
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und die Gleichungen 15), da nach den gemachten Festsetzungen a = 0, 
/} — 0, y = ist, 



d ( dT , dT . dT\ ^ 
5« l^ ä^ + ?• 8^ + ^ W / " *^ 

\ l dT , dT . dT\ ^ 



d 
d 

d 
d 
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(Integration der Differentialgleichungen der Bewegung fOr einen starren Körper, 
der nm einen festen Punkt sich dreht, und. auf den keine Kräfte wirken. Stabilii&t 
der Drehung um die Achse des grOssten und des kleinsten Trägheitsmomentes. 
Fall, dass 2 der 8 Hauptfcrägheitsmomente einander gleich sind. Drehung eines 
schweren starren Körpers um einen festen Punkt. Integration der fOr diesen 
Fall geltenden Differentialgleichungen unter gewissen Voraussetzungen.) 

§ 1. 

Die Differentialgleichimgeii der Bewegung eines starren Körpers 
am einen festen Pnnkt, die in der vorigen Vorlesung abgeleitet sind, 
die Gleichungen 16) und 17) derselben, sollen nun in specielleQ fallen 
integrirt werden. Der erste dieser Falle sei der, dass keine Ejraifte 
wirken. Die Gleichungen sind dann: 

d dT £r_ dT 

Ttdp"'^ dq ^ dr 

ddT_ dT _ dT V 

dtdt~Pjr ^ dp ^ 

£dT dT _ dT 

didr'^^Wp ^ dq 



und 



4t 



/ dT , dT . dT\ ^ 

d/ dT . dT , dT\ ^ 

Sie gelten nach einer Bemerkung, die am Ende des § 4 der vierten 
Vorlesung gemacht ist, auch für die Bewegung um den Schwerpunkt 
eines freien, schweren Körpers. 

Nach den in der vorigen Vorlesung gemachten Auseinander- 
setzungen ist T eine homogene Function zweiten Grades von p, g, r; 
lässt man die Achsen der Xy j/, z in die Hauptachsen des Korpers für 
den Anfangspunkt der o;, .Vy ^ fallen und bezeichnet durch P, Qy 22 die 
Trägheitsmomente des Körpers in Bezug auf dieselben, so ist 

2r— Pp* + ej» + Br«, 3) 
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also 

Tp"^^' äi-««' ä?-^»*- 
Die Gleichungen 1) werden dann 

Q^^^^iR-P)rp 4) 

Um ihre Integrale zu finden, vergleichen wir sie mit gewissen anderen 
Differentialgleichungen, die wir ableiten wollen. Wir bezeichnen durch 
u und it zwei reelle Variable, die durch die Gleichung 



1/r^ «>8in« 



^ 



zusanunenMngen, in der x einen reellen, echten Bruch bezeichnet und 
die Wurzel^öBse positiv zu nehmen ist Dann ist u eine eindeutige, 

stetige Function von ^ und umgekehrt, da der Differentialquotient ^-r 

immer einen endlichen positiven Werth besitzt. Es durchläuft femer 
u alle Werthe von — cx> bis -f- oo, wenn ^ diese durchläuft , und 
umgekehrt. Man nennt ^ die Amplitude von u nach dem Modul x 
und schreibt 

Der Kürze wegen setzen wir femer 



V'l — ac*sinV — ^*, 
wo dann ^^ eine stets positive Grösse und 

ist. Bei dieser Bezeichnung^weise haben wir die identischen Gleichungen 

-g^ — — sin^zii(f 
-j-^ _ cos ifJif 

-^ — — «"smifrcos^. 
In diese setzen wir 

«-A< + M 5) 

p-^acos^, g-nOsm^, r^^cA^^ 

indem wir unter X, fi, a, b, c reelle Constanten verstehen. Dadurch 
erhalten wir 
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dp 
dt 


aX 


dq 
dt 


hX 
— rp 

ca ^ 


dr 
dt "" 


, cX 



Diese Gleichungen sind von derselben Form, wie die Gleichungen 4); 
sie werden mit diesen identisch, wenn 

Q — ig _aX 
P ^ he 

B--P hX ^. 

B ah 

m 

ist Lassen sich die 6 Constanten x, Xy fc, a^ by c diesen Gleichungen 
gemäss und so bestimmen, dass sie alle reell sind und x* kleiner als 
1 ist, so haben wir in 5) Integrale der Gleichimgen 4), und zwar die 
allgemeinen Integrale, da von den genannten 6 Constanten nur 3 durch 
die Gleichungen 6) ihre Bestimmung finden, die 3 andern willkürlich 
bleiben. Es sind diese aus den Werthen, die jp, g, r ftlr ^ *» haben, 
und die wir p^, Qq, Vq nennen wollen, zu bestimmen. 

Um die Werthe zu finden, die hietnach den Constanten x, iL, fi, 
a, by c beizulegen sind, gehen wir von zwei Integralen der Gleichungen 4) 
aus, die sich mit Leichtigkeit ergeben. Multiplicirt man diese Gleichungen 
nämlich mit p, q, r oder mit Pp, Qq^ Rr, und addirt sie jedesmal, so 
kann man integriren; man erhält so 

Pp* + öa* + ^♦"' — coMt. 

und 

P*jp* + C'a* + IPf^ — const. 

In Einern Augenblick, in dem ^ d. h. am (Jit -{- (i) einem Vielfachen 
Yon 2x gleich ist, ist cos^-»!, sin^asO, z/^»>l; daher folgt 
aus diesen Gleichungen 



oder 



B(P - B)e* - QiP - Q)q,* + R(P - R)r^\ 



7) 



Diese Gleichungen ergeben a' und (?, und zwar als positiye Qr&ssen, 
wenn, wie wir nun annehmen wollen, Q seiner Grösse nach das 
mutiere yon den .3 Trägheitsmomenten P, Q, R ist. Die Glei- 
chungen 6) lehren dann V, l* und k* kennen; durch Division und 
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Multiplikation der beiden ersten und durch Division der ersten und 
dritten erhält man nämlich 

,._^(ZzJ|.^) 8) 






Bei der über das Trägheitsmoment Q gemachten Festsetzung sind 
hiemach V^ )?j x* positive Grössen; aber nicht immer ist »' kleiner 
als 1; ist die letztere Bedingung nicht erfdllt, so genügt es aber, um 
sie "zu erfüllen, die a;-Achse mit der jer-Achse zu yertauschen, oder, 
wenn man das neue Coordinatensystem mit dem alten congruent er- 
halten will, die neue x-Achse der alten ir-Achse gleichgerichtet, die 
neue ier-Achse der alten a;-Achse entgegengesetzt gerichtet anzunehmen. 
Dabei yertauschen sich die Werthe von P und i{ und gleichzeitig die 
von f^ und r^^ daher nach den Gleichungen 7) auch die yon a' und 
(?j und der in 8) gegebene Werth von x' geht hiemach in sein Reci- 
prokes über. 

Die Gleichungen 8) ersetzen nicht vollständig die Gleichungen 6), 
aus denen sie hergeleitet sind. Sind jene erüEÜlt, so muss man eme^ 
etwa die erste, von diesen noch in Betracht ziehen und die Vorzeichen 
ihrer beiden Seiten gleich machen. Durch diese Gleichung wird das 
Vorzeichen einer der Grössen o, b, c, X bestimmt, wenn die der andern 
festgesetzt sind. Wir wollen iL als positiv annehmen; die erste der 
Gleichungen 6) bestimmt dann das Vorzeichen von 6, wenn die Vor- 
zeidien von a und c bekannt sind. Von diesen muss das Vorzeichen 
von c auf eine bestimmte Weise gewählt werden wegen der Gleichungen 

|)o «s a cos am fi , j^ -» b sin am jk , r^ =» c^ am fi , 9) 

welche der Gleichungen 5) wegen bestehen müssen, und welche die 
letzten sind, denen wir noch zu genügen haben. Aus der dritten von 
ihnen folgt, dass, wenn ^, wie es sein soll, reell ist, c dasselbe Vor- 
zeichen wie r^ haben muss, da dann- J Bm ii positiv ist. Das Vor- 
zeichen von a können wir beliebig wählen, wir woUen es dem von p^ 
gleich annehmen; das Vorzeichen von h ist dann durch die erste der 
Gleichungen 6) bestimmt. 

Die Gleichungen 9) dienen zur Bestimmung der letzten der ein- 
geführten G Constanten, der Grösse fc. Aus der ersten dieser Glei- 
chungen finden wir 2 Werthe von am^, wenn wir festsetzen, was 

wir thun wollen , dass diese Grösse zwischen — j und *4~ ^ Uegt^ 

da den Gleichungen 7) zufolge a* grösser als p^ ist. Die zweite 
hebt die dabei übrig bleibende Zweideutigkeit, indem sie zeigt, dass 

Kirchlioff, MMhanik. 4. Avil. 5 
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am f( zwischen — — und oder zwischen nnd - liegt, je nachdem 

die Vorzeichen von q^ und b entgegengesetzt sind oder übereinstimmen. 
Aus dem gefundenen, reellen Werthe von am fi oder ^ folgt dann, 
einer yorausgeschickten Bemerkung nach, ein reeller Werth von fi. 
Hiermit ist bewiesen, dass die Gleichungen 5) die Integrale der 
Gleichungen 4) sind, und die in jenen vorkommenden Constanten sind 
eindeutig bestimmt. 

Die Werthe von ^), q, r sollen jetzt benutzt werden, um die 
Winkel ^, /*, (p zu ermitteln, die in den Gleichungen 8) der fiinften 
Vorlesung definirt sind und die die Lage des Körpers in jedem Augen- 
blick bedingen. Es konnten dazu die Gleichungen dienen, die zwischen 
den Differentif^quotienten von d'^ f, (p nach der Zeit und den Grossen 
Pf Ü7 ^ bestehen und aus den folgenden Betrachtungen sich ergeben. 

Eine der Gleichungen, die aus den Gleichungen 20) der f&nften 
Vorlesung durch die Bemerkung abzuleiten sind, die den Eingang der 
sechsten Vorlesung bildet, ist 









woraus folgt 




^^ —pamf—qcoBf. 


Es ist femer 








tgf- 


Vi' ' 1 — y»* 




df^ 


yi<*r« vt^Yi 
i-y.» 




= 


. yi(y.p yi«") yjCyi«- — y,4) 




i-y.' 



10) 



dt 

^ (TiShZst^ _ r) dt 
oder 

dt W^ *^- 1^) 

Endlich hat man 

tg9-^, cos> — j4^^. 

also nach den Gleichungen 6) und 7) der fünften Vorlesung 

oder 

d9 pcouf+qm f . 

dt "" tia ♦ ^^^ 
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Wir merken an^ dass aas 11) und 12) 

d/*.— cos ^rfy — rdt 13) 

und aus 10) und 12) 

(P* + ?*) d** — ^^ + 8Ü1* *rf9* 14) 

folgt 

Bei der Bestimmung yon d', f, ip ist man aber nicht ausschliess- 
lich auf die (Gleichungen 10), 11), 12) angewiesen; es können dabei 
auch die Gleichungen 2) benutzt werden. Durch Integration derselben 
und bei Benutzung des in 3) angegebenen Werthes yon T ergiebt sich 

ß,Pp + Mq + ß,Br ^ B 15) 

riPp + r%Qq + r%Br = c, 

wo Äj By C Cionstanten bedeuten. Zwischen diesen und früher ein- 
geführten Constanten besteht eine Relation; quadrirt und addirt man 
nämlich die Gleichungen 15), so erhalt man 

P^P" + C*«* + Bf^ — il» + B« + C», 
woraus folgt 

^« + JB« + C?« = P^a^ -f B?<?. 16) 

Sieht man Pp, Qq^ Br als die rechtwinkligen Goordinaten eines 
Punktes im System der x, y, an, so sprechen die Gleichungen 15) 
aus, dass A, B, C die Goordinaten desselben Punktes in Bezug auf 
die Achsen der (, q, t sind. Dieser Punkt ändert sich mit der Zeit 
nicht, da A, B, C Gonstanten sind; man kann daher die von dem 
Anfangspunkte der Goordinaten nach ihm gezogene Linie zur (-Achse 
nehmen. Das soll geschehen. Dann ist 

^«0; B — 
und nach 16) 

C— 1/PV+"BV7 

wo die Wurzelgrosse positiv zu nehmen ist. Hiemach erlutlt man 
aus den Gleichungen 15), wenn man sie mit a„ /3„ ^^ oder a^f.ßf, y^ 
oder a,, /t^, y^ multiplicirt und jedesmal addirt: 

Daraus bestimmen sich leicht die Winkel t und f. Es ist zuerst d' 

aus der Gleichung 

yj «=- cos-^ 

zu ermitteln; fOr eine loLge des Körpers kann dabei ^ zwischen — x 
und 4* » gewählt werden, oder, da nach einer am angeführten Orte 
gemachten Bemerkung Qber das Vorzeichen yon d" nach Willkür yer- 
fägt werden kann, zwischen und x^ Die letzte der Gleichungen 5) 
zeigt, dass 9* nicht grösser als c* werden kann; nach der letzten der 
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Oleichungen 17) erreicht daher y.t ^®' ^^^ ^ w^i den Werth 1, 
und es überschreitet also 9' die Grenzen und % nicht. Bemerkt 

möge werden, dass ^ auch den Wertti y nicht überschreitet , da r 

nicht verschwinden kann. 

Zur Bestimmung yon f hat man 

yj mmm cos/^siu^, y, — sin/'sin^ 

und die beiden ersten der Gleichungen 17). Für eine Lage des Körpers 
ist hierdurch f eindeutig bestimmt, wenn man noch festsetzt, dass 
fbr sie /* zwischen und 2% liegt; die Festsetzung, dass f sich stetig 
mit der Li^e des Körpers ändert; bestimmt es dann eindeutig auch 
fbr jede andere Lage, die der Körper bei seiner Bewegung annimmt. 
Es bleibt noch übrig q> zu ermitteln. Hierbei muss man auf die 
Gleichung 12) zurückgehen. Li Verbindung mit den Gleichungen 17) 
giebt diese 

(fy - yP*a^ + B*i» ff X y\, dt. 

Erinnert man sich an die Litegrale der Gleichungen 4), aus denen 
die Gleichungen 7) hergeleitet sind, so kann man hierfür schreiben 

dtp — YT^a^ + BV p^ « ^ jtie« ^ ^ «F« ^^ 
oder, wenn man für r seinen Werth aus 5) setzt: 

Fa^ + Jlc*x* Bin* am (Xi + fi) 



Die Litegration dieser Gleichung führt auf ein elliptisches Integral 
dritter Gattung. 

§2. 

Es ist von Literesse die jetzt gefundenen Integralgleichungen des 
Problems der Rotation eines Körpers, auf den keine Kräfte wirken, 
um einen festen Punkt auf den Fall anzuwenden, dass der Modul der 
elliptischen Functionen, die in diesen Gleichungen auftreten, also x, 
Null oder unendlich klein ist. Es reduciren sich dann die elliptischen 
Functionen auf trigonometrische. 

Der in 8) für x^ angegebene Ausdruck zeigt, dass x unendlich 
klein ist, wenn a unendlich klein, e endlich ist und P, Q, JR iigend 
welche, nur nicht solche Werthe besitzen, für welche der Factor yon 

-f in dem Ausdruck von x' unendlich gross wird. Nach der ersten 

der Gleichungen 8) wird dann auch h unendlich klein. Die Glei- 
chungen 7) zeigen, dass a unendlich klein ist, wenn p^ und q^ es 
sind, was wir annehmen wollen. Die Gleichungen 5) geben dann 
bei Yemaehlassigung unendlich kleiner Grössen höherer Ordnung: 
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p^B a coB (Jii + f*)> } — 6 Bin (Xt + f*)> *" = c yi — x* sin* (X< + f*). 
Was die Werthe von ^, /^, 9 anbelangt^.so folgt aus den beiden ersten 
dieser Gleichnngen in Verbindung mit den beiden ersten der Glei- 
chungen 17), wenn man f&r b* seinen Werth aus 8) setsst und unendlich 
kleine Grössen höherer Ordnung yemachlässigt/ 

«i"** - S (5 + |^»^*(^< + '»))• 

Es ist hiemach sin^ unendlich klein. Ist^ wie wir annehmen wollen, 
die jgr-Achse so gewählt, dass r, oder, was dasselbe ist, c positiv ist, 
dass abo«.co8 & positiv ist, so ist hiemach und nach den allgemeinen 
über d" gemachten Festsetzungen d' selbst unendlich klein und dabei 
positiv; die Gleichung bestimmt dann d' eindeutig. 
Femer hat man 

Endlich ergiebt sich aus 13), da d" unendlich klein und r unendlich 

wenig von c verschieden ist, bei Vernachlässigung unendlich kleiner 

Grössen 

9 — /* + c< + const., 

wo man die (Tonstante der Integration aus dem Anfangswerthe von 
9 zu bestimmen hat. 

Einer Festsetzung zufolge, die wir bei der Aufstellung der Glei- 
chungen 8) haben machen müssen, kann die £r -Achse die Achse des 
grössten oder die des kleinsten, nicht aber die des mittleren Haupt- 
tnlgheitsmomentes sein. Die durchgeführte Rechnung zeigt daher, 
dass, wenn die augenblickliche Drehungsachse zur Zeit ^ «» unend- 
lich wenig von der Achse des grössten oder der des kleinsten Haupt- 
trägheitsmomentes abweicht, sie dieser immer unendlich nahe bleibt. 
Diese Thatsache pflegt man so auszusprechen, dass man sagt, die 
Rotation des Körpers um die Achse des grössten und um die Achse 
des kleinsten Hauptträgheitsmomentes ist eine stabile. Es kann der 
Körper auch um die Achse des mittleren Hauptträgheitsmomentes 
rotiren, denn man genügt den Gleichungen 4) durch die Annahme 
p «s 0, r =» 0, g OB const ; aber diese Rotation ist keine stabile, d. h. 
weicht die augenblickliche Drehungsachse für ^ «> unendlich wenig 
von der genannten Hauptachse ab, so wird diese Abweichung mit der 
Zeit (freilich erst nach Verlauf einer unendlich grossen Zeit) eine 
endliche. Sind nämlich p^ und r^ unendlich klein, so ist den Glei- 
chungen 7) und 8) zufolge x^ unendlich wenig von 1 verschieden, die 
elliptischen Functionen von ^, welche in den Gleichungen 5) vorkommen, 
verwandeln sich in Exponentialfunctionen, und die Discussion dieser 
fClhrt zu dem ausgesprochenen Satze, was indessen hier nicht gezeigt 
werden soll. 
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§3. 

Die letzte der Gleichungen 8) lehrt, dass x verschwindet, wenn 
P»a Q wird; diesen Fall, also den Fall, dass zwei Ton den 3 Haupt- 
tragheitsmomenten einander gleich sind, wollen wir jetzt betrachten. 
Die Gleichungen 7) geben dann 

den Gleichungen 6), die dasselbe aussprechen, wie die Gleichungen 8), 
aber eine gewisse Unbestimmtheit in Betreff der Vorzeichen heben, 
die diese übrig lassen, genügt man durch 

b — a, X'^r^—p—] 
die Gleichungen 5) werden dabei 

P = VPo^ + ?o" «>8 (*' + f*); ff — VPo" + ffo* ^^ (*< + f*)» ^ — ^0- 
Die Gleichungen 17) ergeben 

cos ^ s= ^ — , also — const., 

und 

tg/-=tg(A^ + ft) 
d.h. 

wo n eine ganze Zahl bedeutet. Aus der Gleichung 18) folgt endlich 

^ - >^^S^^5SS f + consi 

§4. 

Wir wollen jetzt die Rotation eines sckwereriy starren Körpers 
um einen festen Punkt ins Auge fassen. Die Betrachtungen, die in 
der vierten Vorlesung angestellt sind, lehren zwei Integrale der für 
diese gültigen Differentialgleichungen kennen; der Satz von der leben- 
digen Kraft liefert das eine, der Satz Ton der Erhaltui^ der Flächen 
in Bezug auf eine, horizontale Ebene das zweite. Wir nehmen die 
(-Achse vertikal abwärts gerichtet an, beziehen |, i}, t &uf deh Schwer- 
punkt des Körpers, nennen m die Masse desselben und g die Schwere; 
bei den in den Gleichungen 16) und 17) der sechsten Vorlesung ge- 
brauchten Bezeichnungen ist dann nach den am Ende der fünften 
Vorlesung für die Drehungsmomente aufgestellten Formeln 

und, wenn man die jgi -Achse durch den Schwerpunkt legt und s den 
Abstand dieses Ton dem festen Punkte nennt, wobei 
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wird: 

Jlfa, -« — m^^}', , jMy ■= ^g^Yi , Af, = 0. 

Hiemach giebt die letzte der Gleichimgeii 17) der sechsten Vorlesung 

BT . dT , BT ^ .^. 

y^d^ + y^ d-q + y» ä7 - ^' 1») 

wo C eine Constante bedeutet. Diese Gleichung spricht den Satz von 

der Erhaltung der Flächen in Bezug auf die ^i? -Ebene aus. 

Die Gleichungen 16) der sechsten Vorlesung werden 

d dT BT BT 
diTp''''H'^^B-r-'^9s?^ 

d BT BT BT . „. 

-d'tTq=Pd^-''Tp + '^^'y^ 20) 

±BT^ BT _ BT 
dt Br^^ ^ Bp ^ Bq' 

Man hat dieselben mit p, .g^ r zu multipliciren und zu addiren, um 
durch Integration die Gleichung zu erhalten^ die den Satz von der 
lebendigen Kraft ausdrückt. Da nämlich T eine homogene Function 
zweiten Grades von Pf q, r ist, so hat man 



überdies ist 



woraus folgt 



o m dT , BT . BT 

^^-PBi + ^rq + ^'-B^'^ 



dT 
dt 



i ~Bpdt'^ Bq dt "T" Br dt' 



dt ~P dt'Bp'^^dt Bq^*' dt Br 



Nimmt man hinzU; dass 

ist, so ergiebt sich auf dem angegebenen Wege 

T^mgsy^ + H, 21) 

wo H eine Constante bedeutet 

Ein drittes allgemeines Integral der hier zu behandelnden Differen- 
tialgleichungen zu finden, ist nicht gelungen. Wir specialisiren unser 
Problem zunächst durch die Annahme, dass die ;?-Achse; also die durch 
den festen Punkt und den Schwerpunkt des Körpers gelegte Linie, 
eine der Hauptachsen für den festen Punkt ist. Die Achsen der x 
und der y können dann so gewählt werden, dass sie die beiden andern 
Hauptachsen sind, dass also f&r T der in der Gleichung 3) angegebene 
Ausdruck gili Nun nehmen wir ferner an, dass 

ist; die letzte der Gleichungen 20) wird dann integrabel und giebt 

r BB const. 
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Zugleich werden die Gleichungen 19) und 21): 

Nun fahren wir wieder die durch die Gleichungen 8) der f&nften 
Vorlesung definirten Winkel ^, g), f ein. Nach 12) und 14) werden 
dann diese Gleichungen 

P sin« dd^ -= (C7 — Ur cos ^) dt 

P (rf^ + sin* »dip^) — (2mg8 cos ^ + 2iy - JJr«) diK ^ 

Da in ihnen g> und t selbst nicht vorkommen, sondern nur ihre 
Differentiale, so kann man aus ihnen durch Integration 9 und i als 
Functionen von d, also auch ^ und 9 ab Functionen Ton t darstellen; 
ist das geschehen, so erlaubt die Gleichung 13) auch f als Function 
Ton t zu berechnen. Die Functionen, auf die man auf diese Weise 
kommt, sind elliptische. 

§5. 

Durchführen wollen wir die eben angedeutete Bechnung nur f&r 
einige specielfe Fälle. Zuerst nehmen wir an, dass p und j für ^ «- 
Terschwinden, d. h. dass zur Zeit ^ »» die augenblickliche Drehungs- 
achse die je^-Achse ist Die Gleichungen 10) und 12) zeigen, dass 

dann auch -jr und -^ für ^ «» verschwinden; ist ^^ der Werth von 

^ f&r ^ >« 0, so ist daher nach den Gleichungen 22) 

= C — Urcos^o 
und 

= 2mgs cos^o + 2H— Br«; 

dieselben Gleichungen werden also: 

P sin* (^dq> — Er (cos d'^ — cos &) dt 

P (dd» + sin* »dip") — 2mgs (cos ^ — cos ^0) ^^' ^ 

Eliminirt man aus ihnen dip und fELhrt statt 9' und d'^ die Hälften 
dieser Winkel ein, so erl^lt man 

P* sin* I cos* I d9^ 24) 

- (sin*^ - sin*|){4m<75Psin*|cos*|-l?r*(sin*|j^-sin*|)) dt\ 

Nun setzen wir 

sin*| — sin*^» -3l*cos**, 25) 

wo M eine Constante bedeutet, über die zu verfilgen wir uns vor- 
behalten; dabei wird 

sin ^ COS ^ (I'^ -B 2ilf * sin ^ cos ^d^. 
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Die Gleichung 24) erhalt daher den Factor M^ cos' ^ und giebt bei 
Fortlassnng desselben 

4P»JP8in«*rf*» 

— J4w5«P(8in«^-3rcos«^)(cos»^ + JlPcosV)— iPr»3l»cos«^)d^«. 

Der Factor von dfi ist eine Function ssweiten Grades yon cos* ifj also 
auch eine solche von sin* ^; bestimmen wir die Grösse M so, dass 
das von sin' ^ unabhängige Glied in ihm verschwindet, so lasst sich 
die Gleichung auch durch sin* ^ diyidiren und auf die Form 

d^« = A* (1 — ac* sin« ^) dt* 26) 

bringen, wo X und x gewisse Constanten bedeuten. Es ist dann IP 
aus der quadratischen Gleichung 

AmgsP (sin* y — ^f*) (cos* ^ + Jf *) - iPr*Jlf* — 

zu bestimmen und es wird 

.j ^mgaP(%M* + cob ^q) + B^r* 
^ "■ 4P« 

8 Amg8PM* 

Die quadratische Gleichung f&r If* lasst sich schreiben 

die eine ihrer Wurzeln ist positiv, die andere negativ; wir wählen die 
positive, d. h. wir setzen 

wo die Wurzelgrösse positiv zji nehmen ist. Dadurch wird 



ifngsP 



1 - 2x* ^ *"*^'^ 



+ 008^0 



Der f&r 1 — 2x* aufgestellte Ausdruck liegt zwischen — 1 und + 1, 
und daher x* zwischen und 1; A* ist positiv. Hiemach können wir 
das Integral der Gleichung 26) schreiben 

^ = am (il< + fi), Mod. x , 
wo fi die Constante der Integration bedeutet 
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Wir wollen den Fall weiter yerfolgen, dass r als unendlicli gross 
angesehen werden kann. Dann wird x = 0, also 

^ = Xt + n 27) 

und nach 25) 

sin» I = sin»^ — M « cos« {Xt + ^); 

femer wird 

3f » - ?^ sin« *„ 

Hiemach schwankt d zwischen zwei unendlich nahen Grenzen in 
unendlich kurzen Perioden. Die Integration der ersten der Glei- 
chungen 23) wird dadurch leicht^ dass auf ihrer linken Seite ^^ statt 
d' gesetzt werden kann; sie wird dadurch bei Bücksicht auf die Glei- 
chungen 25) und 27) 

P sin« d^ rf^ = — cos* ifdif , 

oder bei dem Werthe.^ den M^ hai, 

dip-^ — -g^ cos» ifdi;. 
Da 

J COS« ifdif — 2 H — 4— , 

so folgt hieraus bei Benutzung von 27) 

9 = - ^'(^ + ^ sin2*) + const., 

oder, da A unendlich gross von der Ordnung von r ist, bei Ver- 
nachlässigung von unendlich Kleinem: 

q) = — -J- t + const. 

Der Winkel f endlich ergiebt sich leicht aus 13), wenn man hier d^ 
für d setzt; man findet 

f^^fp cos 4^0 — rt -}- const. 
oder 

/*— — (^ + ^ cos ^o) < -f const 

§6. 

Statt der Annahme, die im vorigen Paragraphen verfolgt ist, 
dass p und q ftlr t=^0 verschwinden, wollen wir nun die Annahme 
machen, dass f&r ^ «> 0, also immer r «» ist. Die Gleichungen 22) 
werden dann 
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P sin« »dq> — Cdt 
P(de* + sin* »dip^ — 2 (mgs cos * + fi) dt*, ^ 

Sie sind, abgesehen von einer Verschiedenheit der Bezeichnung^ 
identisch mit den Gleichungen 12) der zweiten Vorlesung, woraus 
folgte dasB in dem hier betrachteten Falle die durch den festen Punkt 
und den Schwerpunkt des Körpers gehende gerade Linie gerade so 
sich bewegt, wie ein einfaches Pendel von gewisser limge. Diese 
liLnge l ist bestimmt durch die Gleichung 

ma 

Ist die Constante C in den Gleichungen 22) oder, was dasselbe ist, 
die Constante c in den Gleichungen 12) der zweiten Vorlesung «> 0, 
so ist 

q> »- Const. 
und 



(S-f (»-"»•?). 



29) 



wo h eine willkürliche Constante bedeutet. Dieselbe muss positiy 
sein, da die linke Seite der Gleichung 29) positiy ist, kann aber 
jeden Werth zwischen und -f~ <^ haben. Ist & < 1 , so kann man 



sm* — 



mit der näheren Bestimmung setzen, dass a zwischen und x liegt; 
es ist dann a die Amplitude der ebenen Schwingungen, welche der 
Körper oder das Pendel ausfährt, Macht man 

sin^s» sin-ciin^y 

so wird dabei, wie schon an dem mehr&ch erwähnten Orte be- 
merkt ist, 



1/ 1 — sin* — sin* -^ 



also 



am Uyj + M , Mod. sin " 



2' 
wo fi eine willkürliche Constante bedeutet, oder 

sin ^ a» sin |^ sin am U|/y + f* ), Mod. sin ^ - 

Ist aber in der Gleichung 29) A > 1 , so kann man 
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setssen, wo x einen reellen echten Bruch bedeutet; man erhalt dadurch 



oder 

2 






wo n wiedernm eine willkürliclie Constante, und x positiv oder 
n^ativ zu nehmen ist, je nachdem ^ bei wachsendem t zunimmt oder 
abnimmt. 



Achte Vorlesug. 

(Messnng der Schwere. Pendel. Correspondirendes einfaches Pendel. BeTersions- 
pendel. BesBel^s Pendelyersuche. Einfloss der Lnft. Aendeningen der Schwere 

mit der Höhe und mit der geographischen Breite.) 

§ 1. 

Wir haben diejenigen Bewegungen; als deren Ursache man die 
Schwere bezeichnet; schon mehrfach als Beispiele zur Erläuterung der 
allgemeinen Begriffe und Sätze der Mechanik betrachtet; wir wollen 
diese Bewegungen jetzt näher ins Auge fassen und zunächst aus- 
einandersetzeU; wie die Schwere gemessen wird. Es dient hierzu die 
Beobachtung der Schwingungen eines schweren Körpers, der um eine 
horizontale Achse drehbar ist. Eine solche Vorrichtung nennt man 
ein Pendel, und zwar ein »usammengesetetes im (Gegensätze zu einem 
einfachen Pendel, das wir schon zu besprechen gehabt haben. Halten 
wir die Voraussetzung fest, dass die Schwere eine constante be- 
schleunigende Kraft ist, betrachten das Pendel ab einen starren Korper 
und sehen ab yon dem Einfluss der Luft, der Bewegung der Erde und 
der Reibung an der Drehungsachse, so können wir die Bewegung 
eines solchen Pendels sehr leicht durch Rechnung verfolgen. Die 
Lage desselben in einem Augenblick ist durch eine Variable bestimmt; 
zu dieser wählen wir den Winkel ^, den die durch die Drehungsachse 
und den Schwerpunkt des Pendels gelegte Ebene mit der vertikalen, 
durch die Drehungsachse gelegten Ebene bildet. Nach § 5 der vierten 
Vorlesung gilt der Flächensatz in Bezug auf eine zur Drehungsachse 
senkrechte Ebene, weil die Verbindungen der Punkte des Pendels eine 
DrehutLg um diese gestatten, und dieser Satz liefert eine Differential- 
gleichung f&r jenen Winkel. Nennen wir g den Werth der Schwere, 
m die Masse des Pendels, s den Abstand seines Schwerpunkts von 
der Drehungsachse und K sein Trägheitsmoment in Bezug auf diese, 
so ist diese Differentialgleichung 

^•^ ms . -. 

^«-i/^fsm^. 

Sie ist nach § 2 der zweiten Vorlesung identisch mit derjenigen, 
welche für die ebenen Schwingungen eines einfachen Pendels gilt, 
falls die limge l dieses Pendels der Gleichung 
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i - — 1) 

genügt Man nennt dieses einfache Pendel das dem gegebenen cor- 
respondirende] bei gleicher Amplitude hat es dieselbe Schwii^nga- 
dauer wie das gegebene. Hat man nach 1) mit Hülfe voii Ab- 
messungen, die an den Theilen des Pendels yorgenommen sind, I 
bestimmt und die Schwingungsdauer T, die einer unendlich kleinen 
Amplitude entspricht, durch Beobachtung ermittelt, so findet man g 
aus der Gleichung 

Ein Paar einfacher Beispiele mögen die Weise erläutern, in der 
l gefanden werden kann. 

Es bestehe das Pendel aus einer homogenen Eugel und einem 
Faden, dessen Masse vernachlässigt werden kann. Der Schwerpunkt 
der Eugel ist, wie der Schwerpunkt eines jeden homogenen Körpers, 
der einen Mittelpunkt hat, der Mittelpunkt; es ist also s gleich dem 
Abstände des Mittelpunktes der Eugel von dem Aufhängungspunkte. 
Etwas mehr Rechnung erfordert die Bestimmung des Trägheits- 
momentes. 

Es sei dtn ein Massenelement eines Eorpers, das die Coordinaten 
or, y, SS hat; das Trägheitsmoment des Körpers in Bezug auf die i? -Achse 
ist dann 



■i 



dm (x^ + y*). 



Nehmen wir nun an, dass der Eörper die constante Dichtigkeit ^i 

habe und ein Rotationskörper sei, dessen Rotationsachse die i? -Achse 

ist. Setzen wir 

y '^r cos 9 , i? «» r sin 9 , 

so wird jenes Trägheitsmoment 



^ f I I ^^^^^^9 (^* + ^ ®^' 9) f 



oder, da nach 9 von bis 2 « zu integriren und 

cos* tpdtp ^» n 
ist, 



Sil 



— 2 «fi ffdxrdr (a:« + ^*) • 2) 

Hier hat man x und r sich vorzustellen als die rechtwinkligen Coor- 
dinaten eines Punktes der Fläche, durch deren ganze Umdrehung der 
Körper entstanden ist. 

Es sei nun der Körper eine Kugel vom Radius R und der An- 
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fangspunkt der Coordinaten sei der Mittelpunkt derselben. Die ge- 
nannte Flache ist dann ein Halbkreis. Setzt man 

X «^ Q cos ifj r — (> sin ^, 

so ist das Integral 2) in Bezug auf q von bis i?, in Bezug auf ^ 
Yon bis ff zu bilden, und fär dx dr ist QdQ d^f zu setzen. Das 
Integral ist daher 

R n 

"^ *M / / Q^^9 (1 + cos* ^) sin ^d^ 

d.h. 

= -|ff^2f, 

oder, wenn m die Masse der Kugel bedeutet, also 

ist, 

Nach einem im § 1 der sechsten Vorlesung abgeleiteten Satze ist 
daher das Trägheitsmoment der Pendelkugel in Bezug auf die Drehungs- 
achse des Pendels 

und nach Gleichung 1) die Länge des correspondirenden einfachen 
Pendels 

= 5-4- — 

' * B 

Berechnen wir jetzt das Trägheitsmoment eines Cylinders von der 
Dichtigkeit ft, der Länge L und dem Radius B, in Bezug auf eine 
Achse, die auf der Cylinderachse senkrecht steht und durch ihren 
Mittelpunkt geht. Es ist dasselbe dem in 2) gegebenen Ausdrucke zufolge 



= 2«(t/' /rf«rdr («« 4- 2-) 



t 
d.h. 

oder, wenn man wieder die Masse m nennt, d. h. 
setzt, 

Ist der Cylinder ein dfinner, langer Draht, so kann man hierftir ohne 
merklichen Fehler schreiben 

12 
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Hiemach sind wir im Stande ^ die Länge l des einfachen Pendels 
zu berechnen, welches einem Pendel correspondirt, das aus einer Kugel 
und einem Drahte besteht. Es seien nti und m^ die Massen von Kugel 
und Draht, Si und s^ die Entfernungen ihrer Schwerpunkte vom Auf- 
hängungspunkte, El der Radius der Kugel, L^ die Länge des Drahtes, 
so dass 

Ist dann wieder m die Masse des ganzen Pendels und s der Abstand 
seines Schwerpunktes vom Aufhängungspunkte, so ist nach den im 
§ 3 der vierten Vorlesimg angeführten Sätzen über den Schwerpunkt 
eines Systemes yon Massen 

ms «= WjSi + m^Sg. 

Ferner ist das Trägheitsmoment in Bezug auf die Drehungsachse des 
Pendels für die Kugel 

und für den Draht 



ni^ 



Daher ist nach 1) 



4 

3 



{» 



+ m, X- 
m^ 2 



Hat man JR| und L^ gemessen und das Verhältniss— durch die Wai^e 
bestimmt, so kann man hiemach l berechnen. 

. §2. 

In ähnlicher Weise kann man verfahren, wenn an dem Pendel 
mehr als zwei Theile zu unterscheiden sind) immer aber muss mau, 
um aus den an diesen vorgenommenen Abmessungen l zu berechnen, 
die Voraussetzung machen, dass jeder einzelne Theil homogen ist. 
Eine Methode zur Messung der Schwere, die von einer solchen miss- 
lichen Voraussetzung frei ist, bemht auf der Anwendung eines so- 
genannten Beversionspendeh. Ein solches besteht aus einer festen 
Stange, die zwei parallele, auf ihrer Längsrichtung senkrechte Schneiden 
trägt, welche ihre Schärfen gegen einander kehren; an der Stange 
ist ein Gewicht oder sind mehrere Gewichte befestigt. Jede Schneide 
kann als Drehungsachse des Pendels dienen. Im Allgemeinen wird 
die Länge des correspondirenden einfachen Pendels eine andere sein, 
je nachdem das Reversionspendel auf der einen oder auf der andern 
Schneide schwingt; durch passende Stellung des Gewichtes oder der 
Gewichte kann man es aber erreichen, dass für beide Schneiden bei 
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gleicher Amplitude die SchwiBgongsdauer dieselbe, d. h. dass f&r 
beide Schneiden die Länge l des correspondirenden einfachen Pendels 
dieselbe ist In diesem Falle hat man nach 1) 



l 



l — 






WO m die Masse des Pendels, Tc sein Tiligheitsmoment in Bezug auf 
eine Achse, die durch den Schwerpunkt parallel den beiden Schneiden 
gelegt ist, und «^, ^ die Entfernungen des Schwerpunkts von den 
beiden Schneiden bedeuten. Aus diesen Oleichungen folgt 

oder unter der Voraussetzung, dass nicht «i «» ^ ist, 

J — s, + s^. 
Ist nun noch die Bedingung erfüllt, dass der Schwerpunkt in der 
Ebene der beiden Schneiden liegt, so ist s^ -f- s, der Abstand der 
beiden Schneiden von einander, und durch Messung dieses Abstandes 
lernt man die Lange des correspondirenden einfachen Pendels kennen, 
ohne Weiteres über die Vertheilung der Masse ermittelt zu haben. 

§3. 

Einen andern Weg hat Bessel bei seinen berühmten „Unter- 
suchungen über die Länge des einfachen Sekundenpendels^*) ein- 
geschlagen, um sich Yon der Voraussetzung der Homogenität der Theile 
des Pendels unabhängig zu machen und zugleich eine andere Fehler- 
quelle zu eliminiren, die in Folgendem besteht. Die Drehungsachse 
des Pendels wird gewöhnlich durch eine Schneide gebildet, die auf 
einer horizontalen Unterlage ruht. Die Schärfe der Schneide ist aber 
nicht eine mathematische Linie, sondern ein schmaler Theil einer 
Cylinderfläche you sehr starker Krümmung; das bewirkt, dass die 
Drehungsachse des Pendels nicht genau in der Ebene liegt, welche 
die Schneide trägt, und nicht genau angebbar ist. Eine ähnliche 
Unsicherheit bleibt bei jeder andern Aufhängungsart des Pendels. 
Bessel benutzte zwei Pendel, die aus derselben Kugel, derselben Schneide 
und zwei Drähten gebildet waren, deren Längenunterschied mit der 
äussersten erreichbaren Genauigkeit gemessen wurde. Hieraus und aus 
den Schwingungsdauem der beiden Pendel liessen sich die Längen der 
einem jeden Ton ihnen correspondirenden einÜEU^hen Pendel berechnen 
ohne die Annahme, daas die Kugel homogen und die Schärfe der 
Schneide eine mathematische Linie wäre. 



*) Abhandlungen der Berliner Akademie f&r das Jahr 1826. 

Kirchhoff, ÜMhanik. 4. Aufl. 6 
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§4. 

Nicht ausser Acht zu lassen ist bei PendelTersuchen der Einfluss, 
den die Luft auf die Bewegung des Pendels ausübt. Diesen yoU- 
ständig anzugeben, ist eine Aufgabe der Hydrodynamik, denn er lasst 
sich nicht ermittehi, ohne dass man die Bewegung bestimmt, in welche 
die Luft durch das Pendel versetzt wird. Es sollen hier nur historisch 
einige Angaben über ihn gemacht werden. 

Wenn ein Körper in der Luft ruht, so übt diese auf seine Ober- 
fläche Druckkräfte aus, deren Resultante vertikal aufwärts gerichtet^ 
gleich dem Gewichte der verdrängten Luft ist und ihren Angriffspunkt 
in dem Schwerpunkte der verdrangten Luft hat. Dürfte man annehmen, 
dass bei dem schwingenden Pendel die von der Luft herrührenden 
Druckkräfte eben so gross sind, als wenn das Pendel ruht, so würde 
hiemach der Einfluss der Luft auf die Schwingungsdauer sich leicht 
angeben lassen. Bezeichnen wir durch wl die Masse der yerdrängten 
Luft, durch s die Entfernung ihres Schwerpunkts von der Drehungs- 
achse des Pendels und nehmen der Einfachheit wegen an, dass dieser 
Schwerpunkt in einer Ebene mit dem Schwerpunkt des Pendels und 
seiner Drehungsachse liegt, so wäre dann das Drehungsmoment, welches 
auf das Pendel wirkt, 

— [ms — m's') g sin ^, 

also die Differentialgleichung seiner Bewegung 

K -^ = — (ms — m's') g sin ^, 

und die Länge { des correspondirenden einfachen Pendels 

K 



ms — m » 



Diese Gleichung stellt aber nicht erschöpfend den Einfluss der Luft 
auf die Schwingungsdauer des Pendels dar. Man pflegt zu sagen, 
dass das Pendel eine Luftmenge mit sich hin- und herführt, und dass 
dadurch das Trägheitsmoment des Pendels yergrössert wird. Wie 
dem auch sei, jedenfalls kann man setzen 

wo A eine unbekannte Zahl bedeutet, die abhängig ist Ton der Gestalt 
des Pendels und seiner Schwingungsdauer, sowie von der Beschaffen- 
heit der Luft, nicht aber von der Masse des Pendels und ihrer Ver- 
theilung. Bessel bestimmte A experimentell, indem er zwei Pendel von 
gleicher Gestalt, nahe gleicher Schwingungsdauer, aber verschiedener 
Masse benutzte. 

Bei einem Reversionspendel hebt sich der Einfluss der Luft auf 
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die Schwinguugsdauer fort, falls die Gestalt des Pendels symmetrisch 
in Bezug auf die beiden Schneiden ist. Diese Bedingung kann erfELllt 
werden, obwohl die Yertheilung der Masse nicht symmetrisch in 
Bezug auf die beiden Schneiden sein darf , weil sonst ^^ ■» ^ sein 
würde, welchen Fall wir ausschliessen mussten. Man erreicht den 
genannten Zweck z. B. durch zwei gleichgestaltete Linsen, die sym- 
metrisch an der Pendelstange angebracht sind, von denen die eine 
hohl, die andere voll ist. Bei der früher gebrauchten Bezeichnung 
ist dann, wenn die Gleichheit der Schwingungsdauer für beide Schneiden 
hergestellt ist, nach 3) 



l 



ff»«| — m'$' 



und 4) 

woraus folgt 

gerade so, als ob die Lufk gar keinen Einfluss ausübte. Die Voraus- 
setzung der Symmetrie der Gestalt des Pendels, die wir gemacht 
haben, ist bei diesem Schlüsse wesentlich; fände sie nicht statt, so 
hätten nämlich s' und X in den beiden Gleichungen 4) verschiedene 
Werthe. 

§5. 

Pendelversuche, die an verschiedenen Orten ausgeführt sind, haben 
gezeigt, dass die Schwere nicht überall auf und in der Nähe der Erd- 
oberfläche denselben Werih hat. Steigt man aufwärts, so nimmt die 
Schwere ab. Von dieser Aenderung derselben kanxi man sich Rechen- 
schaft geben, wenn man von der Newton'schen Lehre ausgeht, dass 
die Schwere eine Folge der Gravitation ist. 

Zwei Massen m und tu,, die in der Entfernung r^ von einander 
sich befinden, üben nach dem Gesetze der Gravitation Kräfte auf 
einander aus, deren Potential bei passend gewählter Masseneinheit 

ist. Wirken viele Massen m^ gravitirend auf die Masse m, so hat die 
auf diese ausgeübte Kraft das Potential 

-2^ ■ 

Wir wollen dieses' Potential fUr den Fall berechnen, dass die 
Massen m^ die Theile der Erde sind, unter der Voraussetzung, dass 
die Erde eine Kugel und ihre Dichtigkeit in gleichem Abstände vom 
Mittelpunkt dieselbe ist. Wir denken uns eine Masse, die mit der 
Constanten Dichtigkeit fi den Zwischenraum zwischen zwei con- 

6* 
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centrischen Eugelflächen erföllt, deren Radien R und R -f- dR sind. 
Das Potential dieser Masse in Bezug auf die Masseneinheit, die im 
Abstände r von dem Mittelpunkte der Eugelflächen sich befindet, 
d. h. das Potential der Kräfte, welche jene Masse auf diese Massen- 
einheit ausübt, ist 

= (iR^dR f f— ^^^^ , 5) 

wo die Wurzelgrösse positiv zu nehmen und die Integration in Bezug 
auf w von bis 2n, in Bezug auf d" von bis jc auszudehnen ist. 
Die erste Integration ist unmittelbar ausführbar und die zweite wird 
es, wenn man an Stelle von 0* einführt 

Q =}/B« + r* — 2Rr cos^ . 
Da dann 

QdQ=^ Rr sin ^dd^ 

ist, so wird der Ausdruck 5), wenn man q" den grössten, q' den 
kleinsten Werth Ton q nennt, 

— ** — r — K.9 — P )• 
Es ist aber 

und q' ist gleich der positiven von den beiden Grössen R — r und 
r — B; d. h. es ist p' = r — B, wenn der Punkt, auf den das Potential 
sich bezieht, ausserhalb der Eugelschale liegt, und p' = B — r, wenn 
er in ihrem Innern sich befindet. In jenem Falle ist daher der 
Ausdruck 5) 

in diesem 

^ li4txRdR. 

Hierdurch ist bewiesen, dass das in Rede stehende Potential in Bezug 
auf jeden inneren Punkt constant, in Bezug auf jeden äusseren so 
gross ist, als ob die Masse der Eugelschale in ihrem Mittelpunkte 
concentrirt wäre. 

Bei den über die Erde gemachten Voraussetzungen ist daher ihr 
Potential in Bezug auf einen Eörper, der ausserhalb ihrer sich be- 
findet, so gross, als ob ihre ganze Masse in ihrem Mittelpunkte con- 
centrirt wäre, und die Anziehung, die der Eörper von der Erde er- 
fährt, ist dem Quadrate seiner Entfernung vom Erdmittelpunkte 
umgekehrt proportional. Es stimmt hiermit das Resultat überein, 
welches die Pendelversuche in Betreff der Abnahme der Schwere bei 
wachsender Hohe ergeben haben. 

Den Pendelversuchen zufolge ändert sich die Schwere aber auch 
in der Erdoberfiäche oder, was dasselbe ist, im Meeresniveau. Sehr 
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näher angs weise, wenn auch nicht genau , ist sie hier von der geo- 
graphischen Länge des Beobachtungsortes unabhängig, aber bedingt 
durch die geographische Breite. Bezeichnet man diese durch ^ und 
nimmt als Einheit der Zeit eine mittlere Sekunde , so hat man nach 
den Pendelyersuchen mit grosser Genauigkeit 

i, = 9-, 8309 (l - i?^) . 6) 

Dass die Schwere mit der geographischen Breite des Beobachtungsortes 
sich ändert; ist als eine Folge der Drehung der Erde anzusehen, wie 
in der folgenden Vorlesung gezeigt werden soll. 



Nennte Yorlesang. 

(Einfluss der Drehung der Erde anf die Bewegung der Körper an ihrer Oberfl&che. 
Centrifagalkraft. Abweichung frei fallender Körper von der Lothlinie. Foucault- 

scher Pendelyeranch.) 

§1. 

Bei der üntersucliung der Bewegung schwerer Körper haben wir 
ein Coordinatensystem benutzt; welches in der Erde fest ist, und 
gleichwohl die Differentialgleichungen der Bewegung angewandt, welche 
ein im Räume festes Coordinatensystem Toraussetzen. Da die Erde 
sich bewegt; so liegt hierin eine üngenauigkeit; die zu heben wir 
nun suchen wollen. Zu diesem Zwecke müssen wir zusehen , welche 
Veränderungen an den Differentialgleichungen der Bewegung an- 
zubringen sind; wenn sie fQr ein bewegtes Coordinatensystem gelten 
sollen statt für ein ruhendes. In einem besondem Falle haben wir 
diese Aufgabe bereits im § 4 der yierten Vorlesung gelost; in dem 
Falle nämlich; dass die Achsen des Coordinatensystemes bei ihrer Be- 
wegung dieselben Richtungen behalten; und wir haben dort nach- 
gewiesen; dasS; wenn überdies das Coordinatensystem mit gleich- 
bleibender Geschwindigkeit in derselben Richtung fortschreitet; dieselben 
Differentialgleichungen gelten, wie wenn das Coordinatensystem ruht. 
Der Mittelpunkt der Erde bewegt sich in seiner Bahn um die Sonne 
so nahe mit gleichbleibender Geschwindigkeit in ungeänderter Richtimg; 
dass man für die Bewegungen auf der Erde ohne merklichen Fehler 
die Differentialgleichungen; die für ein ruhendes Coordinatensystem 
gelten; auch anwenden darf in Bezug auf ein Coordinatensystem; 
dessen Anfangspunkt der Mittelpunkt der Erde ist^ und dessen Achsen 
im Räume feste Richtungen haben. Anders aber; als mit der fort- 
schreitenden Bewegung der Erde verhalt es sich mit der Drehung 
um ihre Achse; die einen bemerkbaren Einfluss auf die Bewegungen 
der Körper; relativ zur Erde; ausübt, um diesen zu finden; denken 
wir uns ein System von materiellen Punkten; auf welche beliebige 
Ejrafte wirken, und welche beliebigen Bedingungsgleichungen unter- 
worfen sind; und beziehen die Lagen, welche diese Punkte zur Zeit t 
habeU; gleichzeitig auf zwei CoordinatensystemC; von denen das eine 
im Baume ruht, das andere sich bewegt. Es sei m die Masse eines 
der Punkte; x, y, g seien seine CoordinateU; X; T; Z die Componenten 
der auf ihn wirkenden Kraft zur Zeit t in Bezug auf das ruhende 
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Coordinatensystem; Xj y'y fi\ X', Y\ Z' bezeichnen dieselben Ghrössen 
in Bezug auf das bewegte; endlich seien dx^ iy^ de virtuelle Variationen 
Ton X, y, g, und Sx'j Sy% dz' die entsprechenden Variationen von 
x\ y\ z\ Nach dem d'Alembert'schen Principe ist dann 

In diese Gleichung fahren wir die gestrichenen Buchstaben an Stelle 
der ungestrichenen ein. Dabei benutzen wir^ dass 

Xix + Y8y + Zog -= X'dx + T8y' + Z'8g 

ist, da diese beiden Ausdrücke die Arbeit derselben Kraft f&r dieselbe 
Verrückung ihres AngrifiPspunktes darstellen; im üebrigen führen wir 
die Rechnung nur unter der Voraussetzung, dass das bewegte Coor- 
dinatensystem sich mit constanter Winkelgeschwindigkeit um die 
jEf-Achse drehi Wir nehmen die beiden Coordinatensysteme als con- 
gruent an, lassen ihre Anfangspunkte mit einander, die £'- Achse mit 
der je -Achse zusammenfallen und setzen 

X «^ x' cos wt — y' sin tot 

y = a?' sin w^ + y cos wi 2) 

« = *'; 

dann ist w die Winkelgeschwindigkeit, mit der das bewegte System 
in dem Sinne sich dreht, in dem die rc-Achse um einen rechten 
Winkel gedreht werden müsste, um in die y -Achse zu fallen. Aus 
den Oleichungen 2) folgt: 

8x = 8x' cos wt — 8y' sin wt 

dy «a 8x' sin wt + dy' cos wt 3) 

dg — Sg', 
femer 

^ = -^ cfos w< — -4^ siawt — wx' sinwt — wy' coswt 

^ =» -^ sintr/ + ^ cosw^ + wx' coswt — wy' sinwt 

dt ^d£ 
dt " dt 

und 
d*x d^x' . d^y . . 

— 2m; -57 sinu;/ — 2w-jt cos wt — vfx' cos wt -}- u^y' sin wt 
d^y d*x' . . . d^y' . 

■m f -ml 

+ 2w -^ coBWt— 2w-Jj- sini^^ — u^x' smwt — w^y' coBwt 

d*^ d^3 
dt^'^'d?' 
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Hiernach wird die Gleichoiig 1) 

=^^(w -^ — X' — mw^x' — m2w -jA 8x 

+ [n^*^-Y- muj*y' + m2u, ^) iy' 4) 

+ (m 51' - ^) *.'. 

Diese GleichiiDg ist von derselben Form, wie die Gleichung 1); es 
folgt aus ihr, dass man von der Drehung des Coordinatensystemes 
der x', y\ e absehen kann, falls man zu den Kräften {X\ Yy Z"), 
die auf die materiellen Punkte wirken, noch gewisse hinzuf> die- 
jenige von diesen Kräften, die sich auf den Punkt bezieht, dessen 
Masse m genannt ist, hat zu Componenten 

fn{u^x' + 2w^), m{wY -2w^), 0. 5) 

Ist das System der materiellen Punkte in relativer Ruhe gegen 

die Achsen der x', y\ z\ so ist -^ — 0, -^ ■■ 0; die Ausdrücke 5) 

werden dann also 

mw^Xy mw*y', 0. 

Die Ejraft^ deren Componenten diese sind, ist senkrecht zur Drehungs- 
achse, der jei'- Achse, Ton dieser fort gerichtet und hat die Grösse 

mw^ Yx'^ + y'\ 

Man nennt diese Kraft die CmbrifugoXkraß, Bei einem Systeme von 
materiellen Punkten, welche ohne Aenderung ihrer relativen Lage mit 
gleichbleibender Winkelgeschwindigkeit um eine Achse rotiren, kann 
man, um die Beziehungen zwischen den Kräften zu beurtheilen, die 
auf sie wirken, von der Rotation absehen, falls man zu diesen Kräften 
die Centrifugalkräfte hinzuffigt, die der Rotation entsprechen. 

Dieser Satz lässt noch eine Verallgemeinerung zu, die wir ab- 
leiten wollen. Wir nehmen an, dass die Bedingungsgleichungen 
zwischen den Coordinaten x\ y% z' die Zeit nicht enthalten; die Ver- 
änderungen äx\ dy\ dz\ die x\ y\ z in dem Zeitelement dt erleiden, 
sind dann virtuelle Variationen von x'y y\ z' und können in die 
Gleichung 4) f&r dx", dy', iz' gesetzt werden. Greschieht das, so er- 
hält man 

+ (m ^ - r - m^y") iy 6) 
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Diese Gleichung stimmt überein mit einer, zu der man kommt, wenn 
man die Rotation des Coordinatensystemes vernachlässigt und dafär 
nur die ihr entsprechenden Centrifugalkräfte einfahrt. Ist nun ferner 
die Zahl der Bedingungsgleichungen zwischen den Goordinaten x'y y\ z' 
so gross, dass die augenblickliche Lage des Sjrstemes durch eint Variable 
bestimmt wird, so kann man aus 6) diese eine Variable, also die Be- 
wegung des Systemes berechnen. Daraus folgt, dass auch unter den 
jetzt gemachten Voraussetzungen die Einführung der Centrifugalkräfte 
ToUständig die Berücksichtigung der Rotation des Coordinatensystemes 
ersetzt. 

Dieses Resultat ist von Wichtigkeit in Bezug auf die Bewegungen 
der Körper auf der Erde; es zeigt, dass man bei ihnen von der Rotation 
der Erde absehen darf, wenn man zu den auf die Körper wirkenden 
Kräften die dieser Rotation entsprechenden Centrifugalkräfte hinzufügt^ 
vorausgesetzt, dass die Lage des Systemes durch eine Variable be- 
stimmt ist, und dass die Bedingnngsgleichungen zwischen den Coordi- 
naten in Bezug auf ein in der Erde festes Coordinatensystem die Zeit 
nicht enthalten. Die Schwere ist die Resultante aus der Anziehung, 
die die Masseneinheit von der Erde nach dem Gesetze der Gravitation 
erföhrt, und der aus der Rotation der Erde entspringenden Centrifdgal- 
kraft; diese Resultante ist es, welche durch die in der vorigen Vor- 
lesung besprochenen Pendelversuche gemessen wird. 

Sehen wir nun zu, wie hiemach die Schwere der Grosse und 
Richtung nach auf der Erdoberfläche sich ändern müsste, wenn die 
Erde eine Kugel und ihre Dichtigkeit in 
gleichem Abstände vom Mittelpunkte die 
gleiche wäre. Den Abstand des betrach- 
teten Körpers vom Erdmittelpunkte, also 
den Erdradius, nennen wir ü, die nach 
dem Erdmittelpunkte gerichtete, auf die 
Masseneinheit bezogene Anziehung der 
Erde G^ den Winkel, den der nach dem 
Körper gezogene Radius der Erde mit 
der Aequatorialebene dieser bildet, 9, 
und w die Winkelgeschwindigkeit der 
Erde. Die iP'-Achse legen wir in die 
Rotationsachse der Erde, die o:'- Achse in den Schnitt ihrer Aequatorial- 
ebene mit dem Meridian des Körpers. Die Componenten der Schwere 
g nach den Coordinatenachsen sind dann 

— (ff — fp* jR) cos 9, 0, — ffsin^. 
Daraus folgt 

i, - ö|/l - 2 ^ cos«,, + f^' C08*9, 




7) 
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und; wenn man ^ die geographische Breite des Beobachtnngsortes 
nennt; d. h. den Winkel zwischen dem Aequator und der Vertikalen, 
also der Richtung der Schwere, 

tg* — tg9 ^,-5. 8) 

Bei den Voraussetzungen, die wir über Gestalt und Beschaffenheit 
der Erde gemacht habeU; ist G gleich dem WerthC; den g unter dem 
Pole hat; es ist also nach der Gleichung 6) der vorigen Vorlesung, 
wenn die Zeiteinheit eine Sekunde ist, 

G — 9* 8309. 
Femer ist näherungsweise 

B — ^40000000» 

und 

2« 



%p 



24 . 60 . 60 ' 

daraus folgt 

G " 291 * 

Dieser Bruch ist so klein, dass bei unseren Betrachtungen sein Quadrat 
gegen die Einheit yemachlassigt werden kann. Geschieht das, so 
geben die Gleichungen 7) und 8) 



tg^ — tg9 (1 + ?^). 



Auch i; — 9 ist hiernach sehr klein, so dass man 

setzen darf; woraus dann folgt 

* — 9 — y sm 29 -g- • 
Mit derselben Genauigkeit ist 

Die erste von diesen beiden Gleichungen ist von derselben FonU; 
wie die aus den Pendelversuchen abgeleitete Gleichung 6) der vorigen 
Vorlesung; aber die Zahlencoefficienten von cos' ^ sind in beiden 
wesentlich verschi^en. Der Ghrund hiervon liegt darin, dass die Erde 
nicht, wie wir angenommen haben, eine Kugel ist; in Folge ihrer 
Drehung ist sie sehr naherungsweise ein abgeplattetes Rotationsellipsoid, 
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und daher ist ihre Anziehung um so gröseer, je grösser die geo- 
graphische Breite des Beobachtongsortes ist. Hierauf soll aber an 
dieser Stelle nicht naher eingegangen werden. 

§2. 

Auf die relative Bewegung der Körper gegen die Erde übt die 
Drehung dieser im Allgemeinen noch einen andern Einfluss aus, als 
den durch die Centrifugalkraft dargestellten. Es soll dieser jetzt fftr 
einen freien, schweren, materiellen Punkt untersucht werden. 

Es seien x\ y', z die Coordinaten des Punktes zur Zeit i in 
Bezug auf ein in der Erde festes Coordinatensystem, dessen jer'- Achse 
die Erdachse ist. Bezeichnen wir durch X', Y\ Z' die Componenten 
nach den Coordinatenachsen der Schwere, d. L der Resultante aus 
der Anziehung der Erde und der Centrifugalkrafl, so ist dann 

dt* ^ ^^ dt ^^ 

dW y, 

Da in diesen Gleichungen die Coordinaten selbst nicht vor- 
kommen, sondern nur ihre Differentialquotienten, so hört ihre Gültig- 
keit nicht auf, wenn man die Coordinatenachsen ohne Aenderung 
ihrer Richtung verschiebt; wir können also den Anfangspunkt in den 
Ort legen, den der Punkt zur Zeit < »> einnimmt; die ^ei'- Achse muss 
dann parallel der Erdachse sein. Die Componenten der Schwere 
sind, strenge genommen, nicht constant; wir wollen sie aber als 
constant ansehen, d. h. voraussetzen, dass die Bahn, die der Punkt 
beschreibt, unendlich klein gegen die Dimensionen der Erde ist. Wir 
bezeichnen die Schwere durch g^ die geographische Breite des Be- 
obachtungsortes, zwi£ichen und ^ genommen, durch ^, und legen 

die y'-Achse senkrecht zum Meridian, nach Osten gerichtet. Gehen 
die positiven Richtungen der x' und der g' von der Erde fort, so ist dann 

• Z'— — ^cos*, F — 0, Z'^^—gmnif 10) 

und tp ist positiv. 

Nun soll statt des Coordinatensystemes der x', y\ z' ein neues, 

ihm congruentes, das der x^ y, g, eingeführt werden, so dass die 

y-Achse mit der y'-Achse zusammenfiQlt, die ir- Achse die Richtung 

der Schwere hat und die Anfangspunkte zusammenfedlen. Man hat dann 

X = 0, r— 0, Z = j 
und 

a: «= — a:' sin^ + / cos^ 

y= y' 

j» — — »' cos^ — g' sin^. 
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Differentiirt man diese Gleichungen zweimal nach t^ so erhalt man 
durch Benutzung Ton 9) und 10), sowie der Gleichungen 

rc' = — ^ sin ^ — cos tf^, y ' = y 

^^^2w(ami>i^ + coBi,^) 11) 

d*M ~ ,äy 

Es können diese Gleichungen ohne weitere Voraussetzungen nach 
einer bekannten Methode integrirt werden; wir wollen indessen ihre 
Integrale vereinfachen durch die Annahme, dass Glieder von der 
Ordnung Ton to^y yemachlässigt werden können. Die An&ngswerthe 

von -jj} '^7 -^ nennen wir a, ß, y] wir erhalten dann aus 11) zunächst 

— - SS a — 2w sin^ • y 

^-=y + J^ — 2wcos^.y, 
und bei Benutzung hiervon, nach der genannten Annahme, 

"5* = iJ + 2w(a sin^ + y cos V) * + W' cos ^ • gtK 
Dieselbe Annahme f&hrt dann weiter zu den Gleichungen 

jer _ y< 4- (I _ fc;/J cos *) t^. 

Ist die Anfangsgeschwindigkeit «»0, d. L sind a, )S, y -« 0, so 

werden dieselben 

a; — 



woraus folgt 



y = w cos ^ • ^ 

y^^±^.y^. 12) 

Ein frei fallender Korper weicht hiernach in Folge der Drehung der 
Erde von der Lothlinie in einer zum Meridian senkrechten Richtung, 
und zwar nach Osten hin, ab. Es sind hierüber von Reich in Frei- 
berg Versuche angestellt; bei diesen war 

^ = 50^57', y — 9~,811, j»= 158-5. 

Die Gleichung 12) ergiebt hieraus y « 27"~,5; Reich fand y — 28"",4. 
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§3. 

Untersuchen wir nun noch die Bewegung eines einfachen Pendels, 
das um seinen Aufhängepunkt sich frei drehen kann, mit 'Bücksicht 
auf die Drehung der Erde. 

Wir benutssen ein Goordinatensystem wie das, auf welches die 
Gleichungen 11) sich beziehen, dessen iP-Achse vertikal abwärts ge- 
kehrt ist. Der Anfangspunkt sei die Gleichgewichtslage des schweren 
Punktes des Pendels, l die Länge dieses. Es findet dann die Be- 
dingungsgleichung 

«* + y* + G + ^)* — ? 

statt, und die Differentialgleichungen der Bewegung sind 

J-^-^2i.sin*g + ix 

g-2tc;(sin*g + cos^||) + Ay 13) 

Ein Integral derselben findet man, wenn man sie mit dx, dy^ d» 
multiplicirt, addirt und integrirt; so ergiebt sich 

dx^ + dy« + dij« — {2gB + H) dt\ 14) 

wo H eine willkürliche Constante bedeutet. Um zu einem zweiten 
Integral zu gelangen, bilde man aus 13) 

*S - y^ " 2^ »i^*(^äf + y% + 2«; cos^ . 0?^. 15) 

Diese Gleichung ist im Allgemeinen nicht integrabel; sie wird es. 
aber, wenn wir die Voraussetzung einführen, dass die Schwingungen 
des Pendels unendlich klein sind, was wir thun wollen. Es seien x 
und y gegen l unendlich klein von der ersten Ordnung; es ist dann 
8 von der zweiten Ordnung; es ist nämlich 

«* + y' 

Das letzte Glied in der Gleichung 15) ist daher von der dritten 
Ordnung, während die andern von der zweiten sind. Bei Vernach- 
lässigung jenes erhält man 

xdy — ydx -= (c + tc? sin ^ (ac* + y*)) ^*> 16) 

wo c eine neue willkürliche Constante bedeutet Die Gleichung 14) 
wird dabei 

d:c« + dy« - (- f (:c« + j^ + H) dt\ 17) 

1) Id der dritten Auflage hat g in dieser Gleichung und in den folgenden 
das unrichtige Voneichen. W. 
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In 16) und 17) setze man 

0? ea r cos 6, y — r sin 9, 

wo dann r und 6 Polarcoordinaten des schweren Punktes bedeuten; 

dadurch erhalt man 

r^dfe — (c + ^^ 8Üi ii) dt 

dr^ + r^de« — (— f r« + JT) dt*. 

Die erste dieser beiden Gleichungen wird, wenn wir 

e — tfi^sin^ — -Ö- 18) 

machen, 

f^d» — edt, 19) 

die zweite bei Benutzung hiervon 

d|J + r^d»* _ ((- 1 - ic;« sin« *) r« + JT - e2w sin*) d«". 20) 

An Stelle von H f&hren wir nun eine andere willkürliche Constante 
h durch die Oleichung 

H — e2w sin* <BB A 

ein und benutzen, dass to so klein ist, dass sein Quadrat yemach- 
lässigt werden kann; die Gleichung 20) wird dann 

df^ + f^dd* _ (- ^ r> + ä) d<«. 21) 

Die Gleichungen 19) und 21) können leicht vollständig integrirt 
werden; sie stimmen überein mit Gleichungen, auf die man kommt, 
wenn man die Drehung der Erde yemachlassigt, wie daraus herror- 
geht, dass sie w nicht enthalten, also ungeändert bleiben, weim man 
u; SS setzt. Setzt man ti; -» 0, so wird ^ «» 6, und r und ^ sind 
die Polarcoordinaten des Pendelkörpers. Berücksichtigt man die 
Drehung der Erde, so sind r und 9 diese Polarcoordinaten und zwischen 
9 und d" besteht die Relation 18). Daraus geht hervor, dass die 
relative Bewegung des Pendels zu der sich drehenden Erde dieselbe 
ist^ als ob die absolute Bewegung des Pendels diejenige wäre, die es auf 
der ruhenden Erde haben würde, die Erde aber mit der Winkel- 
geschwindigkeit ti; sin * um die vertikale, durch den Aufhängungs- 
punkt gehende Linie ostwärts sich drehte. 

Es ist dieses Resultat durch Versuche, die zuerst von Foucault 
angestellt sind, bestätigt. 



Zehnte Yorlesnng. 

(BelaÜTe Yerschiebimgen der Theile eines Eöipers. Dilatation einer Linie, einer 
Fläche, eines fiaumtheiles. Die Verändening eines unendlich kleinen Theiles eines 
Körpers ist zusammengesetit aas einer Verschiebung, einer Drehung und einer 
Ausdehnung nach drei aufeinander senfrechten Richtungen. Hauptdilatationen. 
Bewegungen an der Oberfläche eines Körpers und an der Berührungsfläche zweier 

Körper.) 

§1. 

unsere bisherigen Betrachtungen haben sich auf materielle Punkte 
und starre Körper bezogen. Die letzteren dachten wir uns als Systeme 
von unyeränderlich mit einander verbundenen materiellen Punkten; die 
FragC; ob diese sich stetig an einander schliessen, brauchten wir nicht 
zu erwägen^ und dass ihre Zahl unendlich gross ist, nicht zu beachten. 
Wir wenden uns jetzt zur Untersuchung der Bewegung von Körpern, 
welche HMJJf , ^jjf^^ siiid, deren Theile relative Verschiebungen erleiden; 
strenge genommen, findet das bei aUen Körpern der Natur statt. Den 
Ausgangspunkt dieser Untersuchung soll die Annahme bilden, dass die 
Korper stetig ausgedehnte Materie sind, und dass die Bewegung in 
ihnen sich stetig mit dem Orte ändert. Die Bedeutung dieser Annahme 
wird klarer hervortreten in den Gleichungen, in die wir dieselbe über- 
setzen wollen. Es seien a, b, c die Coordinaten eines materiellen 
Punktes eines Korpers zur Zeit ^, und x, y, z die Coordinaten desselben 
Punktes zur Zeit t; XyyyS sind dann Functionen der 4, stetig ver- 
änderlichen, Argumente a,hf e, t, und zwar stetige Functionen; ein 
materieller Punkt des Korpers, dessen Coordinaten zur Zeit i^ 

a'\'da, 6 + d6, c + de 

sind, hat zur Zeit t die Coordinaten 

x + dx, y+dy, c+däy 
wo 

äy-^'/a^a+Hdi + l^dc 
dsf'^P^da + ^^dh+.^^dc ist. 
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Diese Gleichungen bilden die Basis der Betrachtungen^ die wir an- 
zustellen haben. 

Wir können da, db, de als die Coordinaten zur Zeit t^ eines 
Punktes des Körpers in Bezug auf ein Coordinatensystem betrachten^ 
dessen Achsen denen des bis jezt benutzten parallel sind, dessen An- 
fangspunkt aber der Punkt ist^ dessen Coordinaten bis jetzt a^ b, c 
genannt wurden; die Coordinaten desselben materiellen Punktes zur 
Zeit t in Bezug auf dasselbe Coordinatensystem sind dann 

^ « _i_ ^* ^« _i_ ^^ ^?» _i_ ^* ^^ 

y_, + ||,a + Ud& + |fd/ 1) 

^-ci-l^da + ^^db+^^dc. 

Da da, db^ dc^ abgesehen dayon^ dass sie unendlich klein sein müssen^ 
willkürlich sind^ so erlauben diese Ausdrücke die Veränderung zu 
beurtheileU; welche ein unendlich kleiner Theil des Körpers in dem 
Zeiträume von t^ bis t erleidet. Das Charakteristische dieser Ausdrücke 
isty dass sie linear in Bezug auf da, db, de sind. Bei der Entwickelung 
der Folgerungen^ welche hieraus fliessen^ wollen wir uns einer neuen 
Bezeichnung bedienen, später aber zu der bis jetzt gebrauchten zurück- 
kehren. 

§2. 

S; fjy ( seien die Coordinaten eines materiellen Punktes eineaKörpers; 
dieser Körper erleide eine Veränderung der Art, dass, wenn T; n\ T 
die Coordinaten desselben Punktes nach dieser bezeichnen, 

5" = a» + «Slfi + «82^ + 088^ 

ist, wo die Grössen a Constanten sind. Es soll diese Veränderung 
untersucht werden. 

Wir setzen dabei yoraus, dass die Grössen a nicht unendlich sind, 
und dass, wenn 

6 = 6i, (r - «i) + 6,1 in" - «,) + K (5" - «5) 

n "= i» (6" - aj + 6b (•»" - «,) + 6„ it" - fl.) 3) 

5 = 6« (6" - "i) + 6« in" - «.) + 6„ (C" - <h) 

die Auflösungen der Gleichungen 2) sind, auch die Grössen b bestimmte, 
nicht unendliche Werthe haben; 'das erfordert, dass, wenn 

-D= «21^ «22 7 «28 4) 

«81 > <'82; «88 

ist, d. h. wenn D die Determinante der Grössen a,|, a^g, • • bedeutet. 
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D nicht verschwindet. Wir wollen uns vorstellen, dass der Zustand 
des Körpers stetig geändert wird, ohne dass 2) verschwindet; dann 
ist dasselbe immer positiv; denn es ist positiv, nämlich <» 1, wenn die 
Gleichungen 2) 

sind. 

Zunächst ist ersichtlich, dass Punkte des Körpers, die ursprünglich 
in einer Ebene lagen, in einer Ebene geblieben sind; denn einer linearen 
Relation zwischen C, fi'\ i" entspricht eine lineare Relation zwischen 
S, 1}, £, und umgekehrt. Oerade Linien sind daher auch gerade, und 
Parallelen sind parallel geblieben, weil S", i}'', i" unendlich werden, 
wenn |, i}, ( es sind, und umgekehrt 

Die weiteren Ueberlegnngen können wir durch die folgende Be« 
merkung ein wenig erleichtem. Die durch die Gleichungen 2) dar- 
gestellte Veränderung des Körpers können wir ansehen als zusammen- 
gesetzt aus zweien, die nach einander bewirkt werden. Ausser den 
beiden bis jetzt betrachteten Zuständen denken wir uns einen dritten, 
einen Zwischenzustand, und bezeichnen bei ihm durch (', i}', (' die 
CoordinStten des Punktes, auf den £, ij, t und l", 17^', t" sich beziehen. 
Die Gleichungen 2) können wir dann ersetzen durch 

1?" — oj + n' 5) 

c" - ff, + r 

und V / 

£' — «Biß + ÖM^ + öasf- 
Die durch die Gleichungen 5) dargestellte Veränderung des Körpers 
ist eine Verschiebung ohne Aenderung dei; relativen Lage seiner 
Punkte und ohne Drehung, eine Verschiebung um eine Strecke, deren 
Projectionen auf die Goordinatenachsen On o,, ^s ^^^ Noch zu unter- 
suchen ist die durch die Gleichungen 6) dargestellte Veränderung, die 
einen speciellen Fall derjenigen bildet, auf welche die Gleichungen 2) 
sich beziehen. 

Denken wir uns eine von dem Anfangspunkte der Coordinaten 
ausgehende gerade Linie des Körpers; a, /), y seien die Cosinus der 
Winkel, welche sie mit den Achsen bildet, r ihre Länge vor der 
Veränderung, a', ß\ y\ r die entsprechenden Grössen nach derselben; 
dann ist ^ ^ ^ 

also nach 6) 

r'o' — r (oiia + a„/J + a„y) 

♦■'/*' — ♦' («M« + ««/» + «»y) 7) 

KiTohhoff, l(.di«aik. 4. Aafl. 7 
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Die gedachte Linie hat eine Aenderung ihrer Richtung und ihrer 



Lange erfethren; den Werth von 1 nennt man ihre Dilatation; 

diese, so wie die Aenderung ihrer Richtung ist durch 7) in Verbindung 
mit 

«'* + r + y" - 1 

aus a^ ßy Y zu berechnen. Parallele Linien erfahren gleiche Dilatation 
und {Reiche Richtungsanderungen, wie daraus folgt^ dass ein Parallelo- 
gramm ein Parallelogramm bleibt. ^ -»-^^f^rt^^^rw^^t^vwÄ^^ 

Suchen wir nun die Aenderungen der Grösse und Richtung auf, 
welche eine ebene Flache erleidet. Wir wählen als solche ein Dreieck, 
dessen Ecken im ursprünglichen Zustande des Körpers die Goordinaten 

0, 0, 0, li, iji, tj, Sj, i?j, gj 

und nach der Veränderung die Coordinaten 

0, 0, 0, £/, ij/, ti' I,', ijj', g,' 

haben. Neben dem benutzten Coordinatensystem führen wir ein zweites, 
das der x^ y, b, ein, yon dem wir yoraussetzen, dass es durch Drehung 
in eine Lage gebracht werden könnte, bei der die Achsen der rr, y, 
resp. mit den Achsen der £, 1}, ( zusammenfallen würden, und setzen 
allgemein 

fl — M+Ay + A^ 

t^^y^x + y^y + y^B. 

Die 2:y-Ebene soll die Ebene des genannten Dreiecks im ursprünglichen 
Zustande des Körpers sein. Es ist dann 

fei — «l«l + «j»! £2 — «1«« + «2»« 

i»i — Aa?i tJ- Ayi 1?» — A«« + Ay2 

ti — yi'^i + rtVi ti '^ ViXt + y^y^j 

daraus folgt bei Rücksicht auf die Gleichungen 6) und 7) der fünften 
Vorlesung 

i»i£i — %ti — «s (phy% — ««yi) 

iiit — i^ii — A (PHy% - ««yi) 

Bezeichnet man durch s die Flache des genannten Dreiecks beim ur- 
sprünglichen Zustande des Körpers, so ist 

±2s — «iy, — ic,y„ 
wo das Vorzeichen der linken Seite dadurch bestimmt wird, dass $ 
positiv ist. Nennt man femer a, /), y die Cosinus der Winkel, welche 
eine der beiden Normalen der Ebene des Dreiecks, also die ^e:- Achse 
oder die dieser entgegengesetzte Richtung, mit den Achsen der |, 1}, ( 
bildet, so ist daher 
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wo entweder die drei oberen oder die drei unteren Zeichen gelten. 
Eine ähnliche Betrachtung in Bezog auf das Dreieck fuxch der Ver- 
änderung des Körpers f&hrt bei analoger «Bezeichnung zu den Glei- 
chuncten 

wo s' die Fläche, a', ß\ y die Cosinus der Winkel, welche eine ihrer 
Normalen mit den Achsen der £, i}, C bildet, nach der Veränderung 
bedeuten, und wo gleichfalls die 3 oberen oder die 3 unteren Zeichen 
gelten. Aus 6) ergiebt sich nun 

+ («««El - <h,<hz) ikU - &y 10) 

+ (fl»i«8« — ^<Hi) (li% — l%ni\ 

Die Oleichung nimmt eine einfcu^here Gestalt an, wenn man die durch 
die Gleichungen 3) definirten Ghr&ssen h einf&hrt Es ist nämlich 

\% — 5(«»«si — <*«i«m) 

wo D die Determinante der Grössen a bedeutet. Transformirt man 
mit Hülfe hiervon die Oleichung 10) und f&gt die zwei Gleichungen 
hinzu, die auf analogem Wege sich bilden lassen, so erhält man 

±sV-sD(^,a + M + &,sy) 

± s'ß' - sD {b,,a + b„ß + b^y) 11) 

+ «'/ - sD (6„a + b,,ß + b„Y), 
wo ituf den linken Seiten gleichzeitig das positive oder das negative 
Zeichen gilt. Wir haben bereits angenonimen, dass der Zustand des 
Körpers stetig geändert ist und so, dass dabei D nicht verschwand; 
setzen wir noch fest, dass dabei die Normale, auf welche die Zeichen 
a, ßy y sich beziehen, nicht gewechselt wird, so gilt das positive 
Zeichen, denn dieses gilt am Anfange der Veränderung, und es kann 
nicht wechseln, da die linken Seiten der Gleichungen 11) nicht gleich- 
zeitig verschwinden können; geschähe das nämlich, so müsste s' •»« 
sein, während s von Null versehieden ist; d. h. es müssten 3 Punkte 
des Körpers, die nrsprflnglieh nicht auf einer geraden Linie lagen, 
nach der Veränderung auf einer solchen sich befinden. Man hat iaher 
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s'a' « sD (6„a + h^ß + hur) 

s'ß ' - sD {b^a -^ b„ß + b„ y) 12) 

Aus diesen Gleichungen ist die Bichtnngränderung und die DüataÜon 
der gedachten F^che zu berechnen; mit diesem Namen belegt man 

den Werth von 1. 8ie gelten übrigens nicht allein f&r ein Drei- 

9 

ecky wie wir es betrachtet haben^ sondern für jeden Theil seiner Ebene, 
weil dieser sich durch Addition und Subtraction ans solchen Dreiecken 
zusammensetzen lässt. Sie gelten auch für parallele Flächen, weil 
parallele und gleich lange Linien parallel und yon gleicher Länge 
bleiben. 

Wir suchen endlich die räumliche Dilatation y welche der durch 
die Gleichungen 6) dargestellten Veränderung des Korpers entspricht, 
auf. Zu diesem Zwecke denken wir uns in dem Körper in seinem 
ursprünglichen Zustande einen durch zwei senkrechte Querschnitte be- 
grenzten Oylinder; s sei die Grundfläche, r die Länge der Achse, a, j3, y 
die Cosinus der Winkel, welche eine der beiden Richtungen dieser mit 
den Goordinatenachsen bildet. Nach der Veränderung ist der Cylinder 
ein schiefer geworden; es sei nun s' die Grundfläche, r die Länge der 
Achse; es sollen femer a\ ß\ y sich auf die Normale der Grundfläche, 
a"y */)", y" sich auf die Richtung der Achse beziehen. Es gelten dann 
die Gleichungen 12), und nach 7) ist 

r'txT — r (o^i« -H a„/J -|- a^^y) 

r'y" = r (flj^a + a^^ß + a^y). 
Diese Gleichungen multipliciren wir der Reihe nach mit den Glei- 
chungen 12) und addiren die Producte. Bezeichnen wir das Volumen 
des Gy linders vor der Aenderung durch r, nach derselben durch r', 
so haben wir 

T— rs(aa +ß ß +yy)- 
Wir beachten femer, dass nach der bei 3) gegebenen Definition der 
Grossen h die Gleichungen 3) identische werden müssen, wenn man 
in sie die Werthe von £'', i}", t' ctus 2) substituirt; daraus ergeben 
sich neun Relationen zwischen den Grössen a und 6, in Folge deren 
die auf dem angegebenen Wege gebildete Gleichung 

t'— tD 13) 

wird. Die räumliche Dilatation, d. h. 1 ist also == D — 1; und 

das gilt nicht allein für einen Cylinder, sondern fQr jeden Theil des 
Körpers, weil jeder Theil desselben sich aus Gylindem zusammen- 
setzen lässt. 



§ 3. Haupidilatationen. 
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Wir knüpfen hier eine Bemerkung an, auf die wir uns später 
beziehen wollen. Es seien 

61 > flu ii 

die Coordinaten dreier Punkte des Körpers vor der YeriLnderui^ und 

ilf Vif bi 
Uy Vif fi« 
b» ; Vi) & 

die Coordinaten derselben Punkte nach dieser; es gelten dann die 
OleichungeU; die aus 6) entstehen, wenn man den Zeichen i, tj, i, 
i'y ij'y i' den Index 1 oder 2 oder 3 giebt. Der 6 fache Inhalt des 
Tetraeders ; welches diese 3 Punkte und den Anfangspunkt der (Koor- 
dinaten zu Eckpunkten hat, vor oder nach der Yerändemng ist gleich 
dem absoluten Werthe der Determinante jener oder dieser 9 Coordi- 
naten. Nach 13) ist das Yerhältniss der beiden Determinanten daher 
= + jD; es ist «= -{- D, da es mit D der Einheit gleich wird, wenn 
die Veränderung verschwindet. Setzt man f&r D seinen Werth aus 

Die Gleichung, die von der Bedeutung unabhängig ist, die wir den 
Zeichen $', ri\ i\ |, 17, t gegeben haben, und nur erfordert, dass 
zwischen diesen die Gleichungen bestehen, die nach dem Muster der 
Gleichungen 6) zu bilden sind^ spricht einen bekannten Satz der 
Determinantentheorie aus. 
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§3. 

Wir haben die durch die Gleichungen 2) dargestellte Veränderung 
eines Körpers angesehen als zusammengesetzt aus zweien, die durch 
die Gleichungen 5) und 6) dargestellt sind, und yon denen die erste 
in einer Verschiebung besteht. Wir werden nun zeigen, dass die 
zweite zerlegt werden kann in eine Drehung des Körpers um den 
Anfangspunkt der Coordinaten und in eine Veränderung, die wir eine 
Ausdehnung in drei auf einander senkrechten RicMungen nennen wollen. 
Wir fahren neben dem Coordinatensystem der i, ti, i ein zweites mit 
demselben An&ngspunkte cid und nennen Xy y, e die Coordinaten 
eines materieUen Punktes des Körpers in seinem ursprünglichen 
Zustande in Bezug auf dieses. Wir denken uns den Zustand des- 
selben nun so geändert, dass, wenn x', y\ 0' die neuen Coordinaten 
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des nämliclien materiellen Punktes in Bezog auf dasselbe Coordinaten- 
system sind, 

x' «■ \lyX 

ist, wo fi,, fij; f^s positive Oonstanten sein sollen. Diese Yerändening 
belegen wir mit dem Namen einer Ausdehnung in den Richtungen 
der x^ y, b. Sie hat das Eigenthümliche, dass die Theilchen, die 
ursprünglich auf einer der Achsen lagen, auf derselben geblieben 
sind. Die Dilatationen, die in den Richtungen der Achsen statt- 
gefunden haben, nennen wir die HauptdücUationen; ihre Ghrössen sind 
fii — 1, (1^ — 1, fi, — 1. Nachdem diese Ausdehnung stattgefunden 
hat, denken wir uns den Körper um den AnfiEmgspunkt der Goordi- 
naten gedreht und stellen uns Yor, dass die Achsen der x, y, diese 
Drehung mitmachen. Die Coordinaten in Bezug auf sie des betrachteten 
materiellen Punktes ändern sich durch diese Drehung dann nicht^ 
sondern bleiben x', y\ z\ Nun seien die Coordinaten desselben 
materiellen Punktes in Bezug auf das System der 1,-1}, C im ur- 
sprünglichen Zustande des Körpers S, i}, \ und nach der Ausdehnung 
und Drehung £', i}', \'\ es seien femer die Cosinus der Winkel, welche 
die Achsen der Xj y, » mit den Achsen der S, 17, ( bilden, yor der 
Drehung 



nach der Drehung 
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SO dass, gemäss der früher gebrauchten Bezeichnungs weise, die Buch- 
staben a, /), y den Zeichen g, 1}, (, die Indices 1, 2, 3 den Zeichen 
X, y^ resp. entsprechen. Es ist dann 

y = ««£ + fiiV + y^t 15) 

und 

I — ci» + «dy + «s« 

ij'-/Ji«'+^iy '+/«*' 16) 

— yxx + y^y + y^9 . 

Substituirt man in 16) die Werthe von x\ y\ b' aus 14) und dann 
für Xy y, B ihre WerUie aus 15), so erhalt man 
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+ 6 (yinVi + ny>2 + ys^f*^- 

Diese Gleichungen sind yon derselben Fonn, wie die Gleichungen 6); 
sie lassen sich mit diesen identisch msichen dnrch passende Be- 
stimmung der 1.8 Grössen a, ß^ y und der 3 Grössen \i\ man hat dazu 
die 9 Gleichungen, welche die Gleichheit der Goef&cienten in den 
Gleichungen 6) und 17) aussprechen, und die 12 Relationen, welche 
zwischen den Grossen et, /), y bestehen. Hieraus folgt dann, dass, 
wie behauptet wurde, e ine jede durch die Gleichungen 6) dargestellte 
Yerimderung des Korpers als zusammengesetzt a us einer Drehung 
ugd einer Ausdehnung, wie sie d^ck 14) dargestellt ist, a ngesehen 
werden kann. 

Wie die Ghrossen a, /!, y^ fL berechnet werden können, lehrt die 
folgende Betrachtung. Nehmen wir an, dass zwischen £, q, ( die Relation 

V + n' + t?^i 18) 

besteht, d. h. betrachten wir materielle Punkte des Körpers, welche 
ursprünglich auf einer mit dem Radius 1 um den AnfiEingspunkt der 
Goordinaten beschriebenen Kugel liegen; die Gleichungen 6) ergeben 
dann, wenn man die Zeichen b in der bei 3) angegebenen Bedeutung 
gebraucht, zwischen |', i}', ^' die Relation 

(6ui'+&.ii?'+ft.,f')'+(6«r+&Mij'+ft„r)'+(6.,r+6„i?'+&„o*-i; i9) 

das ist die Gleichung einer Oberfläche zweiten Grades, und zwar 
eines Ellipsoids, da, wenn man 

setzt, sie bei allen Werthen yon a'^ ß', y reelle, endliche Werthe 
von r giebt Auf diesem EUipsoid liegen also die betrachteten Theil- 
chen nach der durch 4) dargestellten Veränderung. Aus der Gleichung 
18) folgt nun wegen 15) 

a^* + y* + ^ *- 1 
und weiter bei Rücksicht auf 14) 

a»'« y'« i'^ 

Bei der Lage, welche die Achsen der a?, {(, z nach der Drehung 
haben, die wir als einen Theil der in Rede stehenden Veränderung 
betrachten, stellt diese Gleichung also dasselbe EUipsoid wie die 
Gleichung 19) dar. Suchen wir mit Hülfe der letzteren die Haupt- 



'^'& 
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achsen desselben^ so haben wir in ihren halben Längen die Werthe 
von fit^, f4, (i^f in den Cofiums der Winkel , die sie mit den Achsen 
der iy fly i bilden, die Werthe der a\ ß', y. Nimmt man 

r» + ij'* + r* - 1 

an, so findet man in ahnlicher Weise 
nnd 

als Gleichungen eines zweiten Ellipsoids, &lls die Achsen der Xy y, z 
die Lage haben, die sie vor jener Drehung besitzen. Die Halbachsen 

desselben haben die Langen — , — , — , nnd die Cosinus der Winkel, 

f*i fS f*» 

die sie mit den Achsen der S, i}, t bilden, lehren die Werthe der 
a, /), y kennen. 

§ 4. 
Berechnen wollen wir die Drehung und die Grössen und Richtungen 
der Hauptdilatationen, welche den Gleichungen 6) entsprechen, nur 
in dem Falle, dass die ganze Veränderung unendlich klein ist. Es 
müssen die Hauptdilatationen fi, — 1, fi, — 1, jii, — 1, die wir nun 
Aj, A^ ^3 nennen wollen, dann unendlich klein sein und ebenso die Differenzen 

«'— a, ß' — ßy /— y, 

die wir durch 

*a, */J, dy 

bezeichnen wollen, f&r die Lidices 1, 2, 3. Nach den Relationen, die 
zwischen den Grössen a^ ß, y bestehen, werden daher die Gleichungen 
17) bei Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen höherer Ordnung 

+ i («1^1*1 + «ty«^ + «sn*» + yi'«i + y«'«» + y«'«») 
n'—v — 6 (/Ji«!^! + A««^ + A«s^ + «i'A + «i*A + «s'A) 

+ ^ (^!^x + /^^2 + i»;^, + /»i*/»x + ft »/», + /»s'ft) 20) 

+ e(Ayi^ + Ay«^+ fty5A3 + yi»A + y,*A + y,»A) 

t' — t — I (yi«i^i + y«««*« + ys«8^ + «i'yi + «2^?% + «s'ys) 

+ V (yi A Ai + yjA^ + ysA^ + A*yi + A*y« + A'y») 

+ C (yj^i + rl^t + yl*» + yi*yi + r^^y^ + ys*y,). 

Durch Variation der Relationen zwischen den Grössen a, /), y erhält 
man 6 Relationen zwischen den Grössen a, /), y, da, dß, dy, welche 
im § 2 der f&nften Vorlesung nach Aufstellung der Gleichungen 10) 
angegeben sind. In Folge derselben giebt die Vergleichung der 
Gleichungen 20) mit den Gleichungen 6) 



g 4. Unendlich kleine lineare Veränderung eines Körpers. 
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««-l=A + /^*8 + /'l^. 

«88 — 1 ~ y\K + r\^t + yl^i 

"^-^ = ßiYi^ + Ay«^ + Ay.*8 2i) 

An dem angeflilirten Orte ist gezeigt^ dass die Grössen 

ßi^ri + Mrt + ßz^nf yi*«i+yi'«8+y8*«3> «i*A+«8*A+«8*A; 

die dort mit %', %^ q bezeiclmet wurden, die Gomponenten der 
Drehung nach den Achsen der 1, i}, % sind. Durch Vergleichung 
der Gleichungen 20) und 6) findet man daher als die Werthe dieser 
Gomponenten 

«81 — ö*8 «IS — «81 «H "^«1» , 22) 



2 



Die Werthe der Grössen Uy ß^ y, l ergeben sich durch die folgende 
Betrachtung. Aus den Gleichungen 21) findet man leicht bei Bück- 
sicht auf die Relationen zwischen a, /}, y 






23) 



^^^«1 + ^*4^ A + (0,, - 1 - A,)y, -0. 

Da nun a^^ ßi, y^ nicht gleichzeitig verschwinden können^ weil die 
Summe ihrer Quadrate <» 1 ist, so muss die Determinante dieser 
Gleichungen verschwinden; d. h. es muss A^ eine Wurzel der cubischen 
Gleichung 



«11 - 1 — A; 


«11 + «11 ^ 
2 




«it + «tl 
2 


«11 +«11 
2 ' 


a„ — 1 - A, 




«lt + «Bl 

2 


«•i+«it, 
2 


«•1 + «« 

2 ' 


«88 


— 1 - A 



— 24) 



sein. Die Gleichungen 23) bleiben aber ^uch gültig, wenn man den 
Index 1 mit dem Index 2 oder 3 bei den Zeichen a, ß, y^ X ver- 
tauscht, woraus dann folgt, dass Aj, A^, A, die 3 Wurzeln der Gleichung 24) 
sind. Hat man eine derselben für A| gewählt, so bestimmen die 
Gleichungen 23) die Verl^tnisse von a, , /}|, y^\ man findet diese 



106 Zehnte Vorlesung. 

Grössen selbst bis auf das Vorzeichen eisMX^ welches wirklich bleibt 
durch Hinzuziehung der Gleichung 

«I + Ä + n — 1- 

Auf ahnliche Weise ergeben sich die Werthe von o,, /Jg, y^ und 

^; /'s^ 7^8* Auch die Vorzeichen einer der Grössen a,^ ^^ y^ und 

einer der Grössen a, ^ /), , y^ können noch willkürlich gewählt werden. 

Wir merken an, dass die raumliche Dilatation 

= ft f^ /^ - 1 = (1 + ^i) (1 + ^2) (1 + ^s) - 1 - Ai + A2 + A, , 
also nach den 3 ersten der Gleichungen 21) 

-«1,-1+ÖM-l + ^M-l 25) 

ist. 

§5. 

Wir kehren nun zurück zu der in § 1 entwickelten Vorstellung 
und der dort gebrauchten Bezeichnung. Aus den gewonnenen Resultaten 
ist zu schliessen, dass die Veränderung, welche irgend ein Theil des 
Körpers y dessen sämmtUche Dimensionen unendlich klein sind, bei 
seiner Bewegung in irgend einem Zeiträume erleidet, angesehen werden 
kann als zusammengesetzt aus einer Verschiebung, einer Drehung und 
einer Ausdehnung, wie sie durch die Gleichungen 14) charakterisirt 
ist. Die Componenten der Verschiebung sind 

der materielle Punkt, der bei der Drehung und der Ausdehnung keine 
Verrückung erfährt, ist derjenige, dessen ursprüngliche Goordinaten 
a, 2^, c, dessen Goordinaten nach der Veränderung also x, y, z sind. 
Die Componenten der Drehung, die Ghrössen und Bichtui^en der 
Hauptdilatationen, wie alle Dilatationen, die stati^fimden haben, findet 
man aus den dafür aufgestellten Formeln, wenn man in ihnen 





dx 

'^■^~ db> 


dx 
'»" = 1^ 




0- = ^" 

°** db> 


d» 
«««-ac 




^* db> 


dt 



26) 



setzt. 

Die Veränderung, welche der betrachtete Theil des Körpers in 
einem Zeitelement dt erleidet, ist unendlich klein; auf sie können 
daher die Formeln eine Anwendung finden, welche in § 4 entwickelt 
sind. Um diese Anwendung zu machen, nennen wir x, y, j9, was wir 
bisher a, b, c nannten, und schreiben x + dx, y + rfy, j? + rfir für 
Xy tfj f!] zugleich setzen wir 

dx a» udty dy «= vdt, d» ^=^ wdt, 
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d. h. wir bezeiclmen durch n^ v, tv die Gomponenten der C^chwindigkeit, 
welche zur Zeit t im Punkte (x, y^ b) stattfindet; die Gleichnngen 26) 
werden dann 
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27) 



Den Ausdrücken 22) zufolge sind daher die Oomponenten der Drehongs- 
geschwindij^eit im Pnnkte x^ y, » fxa Zeit t 

1 idw dv\ 1 (du dw\ 1 (dv dH\ , oßN 

■«\ay"'57/' T\ä7'^ä^/' T\ä5""?if/ ^^i 

und nach 25) ist die raumliche Dilatation ^ die in dem Zeitelemente 
iIMiier yor sich geht, 

(r:+l-;+l7)'"- 29) 

86. 

Wir wollen nun eine Ueberlegung anstellen, die sich auf die 
Oberfläche des bewegten Körpers bezieht, und beweisen, dass (unter 
der Voraussetzung der Stetigkeit der Bewegung) diese immer yon 
denselben materiellen Punkten gebildet wird. Denken wir uns* einen 
materiellen Punkt ^), P, der in einem Augenblick nicht in der Ober- 
fläche liegt, und betrachten einen Theil des Körpers, der in diesem 
Augenblick eine um P beschriebene, unendlich kleine Kugel ist. Nach 
unseren Betrachtungen ist dieser Theil in jedem andern Augenblick 
ein EUipsoid, dessen Mittelpunkt P ist. Daraus geht hervor, dass 
ein materieller Punkt, der einmal nicht in der Oberfläche liegt^ nie in 
dieser sich befindet, und hierdurch ist jene Behauptung mit anderen 
Worten ausgesprochen, um dieselbe analytisch auszudrücken, schreiben 
wir die Gleichung der Oberfläche zur Zeit t 

fQ^f y, ^, = 0, 80) 

und fassen einen materiellen Punkt ins Auge, der zur Zeit t in der 



1) Dem materiellen Punkt darf hier keine Ansdehnimg zageachrieben werden. 
Durch unmittelbare Anschammg Ulsst sich die physikalische Bedeutung der Grenz- 
bedingung einsehen, wenn man sich klar macht, dass die Geschwindigkeit eines 
Punktes der Oberfl&che senkrecht su dieser übereinstimmen mues mit der G^ 
schwindigkeit in derselben Richtung, die an dem betrachteten Punkte in Folge 
der Yorgesehriebenen Werthe Yon u, v, to yorhanden ist. Bei der Bewegung 
einer Flüssigkeit kann man die Bedingung so aussprechen, dass die Oberfläche 
stets aus Stromlinien gebildet sein muss. W. 
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Oberfläche liegt; derselbe liegt dann auch zar Zeit t -{- dt in ihr; d. h. 
wenn /* ■>■ ist^ so ist auch die Aenderui^ «■ 0, die / erfahrt^ wenn 
t um dt wächst und gleichzeitig x, y, s um udt^ vdt^ wdt wachsen; 
es ist dann also 

Die Oberfläche eines Körpers besteht aus den Flächen^ in denen 
er andere Körper berühri Es sei 30) die Oleichung einer solchen 
Fläche und es seien u^y v^, w^ und u^^ t^; w^ die Componenten der 
Geschwindigkeit am Orte (x, y^ d) in dem ersten und in dem zweiten 
Körper; die Gleichung 31) giebt dann 

und 

df . df , df , df ^ 

Zieht man diese Gleichungen von einander ab^ bezeichnet durch n 
eine Yon den beiden Richtungen der Normale der Fläche im Punkte 
{Xy yy b) und benutzt; dass dann 

li • ^ • Ir ^ ^^ ('•^) • "^^ (**y) • ^ (^^) 

ist, so erhält man 

i«i cos (nx) + v^ cos (ny) + w^ cos {ns) 

o OB u^ COS (nx) + Vj cos (ny) •\' w^eo» (nir); 

eine Gleichung; welche ausspricht; dass die Componenten der Ge- 
schwindigkeit nach der Normale der Grenzfläche für beide Korper 
denselben Werth haben. 

Wir können es als möglich annehmen; dass auch in einem Körper 
eine Fläche yorhanden ist, an der die Geschwindigkeit sprungweise 
sich ändert; wir haben dann die beiden TheilC; in welche die Fläche 
(die, wenn sie ungeschlossen ist, in beliebiger Weise zu einer ge- 
schlossenen ei^änzt werden kann) den Körper theilt; wie ewei Körper 
zu betrachten. Auch dann muss die Gleichung 31) gelten. 
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(Dmckkr&fte. Abhängigkeit der Druckcomponenten von der Richtung und dem 

Orte des Fl&chenelementeB, auf welches sie sich beziehen. Gleichheit des Druckes 

auf beiden Seiten der Berfihrungsflftche zweier Körper. Innere Eiüfbe. Werthe 

der Druckcomponenten bei Flüssigkeiten und elastischen festen Körpern.) 

§ 1. 

Für die Einfachheit der Darstellung der Bewegungen der Körper 
ist es von Nutzen neben den Kräften, welche wir bisher allein zu 
betrachten gehabt haben, und welche auf die Theile eines Körpers 
wirken, andere einzuführen, welche auf die Theile seiner Oberfläche 
ausgeübt werden. Man nennt diese Drucke oder Druckkräfte. Der 
Druck, der auf ein Element der Oberfläche eines Körpers wirkt, ist 
gleichartig mit der bewegenden Kraft, welche auf einen materiellen 
Punkt ausgeübt wird; ihm kommt eine gewisse Grösse und eine ge- 
wisse Richtung zu; wir werden bei einem Drucke von seiner Com- 
ponente nach einer gewissen Richtung, seinem Drehungsmoment in 
Bezug auf eine gewisse Achse, seiner Arbeit für eine gewisse Yer- 
rückung seines Angriffispunktes in demselben Sinne sprechen, wie bei 
einer Kraft der Art, die wir bisher allein betrachtet haben. Mit der 
Grösse des Flächenelementes, auf welches der Druck bezogen wird, ist 
derselbe proportional. 

Den so verallgemeinerten Begriff der Kraft werden wir eben so 
wenig vollständig zu definiren versuchen, als wir es früher mit dem 
specielleren gethan haben; wir wollen allein feststellen, was man über 
die Bewegung eines Körpers aussagt, wenn man die Kräfte angiebt, 
die auf seine Theile, und die Druckkräfte, die auf die Theile seiner 
Oberfläche wirken. 

Für ein System materieller Punkte, die irgendwie so mit einander 
verbunden sind, dass eine Verschiebung in jeder Richtung und eine 
Drehung um jede Achse ohne Aenderung der relativen Lage möglich 
ist, gelten die in den §§3 und 5 der vierten Vorlesung entwickelten 
Sätze von der. Bewegung des Schwerpunkts und die Flächensätze. 
Einen Körper betrachten wir als ein solches System materieller Punkte. 
Der Ausspruch, dass auf die Theile eines Körpers gewisse Kräfte, auf 
die Theile seiner Oberfläche gewisse Druckkräfte wirken, soll gleich- 
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bedeutend mit den 6 Gleichungen sein, welche die Sätze yon der Be- 
wegung des Schwerpunkts und die Flächensätze ausdrücken, wenn 
man jene Kräfte und Pruekkräfte als die einzigen wirkenden Kräfte 
in Rechnung bringt. 

Es sei dt ein Element des Volumens des Korpers, ii die Dichtig- 
keit dieses Elementes, 

liXdxy ^Tdt^ liZdt 

seien die Componenten der darauf wirkenden Sjraft, ds ein Element 

der Oberfläche, n die nach dem Innern des Körpers gerichtete Normale 

desselben, 

Zm ds , YndSj Znds 

die Componenten des darauf wirkenden Druckes, Xy y, die Coor- 

dinaten eines Punktes Yon dt oder von ds und endlich -^, ^, jri 

die Componenten der Beschleunigung dieses Punktes. Nach der eben 
gegebenen Definition und nach den Gleichungen 3) und 9) der vierten 
Vorlesung ist dann 

Jf* jft är =Ji^Xdt +JX^ds 

jt' ^^ -/f* ^^^ +/r.rf^ 1) 

Jli-^^dt —JfiZdt + jZnds 
und 

J(i (z ^^* -=^j^dT =ß (*X- xZ) dx +JizX,- xZ,) ds 2) 
J/i (« f^ - y g) dx ~-ß (xT- yX) dx +ßxY,- yX,) ds. 

§ 2. 

Ein jeder Theil eines Körpers ist selbst ein Körper, auf den die 
Gleichungen 1) und 2) angewandt werden können. Daraus folgt, dass 
die Zeichen Xn, T«, Z, auch f&r jedes Flächenelement im Innern 
eines Körpers eine Bedeutung haben müssen. Ihre Werthe werden 
Yon dem Orte des Flächenelementes und yon der Richtung seiner 
Normale n abhängig sein. Die Abhängigkeit yon der letzteren finden 
wir, wenn wir. die Gleichungen 1) fQr einen Theil des Körpers bilden, 
dessen sämmtliche Dimensionen unendlich klein sind. Gesetzt, diese 
seien unendlich klein yon der ersten Ordnung; dann sind die Int^ale 

Jv'-j^tdz und JfiXdt, 
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die Endlichkeit der Ejrafte, wie der Beschlemiigiuigen yoransgesetzt, 
unendlich klein Ton der dritten Ordnung; das Integral 



/ 



Xnds 3) 



ist also auch unendlich klein Ton der dritten Ordnung. Wir wenden 
diesen Schluss zunächst an auf ein rechtwinkliges Parallelepipedon, 
dessen Kanten die Längen a^ b, e und beliebige Richtungen haben; 
das in Bezug auf dieses Parallelepipedon genommene Integral 3) 
können wir schreiben 

bc (Za + Xa') + ea{X, + X^} + ab(Xc + X^) , 

indem wir die Zeichen X^, Xt, Xc auf die 3 Seitenflächen beziehen, 
welche durch einen beliebig gewählten Eckpunkt gehen, die Zeichen 
X^', X/, Xc' ftuf die diesen gegenüberliegenden Seitenflächen. Daraus, 
dass die aufgestellte Summe unendlich klein Ton der dritten Ordnung 
sein muss, wenn a,b,ce8 Ton der ersten Ordnung sind, welches mich 
die Verhältnisse a:b:c sein mögen, folgt, dass 

Xa + Xa\ X* + Xfc , Xc + Xc 

yerschwinden, d. L dass allgemein X» denselben absoluten Werth 
behalt, aber sein Vorzeichen ändert, wenn die Richtung der Normale 
fi in die entgegengesetzte yerwandelt wird. Indem wir dieses Resultat 
benutzen, wollen wir nun zeigen, wie X« sich ausdrücken lässt durch 
die Werthe, die es hat, wenn die Normale n parallel der x-Achse, 
der y-Achse oder der jir-Achse ist, welche Werthe durch X^^ X,, X, 
bezeichnet werden mögen. Unendlich nahe an dem Flächenelement, 
fKr welches X» ermittelt werden soll, auf der Seite, nach der die 
Normale n gerichtet ist^ denke man sich einen Punkt und lege durch 
ihn drei Ebenen parallel den Coordinatenebenen. Man erhält so ein 
Tetraeder; für dieses bilde man das Integral 3). Es sei 8 die Grösse 
der Seitenfläche des Tetraeders, auf welche X» sich bezieht; der dieser 
entsprechende Theil des Integrals ist dann «X«. Um den Theil des- 
selben zu finden, der sich auf die zur a;-Achse senkrechte Seitenfläche 
bezieht, sind die beiden Fälle zu unterscheiden, dass die nach Aussen 
gerichtete Normale dieser Fläche der a:-Achse parallel oder ihr ent- 
gegengesetzt ist; in dem ersten Falle ist die Orösse der Fläche 
8 0OB(nx) und das entsprechende X ist — X,*, in dem zweiten sind 
diese beiden Orössen — ^ cos (nz) und X«; in beiden Fällen ist also 
der betreffende Theil des Integrals 3) 

— X,« cos (nx). 

Da ähnliche Schlüsse in Bezug auf die beiden letzten Seitenflächen 
des Tetraeders gelten, so ist das ganze Integral 3) 

s (Xu — X, cos (nx) — Xy cos (ny) — X« cos («*)). 
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Da dieser Ausdruck unendlich klein von höherer Ordnung als s sein 
soll; so muss 

Xn = Xj. COS (nx) + X, cos {ny) + X, cos (nz) 4) 

sein. In Folge dieser Relation wird das Integral 3) Ton einer höheren, 
als der zweiten Ordnung unendlich klein für jeden Theil des Körpers, 
dessen Dimensionen unendlich klein yon der ersten Ordnung sind, da 

/ d« cos (nie) s— , /d5 cos (ny) «« 0, / ds cos (nje?) -= 5) 

ist. Diese Gleichungen ergeben sich leicht aus dem folgenden Satze, 
von dem wir mehrmals Anwendungen zu machen haben werden: 

Ist V eine eindeutige, stetige Function der Coordinaten x, y, z 
eines Punktes eines begrenzten Baumes, dx ein Element dieses Raumes, 
ds ein Element seiner Oberfläche und n die nach dem Innern des 
Raumes gerichtete Normale yon ds^ so ist 

Jj^ ^^ " ~J^ ^® (••^^ ^^ 

JTi ^"^ ~ —jVcoB (n^) ds. 

Die Richtigkeit dieser Gleichungen sieht man ein, wenn man in ihren 
linken Theilen dx dy dz fdr dx setzt und die Integration nach rc, y 
oder B ausfahrt. Man braucht in ihnen nur F«"> 1 zu setzen, um 
die Gleichungen 6) zu erhalten. 

Der Gleichung 4) kann man zwei ähnliche, auf demselben Wege 
abzuleitende, hinzufügen; so dass man hat 

Xn «= X, cos (nx) + Xy cos (ny) + X, cos {n$) 

Yn — Yx cos (fix) + Yy cos {ny) + Y, cos {nz) 7) 

Zn «= Zz cos {nx) + Zy cos (j%y) + Z, cos (njs). 

Die 9 Grössen X«, Xy . . , die hier auftreten, sind Functionen Ton 
X, y, z, die wir als im Allgemeinen einwerthig und stetig annehmen; 
nur in einzelnen Flächen, in den Berührungsflächen yerschiedener 
Körper, sollen sprungweise Aenderungen derselben eintreten können. 
Für irgend einen Theil eines Körpers ist dann nach den Gleichungen 
4) und 6) 

und daher wegen der ersten der Gleichungen 1) 



/( 



d*x -^ . dXx t SXm . dXt \ j rs. 



Da diese Oleichang für jeden Theil des Körpers gelten soll, so muss 
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der Factor von dt unter dem Integralzeichen verschwinden. Zu der 
Gleichung, die so sich ergiebt, lassen sich wiederum zwei ähnliche 
hinzuf&gen, so dass wir erhalten 

d'x Y ^Xc dXp dXs 

^d?^^-^^ 'Ji "^ TT 

f^ di^ ~^^ dx dy dz ' 

d^y d*e 

Setzt man die hierdurch gegebenen Wertbe von (i -r^ und ft j-^ in die 

erste der Gleichungen 2), benutzt, dass in Folge yon 6) 

— / ^ "a^ dr = / jE? r, cos {nx) ds 

— / ^ '~F^ rfr = I £f r, cos (ne) ds + / Y,dt 

— jy-^dx -= /yZy cos {ny)ds + j Z^dt 

— f y -^- dt «= 1 yZt cos {nß) ds 

ist, und berücksichtigt die beiden letzten der Gleichungen 7), so er- 
hält mau 

f{Y, — Zy) dt = 0. 

Hieraus folgt 

Yg ■= Zy. 

Dieser Gleichung lassen sich zwei ähnliche hinzufügen, so dass 
man hat 

Ig ^ ^y , Zx ^ 2Lg , Ay = Ix- 9} 

§3. 

Der Druck, den ein Fluchcnelemcnt erfuhrt, ist im Allgemeinen 
schief gegen dieses gerichtet; doch giebt es für jeden Ort drei auf 
einander senkrechte Flächeuelemente, die senkrechte Drucke erleiden. 
Zu diesem Resultate führt die folgende Betrachtung. 

Es sei n die Normale eines Flächenelementes, auf welches ein 
senkrechter Druck wirkt, und p die Grosse dieses Druckes; dann ist 

X„ = |j cos (nx) , r« = jo cos (ny) , -ZT» «i» jp cos {ne)] 
also nach 7) 

Kirch ho ff, Mechanik. 4. Aufl. 8 



s 



114 Eilfte Vorlesung. 

(Xg — p) COS (nx) + Zy cos (ny) + Z, cos (ng) == 

F, cos (nx) + (Fy — p) cos (ity) + F, cos (ng) «« 10) 

Zg cos (na?) + -^y <^os (ny) + (Z, — p) cos (wjbt) = 0. 

Diese Oleichangen in Yerbindimg 'mit 

cos* (nx) + cos* (ny) -f- cos' (nz) — 1 

bestimmen diu 4 Unbekannten jp^ cos (nx\ cos (ny)^ cos (ng). Sie sind 
wegen der Relationen 9) dieselben wie diejenigen, auf welche man ge- 
fiLhrt wird, wenn man Länge und Richtung einer Halbachse der Fläche 
zweiten Orades sucht, deren Gleichung 

^.r + T.fi' + Z.^ + 2 T.fit + 2Z,ti + 2X,iri «= 1 11) 
ist^ wenn £, ri, t die Coordinaten eines Punktes bedeuten. Bezeichnet 
man nämlich durch p die Länge des radius yector, der mit den Coor- 
dinatenachsen Winkel bildet, deren Cosinus er, /S, y sind, so dass 

ist, so wird die Oleichung 11) 
L^ ß^= X.a* + T^ß^ + Z,/ + 2 Y,ßr + 2Zgya + 2X,aß. 12) 

Man findet die Halbachsen der Fläche, indem man die Maxima und 
Minima des Ausdrucks von -^ unter der Bedingung 

«* + i9* + y* - 1 = 

sucht. Hierzu dienen die Gleichungen 

(Xg -X)a + X,ß + X,y = 

r,a+(r, - X)ß + Y.y^O 13) 

Z,a+Z,ß+(Z, -A)y =0, 

die f&r A die cubische Gleichung 

Xg A , Ay , Xi 

ergeben. Die 3 Wurzeln derselben entsprechen den 3 Halbachsen und 
sind den reciproken Quadraten dieser gleich, wie man sieht, wenn 
man die Gleichungen 13) mit a, ß, y multiplicirt, addirt und das Resultat 
mit 12) ver^eicht. Die Gleichungen 10) werden aber identisch mit 
den Gleichungen 13), wenn man 

p = il, cos(nfl;)~a, cos(ny) = j8, cos (ni?) = y 

setzt. Daraus folgt, dass die Hauptachsen der Fläche 11) die Normalen 
von Flächenelementen sind, die senkrechte Drucke erleiden. Die Grossen 
dieser Drucke sind den reciproken Quadraten der Halbachsen dieser 
Fläche gleicL Man nennt sie die Hauptdrucke; ihre Richtungen die 
Hauptdruckachsen. 
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Bezeichnet man die Hauptdrucke durch p^ p^, p^ und die Oosinufi 
der Winkel^ welche die Hauptdruckachsen mit den Goordinatenachsen 
bilden^ durch a^ ß, y mit den Indices 1, 2^ 3^ so ist, wie aus den 
Gleichungen 13) in Verbindung mit den Relationen folgt, welche aus- 
sprechen, dass die Hauptachsen einer Flache zweiten Grades senkrecht 
auf einander stehen, 

2 9 I t I s 

§4. 

An der Berührungsfläche zweier Körper können die Druckcom- 
ponenten X«, -X, .. Sprünge erleiden; bedeutet n eine Normale der 
Berührungsfläche, so sind aber X«, I^, Zn stetig, Torausgesetzt, dass 
auf die Theüe der Korper an der Berührungsfläche nicht unendUch 
grosse Ejräfte wirken. Um diese Behauptung zu beweisen, betrachten 
wir einen beliebigen, endlichen Theil der Berührungsfläche, denken 
uns in aUen Punkten dieses die Normalen nach beiden Seiten hin ge- 
zogen und auf ihnen Strecken yon der unendlich kleinen Länge « 
abgetragen. Auf den Bautn, den diese Strecken erfüllen, wenden .wir 
die Gleichungen 1) an. Die hier Torkommenden, nach dx zu nehmenden 
Integrale sind unendlich klein yon der Ordnung von £; die nach dk 
zu nehmenden Integrale müssen von derselben Ordnung unendlich klein 
sein; hierzu ist erforderlich, dass die Werthe yon X«, F», Z« auf 
beiden Seiten der Berührungsfläche keine endlichen Unterschiede haben. 
Bei diesem Schlüsse ist zu beachten, dass, während in den Gleichungen 1) 
unter n die nach dem Innern des betrachteten Baumes gerichtete 
Normale yon ds yerstandön wurde, wir hier n als eine der beiden 
Normalen eines Elementes der Berührungsfläche deflnirt haben; die 
Folge dayon ist, -dass n auf der einen Seite der Berührungsfläche hier 
und dort dieselbe Bedeutung hat, auf der andern aber entgegengesetzte 
Richtungen bezeichnet. 

§5. 

Als wir in der zweiten Vorlesung die Lagrange'schen Differential- 
gleichungen der Bewegung für ein System discreter materieller Punkte 
aufgestellt hatten, leiteten wir in der dritten aus diesen das d'Alem- 
bert'sche Princip und hieraus das Hamilton'sche ab. Mit den Di£EerentiaI- 

8* 
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gleich uugen, die wir nun fQr die Bewegung eines Körpers angegeben 
haben, wollen wir Operationen vornehmen , welche denen entsprechen, 
die uns dort zu dem Hamilton'schen Principe geführt haben. Wir be- 
zeichnen, wie bisher, durch x, y, g die Goordinaten eines gewissen 
materiellen Punktes des Körpers zur Zeit t und nennen 8Xj 8y, 80 
die Componenten einer unendlich kleinen, virtuellen Verrückung dieses 
Punktes. Virtuelle Verrückungen sind hier ganz beliebige, die nur 
stetig mit dem Orte sich ändern müssen. Wir multipliciren die Glei- 
chungen 8) mit 8Xf dtfy 8z j addiren sie, multipliciren dann mit dem 
Element des Raumes, den der Korper zur Zeit t einnimmt, dx^ und 
integriren über diesen Raum. Wir beziehen dabei dt auf einen ge- 
wissen Gomplex von materiellen Punkten, dessen Masse wir dm nennen, 

so dass 

fi(2r «= dm 15) 

ist. Wir benutzen, dass 



Xx j. __ d (XxSx) y dSx 



0. 

dx ^'^ dx ''*'* dx 



und transformiren in entsprechender Weise die 8 ahnlichen Glieder. 
Es tritt dann bei Benutzung der Gleichungen 6) und 7) die Summe 

fdm {X8x + Y8y + Z8z) -f Trfs {X^8x + Y^8y -f Z^8z) 16) 

auf, wo ds ein Element der Oberfläche des Körpers bedeutet; diese 
Summe ist die Arbeit , welche die Kräfte und Druckkräfte, die auf 
die Theile und die Oberfläche des Körpers wirken, bei der gedachten 
Verrückung leisten; wir bezeichnen sie durch TJ\ Man erhält dann 
bei Rücksicht auf die Gleichungen 9) 



wenn 

18) 



gesetzt wird. 

Die Gleichung 17) spricht das d'Alembert'sche Princip für unseren 
Körper aus. Für den Fall des Gleichgewichts giebt sie die Be- 
dingung 

= 17' + i?", 19) 

die das Princip der virtuellen Verrückungen ausdrückt. 

Bei dieser Rechnung ist die Voraussetzung wesentlich, dass in 
dem betrachteten Körper die Druckcomponenten X^, Fy, .. und die 
Verrückungen da;, dy, 8z sich überall stetig mit dem Orte ändern, 
weil ohne dieselbe die Anwendung der Gleichungen 6) nicht gerecht- 
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fertigt ist. Denken wir uns nun ein System von Körpern, von denen 
fdr Jeden einzelnen diese Yoraussetzong erfällt ist; an der Berührungs- 
fläche je zweier sollen aber jene Druckcomponenten und Yerrückungen 
Sprünge er£E^en können, wie sie in § 4 dieser Vorlesung und in § 6 
der Torigen betrachtet sind. Das Eigenthümliche dieser Sprünge ist^ 
dass Xnj Tn, Zny wenn n f&r jeden der beiden Körper die nach 
seinem Lmem gerichtete Normale bedeutet, f&r beide entgegengesetzte 
Werthe haben, und dass die Componenten der Yerrückungen 
{dXj dy, öm) nach der einen Normale einander gleich sind. Wir 
denken uns die Oleichung 17), nachdem fdr ü' und F' aus 16) und 
18) ihre Werthe substituirt sind, f&r jeden der Körper gebildet und 
dann von ihr die Summe in Bezug auf alle Körper genommen. Die 
Summe entsprechender Integrale, unter deren Zeichen dm oder dt 
vorkommt, lasst sich darstellen als ein Integral, das über die Masse 
oder das Volumen des ganzen Systemes auszudehnen ist. Die Summe 
der Integrale, unter deren Zeichen ds steht, setzt sich zusammen 
aus einem Integral (von derselben Form), welches über die Ober- 
flache des ganzen Systemes auszudehnen ist, und Integralen, welche 
sich auf die Berührungsflächen je zweier Körper beziehen. Jedes 
Element ds einer solchen kommt in dem entsprechenden Integrale 
zweimal vor, da es zur Oberfläche zweier Körper gehört. Betrachtet 
man nur solche Verrückungen dx, tfy, 80, die auch in den Be- 
rührungsflächen der Körper keine Sprünge erleiden, so hat der 

Factor von ds 

Xndx + Tn9y + ZniB 20) 

diese beiden Male entgegengesetzte Werthe; es yerschwinden in Folge 
dayon die auf die Berührungsflächen bezüglichen Integrale, und es 
gilt die Oleichung 17)^ mithin auch die Gleichung 19) bei den in 16) 
und 18) angegebenen Werthen Ton U' und F' auch f&r ein System 
Yon Körpern, an deren Berührungsflächen die Druckcomponenten 
Sprünge erleiden. Das flndet im Allgemeinen nicht statt f&r Ver- 
rückungen, deren Stetigkeit in diesen Flächen unterbrochen ist; es 
findet aber auch f&r diese in einem Falle statt, den wir ausführlich 
werden zu erörtern haben, in dem Falle nämlich, dass der Druck, 
dessen Componenten X«, F«, Zn sind, immer ein senkrechter ist. In 
diesem Falle hat nämlich der Ausdruck 20) in den beiden Bedeutungen, 
in denen er auftritt, auch entgegengesetzte Werthe, da er gleich ist 
dem Product aus der (Grösse der Resultante der Druckcomponenten 
Z«, F», Zn in die Componente der Verrückung (da?, tfy, ds) nach der 
einen oder andern der beiden Normalen Ton ds, und diese Com- 
ponenten entg^ngesetzte Werthe haben müssen. 

Multipliciren wir die Oleichung 17) mit dt und int^(riren sie 
über einen beliebigen Zeitraum, so erhalten wir durch Schlüsse und 
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bei einer BezeichnmigBweise, wie wir sie bei Betracbiang eines Systemes 
Ton discreten materiellen Punkten benutzt haben , 

[fdm (^ ** + ^ *y + g *,)] ^j'dt (9T+U' + F'), 21) 
WO T die lebendige Kraft bezeichnet, d. L wo 

ist 

Setzen wir fiber die Variationen dz, dy, 00 noch Toraus, dass 
sie alle f&r < — * <^ und t'^t^ yerschwinden, so wird die Grleichung 21) 

— fdt (ÖT^ U' + F'). 22) 

Hierdurch ist das Hamilton'sche Princip f&r die jetzt betrachteten 
Falle ausgesprodien. 

Wir sehen y dass, wenn man das d'Alembert'sche Princip, das 
Princip der virtuellen Verrückungen oder das Hamilton'sche Princip 
auf Körper anwenden will, deren Theile relative Verschiebungen er- 
fahren, man zu der Arbeit ü' der Kräfte X, F, Z und der Druck- 
kräfte, welche auf die Oberflache wirken, die durch die Gleichung 18) 
definirte Grösse F' hinzufELgen muss. Es kann diese auch als die 
Arbeit gewisser Kräfte ftir die gedachte Verrückung angesehen 
werden; man nennt bisweilen diese Kräfte innere, und im Gegensatze 
dazu die Kräfte, deren Arbeit durch U' bezeichnet ist, äussere. 

§6. 

Die Erfahrung hat gelehrt, dass man, um zu einer ein&chen 
Beschreibung der Bewq^g der Körper zu gelangen, annehmen darf, 
dass die Druckcomponenten X«, 2y, . • für jeden unendlich kleinen 
Theil eines Körpers nur abhängig sind ton dem Zustande und der 
Zustandsänderung dieses Theiles. Die Ausdrücke, die man für die 
Druckcomponenten aufstellen darf, sind verschieden f&r die ver- 
schiedenen Klassen der Körper. Fassen wir zuerst die Flüssigkeiten 
ins Auge. Wenn man absieht von den Erscheinungen, welche man 
als eine Folge der Beibung bezeichnet, so kann man hier setzen 

r, — Z« — Zy — 

2Lx ■■• Xp •■■ ^j. 

Den gemeinsamen Werth von X«, Tp, Zg bezeichnen wir durch p 
und nennen ihn schlechthin den Drude in dem betrachteten Punkte 
zur Zeit t. Die Gleichungen 7) zeigen, dass eio Flächenelement von 
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beliebiger Richtung denselben senkrechten Druck p erleidet. Dieser 
Fall ist derjenige, auf welchen bei der Discussion des Ausdrucks 20) 
hingewiesen wurde. Die Gleichungen 8) werden 

d*x -wr dp 

d*t „ dp 

Diesen 3 Gleichungen zwischen den 5 Unbekannten x^ y, 0, ft^ p ist 
akr yierte eine Relation zwischen dem Drucke p und der Dichtigkeit 
{i, die durch die Natur der Flüssigkeit bedingt ist, hinzuzufügen und 
als ffinfte eine, die die folgende Betrachtung ergiebt. Ist dt das 
Volumen eines gewissen Gomplexes von materiellen Punkten zur 
Zeit t^ so ist fidt die Masse dieses Gomplexes (wie schon in 15) aus- 
gesprochen ist)^ also unabhängig von der Zeii Bezeichnet man die 
Aenderungen, die ^ und dt in dem Zeitelement dt erfahren , durch 
ein vorgesetztes d^ so ist hiemach 

it + ^^o. 

fk ' dt 

Das zweite Glied auf der linken Seite dieser Gleichung ist aber die 
i&umliche Dilatation , die in der Zeit dt vor sich geht, also nach 29) 
der Torigen Vorlesung 

(du , dv , dw\ ,. 

l^ + a^ + -ä7M^' 

wenn u, Vy w die (Tomponenten der (Geschwindigkeit zur Zeit t im 
Punkte Xy y, z bedeuten, d. h. 

dx dy dt 

""-Tf "-17' «"-rf* 
ist. Daraus folgt 

d? + ^(äi + ä^ + ^;-<>- 24) 

Für die durch 18) bestimmte Grösse F' erhält man 

Durch eine Betrachtung, die derjenigen ganz ähnlich ist, durch die 
wir die Gleichung 24) abgeleitet haben, findet man aber 

man hat daher auch 
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Denkt man sich mit Hülfe der zwischen p und fi bestehenden Relation 

gebildet, wobei der unteren Grenze des Integrals irgend ein fester 
Werth gegeben sein möge, so hat man 



mithin 



F' 6 ff dm. 



Da F' die Arbeit der inneren Kräfte bedeutet, so ist hieraus zu 
schliessen, dass für unsere Flüssigkeit die inneren Kräfte ein Potential 
haben, das 

- -Jfdm 

ist 

In vielen Fällen sind die Aenderungen der Dichtigkeit so unbe- 
deutend, dass man sie vernachlässigen, die Flüssigkeit als incompres- 
sibel betrachten darf. In den Gleichungen 23) ist dann fi eine Con- 
stante und die Gleichung 24) wird 

r. + H + r.-o- m 

Nach dem in 25) für F' gegebenen Ausdrucke ist F'^=»0, wenn 

dSx , ddy , ddg ^ 

a« "*" ay "f" "57 "" " 

ist, d. h. wenn die Variation der Dichtigkeit *» isi Versteht man 
unter virtuellen Verrückungen bei einer incompressiblen Flüssigkeit 
nur solche, die die Dichtigkeit nicht ändern, so ist also für eine in- 
compressible Flüssigkeit für alle virtuellen Verrückungen F' »« 0, und 
es gilt das d'Alembert'sche Princip, das Princip der virtuellen Ver- 
rückungen und das Hamilton'sche Princip in derselben Form, wie für 
ein System discreter materieller Punkte. 

§ 7. 

Wir betrachten nun einen elastischen festen Körpe r, indessen 
allein unter der Voraussetzung, dass alle Punkte desselben nur u^ 
endlich yiejn^ Verrückun g^ aus Lagen erhalten, bei denen die 
sämmtlichen Druckcomponenten gleich Null sind. Wir wollen zu- 
nächst femer voraussetzen, dass der Körper, wie man sagt, sich nach 
verschiedenen Richtungen gleich verhält, oder isatrov ist Für einen 
solchen Körper nimmt man an, dass die jHauptdrucke dieselben 
Richtungen^ haben ^ wie^^ BLauptdilatationen, jjnd^lineare^homoj 
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FuDctionen dieser sind . Wir bezeichnen die Hauptdrucke durch jp,, p^y p^y 
die entsprechenden Hauptdilatationen durch A^, X^y X^ und setzen 

Ä 2K{X, + e[A, + A, + A3]) 

ft - - 2K{X^ + e[A^ + A3 + As]) 27) 

l)3 = -22r(A3 + e[Aj+A, + Aj), 

indem wir unter K und 6 zwei von der Natur des Körpers abhängige 
Constanten yerstehen. Diese Gleichungen sind so gebildet; dass sie 
in einander übergehen , wenn man die Indices 1^ 2, 3 irgendwie mit 
einander vertauscht. Sind «„ j3|; y^, cc^, ß^, y^^ «3, jSj, y^ die Cosinus 
der Winkel; welche die Richtungen der Hauptdrucke und Haupt- 
dilatationen mit den Coordinatenachsen bilden, so gelten die Glei- 
chungen 14); und es gelten auch die Gleichungen 21) der vorigen 
Yorlesimg, wenn man hier f&r ol^\j ^^ • - gewisse Werthe setzt. 
Diese Werthe sind mit Hülfe der Gleichungen 26) der vorigen Vor- 
lesung zu bilden. Die dort gebrauchten Bezeichnungen wollen wir 
ändern; es sollen x, y^ e die Coordinaten eines materiellen Punktes 
des Körpers bei dem, von uns vorausgesetzten. Zustande desselben 
sein; bei dem die sämmtlichen Druckcomponenten gleich Null sind, 
^ + £; y + ^» ^ + £ die Coordinaten desselben materiellen Punktes 
zur Zeit ^, also £; i;, g die als unendlich klein angenommenen Yer- 
rückungen des Punktes zur Zeit L Die genannten Gleichungen er- 
geben dann: 



1 — ^^ 








<**i'~dx> 


1 ^'1 








«s« — sy , 


"» 


^ dt 



27 a) 



Verbindet man die Gleichungen, in welche hierdurch die Gleichungen 21) 
der vorigen Vorlesung übergehen; mit den Gleichungen 14) und 27) 
der jetzigen, so ergiebt sich 

r, - - 2i(|s + .(II + U + II)) 

^—WM+C +15+11)) 
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Wie aus der Ableitung dieser Gleichungen hervorgeht, gelten sie un- 
geändert für jedes Coordinatensystem. 

Die Gleichungen 8) werden bei der yeranderten Bezeichnung 

'*dt*"'*^ dx dy 'W 

d«f „ dz, dz^ dz. 

Hätten wir die Annahme nicht gemacht, dass if tj, ^ unendlich klein 
seien, (die erfordert, dass auch X, Yy Z es sind,) so hätte man auf 
den rechten Seiten dieser Gleichungen überall fär Xy^y, e gesetzt zu 
denken ^ + S» y + ^» ' + £; ^^ erwähnte Annahme macht das un- 
nöthig; sie berechtigt auch dazu, fi in diesen Gleichungen als constant 
zu betrachten. 

Berechnen wir noch die durch die Gleichung 18) definirte Grosse .F'. 
Setzen wir der Kürze wegen 

dfi _ dt t_dt 

''~ji' «V— y» = ay "^a«' 

so wird diese Gleichung 
F' '^ Cdx[X,dx» + Fydyy + ZJe, + !"**»* + Z^de^, + X^dXy]- 

Macht man 

f Z(«.« + y* + '.* + W + W + 7 V + e[«. + y, + #J*), 30) 

oder, was dasselbe ist, 

/•-= - Z(V + V + V + e[A, + A, + A,]«), 

80 findet man 



Hieraus folgt 



7 ^f T ^f 
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oder, da bei Yemachlassigang unendlich kleiner Grossen Höherer 
Ordnung dt als unyeränderlich anzusehen ist^ 



r— dCfdx. 



Es folgt daraus^ dass auch hier die inneren Kräfte ein Potential haben, 

nämlich das Potential Ifdx. 

Dasselbe gilt auch f&r Körper, welche nicht isotrop sind, z. B. 
f&r Krystalle; auch f&r solche bestehen die Gleichungen 31), in denen 
f eine homogene Function zweiten Grades der 6 Argumente Xxy y^, i^«, 
y,, 5,, Xy bezeichnet, die aber eine andere Form, als der in 30) an- 
gegebene Ausdruck besitzt 

§8. 

Wir kehren nun noch einmal zur Betrachtung einer Flüssigkeit 
zurfick und stellen die Ausdrücke der Druckcomponenten X, , 7, ; . . 
für den Fall auf, dass die Beübung der Flüssigkeit berücksichtigt werden 
solL Bezeichnen wir durch u, t;, w die Componenten der Geschwindig- 
keit im Punkte {x^ y, b) zur Zeit /, so hängen nach den in der Torigen 
Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen die relativen Bewegungen 
innerhalb eines unendlich kleinen Theües der Flüssigkeit zur Zeit t 
von den 6 Grössen 

du dv dw ?^i^ £^jL^ ?2?«l£^ ^9\ 

dx' dy' dz' dz'^dy' dx'^dz' dy'^dx ^^^ 

ab; es findet hier keine relative Bewegung, sondern nur eine Ver- 
Schiebung und eine Drehung des Theiles statt, wenn diese ver- 
schwinden. Wir nehmen an, dass dann auch keine Reibung vorhanden 
ist, dass dann also die Grössen 

X^—Py T^^P, Z,~-Py T,, Zgy Xp 33) 

bei passender Bestimmung von p verschwinden, die Grössen, von 
* denen wir in § 6 bei Yemachlässigung der Beibung angenommen 
haben, dass sie immer ». sind. Wir nehmen weiter an, dass die 
Grössen 33) lineare Functionen der Grössen 32) sind; und setzen 

wo h eine Constante der Flüssigkeit bedeutet. Diese Gleichungen 
haben, wie die ähnlich gebildeten Gleichungen 28), die Eigenschaft, 
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unverändert zu gelten, wenn das CoordinateDsystem beliebig ver- 
legt wird.*) 

Die 3 Gleichungen, die man erhalt, wenn man diese Werthe der 
Druckcomponenten in 8) snbstituirt, enthalten, wenn die Flüssigkeit 
als incompressibel anzusehen ist, (und auf die Betrachtung dieses 
Falles beschranken wir uns,) 4 unbekannte Functionen, nämlich 
^9 Vf ^} Pf ^ ^f ^i ^ ^® Differentialquotienten von x^ y, b nach t 
sind. Ihnen hinzuzuf&gen ist die Bedingung der Incompressibilitöt 

du .dff ^^dw ^ 

a« "*" ay ■<■ ^ ~ "• 

Die Ausdrücke, die wir in den 3 letzten Paragraphen f&r die Druck- 
componenten aufgestellt haben, &dnd anzusehen als willkürliche An- 
nahmen. Sie konnten gemacht werden, weil bei irgend welcher An- 
nahme über die Druckcomponenten eine jede Bewegung eines Körpers 
durdi die Gleichungen 8) dargestellt wird, falls die Kräfte Z, Y, Z 
passend gewählt werden. Die gemachten Annahmen zeichnen sich 
dadurch aus, dass bei ihnen die wirklichen Bew^ungen der Körper, 
wenn auch nicht genau, so doch mit einem hohen Grade der An- 
näherung, durch sehr ein&che Werthe dieser Kräfte sich ergeben. 

Der Gegenstand der folgenden Vorlesungen wird es sein, die auf- 
gestellten Gleichungen unter den einfeu^hsten Annahmen über die ge- 
nannten Kräfte zu verfolgen; wir werden dadurch zu Erscheinungen 
kommen, welche mit der Wirklichkeit in naher Uebereinstimmung sind. 

1) Diese Gleichimgen werden in derselben Weise abgeleitet wie die 
Gleichungen 88), wobei der Factor der Gonstante 6 w^gen der vorausgesetzten 
Incompressibilit&t fortf&llt. W. 



Zwölfte Vorlesung. 

(Hydrostatik. Gleichgewicht einer Flüssigkeit ist nur bei Kräften möglich, die 
ein einwerthiges Potential haben. Die freie Oberfläche ist eine Fläche gleichen 
Potentials. Schwere Flüssigkeit. Schwere rotirende Flüssigkeit. Rotirende Flüssig- 
keit, deren Theile von einem Punkte oder Ton einander nach dem Newton'schen 
Gesetze angezogen werden. Abplattung der Erde. Druckkräfte, welche eine 
Flüssigkeit auf ein Geföss, in dem sie enthalten ist, oder auf einen eingetauchten 

Körper ausübt. Archimedisches Princip.) 



§ 1. 

Wir gehen jetzt näher auf die Mechanik der Flüssigkeiten ein, 
zunächst auf die Hydrostatik, d. i. die Lehre vom Gleichgewichte der 
Flüssigkeiten. Für das Gleichgewicht einer Flüssigkeit erhält man 
aus den Gleichungen 23) der vorigen Vorlesung, die sich auf die 
Bewegung einer solchen beziehen, 

-^ 1 dp 

ft öx 

Y--^ 1) 

H dy ^ 

fk de ' 
wo p den Druck, fi die Dichtigkeit, X, Y, Z die Componenten der 
auf die Masseneinheit bezogenen Kraft im Punkte (x, y, s) bedeuten; 
hierzu ist eine Relation zwischen p und ft zu fügen, die die eine 
dieser Grossen als Function der anderen auszudrücken erlaubt Denkt 
man sich in den Gleichungen 1) fi als Function yon p ausgedrückt, 
so stellen dieselben X, F, Z als die partiellen DifFerentialquotienten 
nach Xy y, z einer Function dar; in der That geben sie 

du ^r du ^ du 



^~ dx' " ~ dy^ '"~ de 



wenn 



"-It ^' 



gesetzt wird. Hierdurch ist ausgesprochen, dass die Kräfte X, F, Z 
ein Potential haben; nur unter der Bedingung, dass das der Fall ist, 
ist ein Gleichgewicht möglich. Es ist hierzu ferner erforderlich, dass 
das Potential TT eine einwerUhige Function der Coordinaten ar, y, si 
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innerhalb des yon der Flüssigkeit erfüllten Raumes ist; denn die 
Gleichung 2), in der n eine einwerthige Function Ton p bedeutet, 
stellt auch U als eine einwerthige Function von p dar, und p hat in 
jedem Punkte des genannten Raumes einen Werth. Ist U g^eben, 
so lehrt die Gleichung 2) den Druck als Function von U kennen, 
indessen nur bis auf eine Gonstante, die unbekannt bleibt In jeder 
Flache gleichen Potentials ist hiemach der Druck derselbe. Ist die 
Flüssigkeit als incompressibel zu betrachten, also fi als constant, so 
giebt die Gleichung 2) 

wo Pq die unbekannte Constante bedeutet. Bei einem Gase ist naherungs- 
weise, dem Mariotte'schen Gesetze zufolge, 

p — en, 

wenn e eine Constante bezeichnet; hieraus findet man 

Berühren sich in einer Fläche zwei yerschiedenartige Flüssigkeiten, so 
muss, nach den in § 4 der eilften Vorlesung gemachten Aaseinander- 
setzungen, fEür jeden Punkt dieser Flache in beiden Flüssigkeiten p 
denselben Werth haben. Wir wollen annehmen, dass das Potential U 
fEür beide dasselbe, die Dichtigkeit, die demselben Drucke entspricht^ 
aber yerschieden ist; fi^ sei die Dichtigkeit der einen, fi, die der andern. 
Nennen wir dp und d 17 die Aenderungen, die p und U erfediren, wenn 
man yon einem Punkte der Berührungsfläche zu einem unendlich nahen 
Punkte dieser Flache übergeht, so haben wir nach 2) 

fi^dU^^dp und ii^dU'^dp] 

diese Gleichungen ergeben^ 

clp — und dU^Oi 

d. h. die Berührungsfläche ist eine Fläche gleichen Druckes und gleichen 
Potentials; sie steht deshalb auch senkrecht auf der Richtung der 
Kraft in jedem ihrer Punkte. 

Grenzt eine Flüssigkeit an einen leeren Raum, so geschieht das 
auch in einer Fläche gleichen Druckes; wir werden annehmen, dass 
hier der Druck gleich Null ist. 

§2. 

Ist die Schwere die einzige wirkende Kraft und ist der Radius 
der Erde als unendlich gross zu betrachten, so ist die Trennungsfläche 
zweier heterogener Flüssigkeiten, oder die Oberfläche, welche eine 
Flüssigkeit Ton dem leeren Räume abgrenzt, eine horizontale Ebene. 
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Wir wollen ntm die Oberfläche einer Flüssigkeit in einigen 
complicirteren Fallen berechnen. Wir stellen uns zunächst eine 
schwere Flüssigkeit in einem Gtofasse yor und nehmen an, dass dieses 
System um eine verticale Achse mit gleichbleibender Winkelgeschwindig- 
keit so rotirt; dass die relative Lage der Theile ungeändert bleibt 
Wir können diesen Fall hier behandeln, da wir, nach den in § 1 der 
neunten Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen, Ton der Eotation 
absehen dürfen, falls wir die ihr entsprechende Gentrifugalkraft den 
vdrkenden Erafken hinzu^hlen. Die ^-Achse unseres Coordinaten- 
systemes legen wir in die Rotationsachse und n^shmen sie nach unten 
gekehrt an; die Schwere nennen wir ^, und w die Winkelgeschwindig- 
keit, so dass, wenn T die Dauer einer Umdrehung bedeutet, 

2« 

«? — -5, 

ist-, das Potential der Schwere können wir dann «» ge, das der Centn- 
fugalkrafk *» -^ (^ + y ) setzen; daraus folgt 



2 



Setzt man diesen Ausdruck yon U eiuer Constanten gleich, so erhält 
man die Gleichung der Oberfläche der Flüssigkeit; diese ist also ein 
Botationsparaboloid, dessen Achse die 4; -Achse ist. 

In ähnlicher Weise lässt der folgende Fall sich behandeln. Eine 
flüssige Masse, deren Theile von dem Anfangspunkte der Coordinaten 
nach dem Newton'schen Gesetze angezogen werden, rotirt mit der 
Constanten Winkelgeschwindigkeit w um die ^-Achse; welches ist ihre 
Gleichgewichtsgestalt? Nennen wir O die Grösse der Anziehung, 
welche die Masseneinheit in der Entfernung jB Tom Anfangspunkte 
der Coordinaten erfahrt^ und r die Entfernung eines variablen Punktes 
der Flüssigkeit von diesem Punkte; wir haben dann hier 






dieser Ausdruck einer Gonstanten gleich gesetzt giebt die Gleichung 
der gesuchten Oberfläche. Wir transformiren dieselbe, indem wir 

ier «B r sin 9) 

machen und jB so gewählt annehmen, dass in der Oberfläche r »■ JR 

für 9 OB ^ ist Diese Annahme bestimmt die Constante, die in der 

Gleichung der Oberfläche unbestimmt geblieben war, und giebt 

1 1 w"r* - 
T-B-2-ÖB«^* 9^- 

Wir wollen voraussetzen, dass die Winkelgeschwindigkeit w so klein 
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ist, dasB das zweite Olied der rechten Seite dieser Gleiehang als un- 
endlich klein gegen das erste angesehen werden kann, und wollen nor 
die unendlich kleinen Grössen niedrigster Ordnung berücksichtigen. 
Die gefundene Gleichung lässt sich dann schreiben 

r — JB(1 + !?_cos». 

Sie stellt ein an d«n Polen abgeplattetes Spharoid dar; das, was man 

die Abplattung desselben nennt, ist der Bruch -0^; es ist das der 

Unterschied des. Polar- und des Aequatorialdurchmessers, dividirt durch 
den einen von diesen. Die Erde ist auch ein wenig abgeplattetes 
Spharoid; setzen wir bei unserer Flüssigkeit R «» dem Polarhalbmesser 
und G «B der Schwere am Pole der Erde; nach einer am Ende des 
§ 1 der neunten Vorlesung durchgeführten Rechnung ergiebt sich dann 

die Abplattung des flüssigen Sphäroids «=» 5^, ; die Abplattung der Erde 

ist durch die Gradmessungen fast doppelt so gross gefunden. Die 
Theile der Erde werden aber auch nicht nach dem Newton'schen 
Gesetze vom Erdmittelpunkte angezogen, sondern ziehen einander nach 
diesem Gesetze an. 

um den Verhältnisben näher zu kommen, die bei der Erde statt- 
finden, wollen wir die Gleichgewichtsfigur einer flüssigen Masse be- 
rechnen, die um die je^-Achse unseres Coordinatensystemes mit der 
Winkelgeschwindigkeit to rotirt, und deren Theile gegen einander 
grayitiren. Diese Aufgabe können wir aber nur lösen unter der 
Voraussetzung, dass die Flüssigkeit incompressibel und homogen ist, 
und auch dann nicht vollständig. Wenn w zwischen gewissen Grenzen 
liegt^ so ist, wie die Rechnung zeigt, ein ElUpsoid eine Gleichgewichts- 
figur der Flüssigkeit; indem man von der Annahme ausgeht, dass die 
Flüssigkeit ein EUipsoid bildet, kann man die Achsen desselben be- 
stimmen. Was die vorliegende Aufgabe so viel schwerer macht, als 
die vorher behandelten, ist, dass hier nicht, wie dort^ das Potential 
der wirkenden Kräfte von vornherein gegeben, sondern von der zu 
findenden Gestalt der Flüssigkeit abhängig ist. 

Wir denken uns ein Ellipsoid, dessen Oberfläche die Gleichung 

hat, mit Masse von der Dichtigkeit 1 erfüllt; Einheit der Masse soll 
dabei diejenige sein, die auf eine gleiche Masse in der Einheit der 
Entfernung wirkend nach dem Gesetze der Gravitation die Einheit 
der Kraft ausübt. Das Potential dieses Ellipsoides in Bezug auf den 
Punkt (xy y, 0) nennen wir Sl, d. h. wir setzen 



Sl 



■ß 
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WO dt ein Element des Volumens des Ellipsoids und r die Enir 
femiing dieses von dem Punkte (x, y, z) bedeutet. Es ist daun^ falls 
dieser Punkt im Innern oder an der Oberfläche des Ellipsoids Uegt^ 
wie wir bei einer späteren Gelegenheit (im § 1 der achtzehnten Vor- 
lesung) nachweisen werden^ 

ß — Const. — IC {Ay? + By^ + C^*), 
wo 

OB OB OB 



N^y{a^ + u) (6* + u) (c« + tt). 

Nun sei das durch die Gleichung 3) bestimmte EUipsoid die Gleich- 
gewichtsfigur unserer Flüssigkeit; dann ist 



«7' 



C7=fiß + ^(a;«-f y«), 



2 

und dieses TJ hat denselben Werth für alle Punkte^ die der Gleichung 3) 
entsprechen. Ist das der Fall^ so muss eine Grösse M so sich be- 
stimmen lassen, dass 



ist. Eliminirt man aus dieseu Gleichungen M und setzt 

so erhält man 

a« (^ - v) — V (5 - t;) =. c«C. 6) 

Diese Doppelgleichung dient zur Bestimmung der Verhältnisse a : & : c ; 
die Gr&ssen A^ B, C sind nämlich nur Ton diesen Verhältnissen ab- 
hängigy denn setzt man na, nb, nc, n^u resp. an Stelle von a, b, c, u 
in' den Gleichungen 4)^ so bleiben A, B, C ungeändert. Sind die Ver- 
hältnisse a :b:c ermittelt^ so findet man die Halbachsen selbst aus 
dem Volumen der Flüssigkeit. 

Es liegt nahC; anzunehmen, dass das gesuchte EUipsoid ein Rota- 
tionsellipsoid ist, dessen Rotationsachse mit der je:-Achse zusammen- 
fällt. Bei dieser Annahme wird 

a BS ( und A*^ B, 

Dadurch verwandeln sich die beiden Gleichungen 6) in die eine 

a« {A-v) = c^C. 7) 

Kirohboff, Mechanik. 4. Aufl. 9 
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Da a^y (?y A, C und i; positive Grössen sind, so erfordert dieselbe, 
dass a^A> c^C ist, und die in 4) f&r ^ und C aufgestellten Ausdrücke 
zeigen, dass daher a^> (? sein muss; das Ellipsoid ist also ein cib- 
geplattetes. 

Bei einem dreiachsigen EUipsoide sind die fdr ^, JS, (7 auf- 
gestellten Integrale elliptische; in unserm Falle sind sie durch Ereis- 
functionen ausdrückbar. Setzt man 



-i/o" — c* 



und führt an Stelle von u eine neue, positive Integrationsvariable, die 
X genannt werden möge, durch die Gleichung 

X« — a;» 



u = c* 



«« 



ein, so findet man leicht 

C-2^^*(A-axctgi), 

wo arc tg X zwischen und -r- zu wählen ist. Die Gleichung 7) wird 

hiemach 

^^ (8 + I«)arctgI-8X g^ 

Wir führen an, ohne es zu beweisen, dass diese Gleichung bei keinem 
positiven Werthe von v mehr als zwei reelle Wurzeln hat und dass 
sie zwei solche besitzt, wenn v zwischen und 0,2246 liegt In 
diesem Falle giebt es also zwei abgeplattete Rotationsellipsoide, welche 
die Gestalt der Flüssigkeit bilden können. Ist v als unendlich klein 
anzusehen, so sind diese leicht zu finden. Eine von den beiden reellen 
Wurzeln der Gleichung 8) ist dann unendlich klein, die andere un- 
endlich gross; für jene ist 

X» x* 

arctgA — A--3- + -g- 

t? — ±A« oder A — j/T5^, 9) 



und daher 



für diese 



und daher 



arc tg Ä = ^ 



t;-^ oder X ^ ^^ 



Nähert sich t; der Null, so nähert sich das eine Rotationsellipsoid 
einer Kugel, das andere einer unendlichen Scheibe. 

Die Gleichungen 6) erfordern nicht nothwendig, dass das Ellipsoid, 
für welches sie gelten sollen, ein Rotationsellipsoid ist. Wie Jacobi 
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zuerst bemerkt hat^ giebt es, wenn v unterhalb einer gewissen Ghrenze 
liegt (und zwar unterhalb 0,1871), auch ein dreiachsiges EUipsoid, 
welches eine Gleichgewichtsfignr der Flüssigkeit bildet Nähert sich 
V der Null, so nähert sich dieses einem unendlichen, kreisf5rmigen 
Cylinder, dessen Achse senkrecht zu der Achse ist, um. welche die 
Flüssigkeit rotirt. 

Die Erde ist ein wenig abgeplattetes Rotationsellipsoid; sehen 
wir zu, ob ihre Abplattung sich richtig ergiebt, weiin wir imsere 
Flüssigkeit mit ihr identificiren. Dabei handelt es sich zunächst 
darum, den Werth zu suchen, der der Grösse t; dann zu geben ist. 
Dieser ist aus der Gleichung 5) zu bestinmien. Hier ist für^u? die 
Drehungsgeschwindigkeit der Erde, f&r fi ihre mittlere Dichtigkeit 
zu setzen; die letztere ist aber in der Einheit auszudrücken, die 
dadurch bestimmt ist, dass wir als Einheit der Masse diejenige Masse 
festgesetzt haben, die in der Einheit der Entfernung eine gleiche 
Masse nach dem Gesetze der Chravitation mit der Einheit der Kraft 
anzieht. Wir finden den Werth von [t am leichtesten, wenn wir 
die Schwere am Pole, die wir wieder G nennen wollen, in die Rech- 
nung einführen. Nennen wir den Polarhalbmesser der Erde R und 
nehmen, was hier erlaubt ist, die Erde als kugelförmig an, so 
haben wir 

Daraus folgt 

8 W^B 8 1 1 






S Q 8 291 486 



Sehen wir diesen Bruch als unendlich klein an, so erhalten wir 
aus 9) 

'^ 116 

Aus der Definition von X ergiebt sich zugleich 

woraus folgt, dass ^ die Abplattung, ist. Hiemach wäre die Ab- 
plattung der Erde «» ^ ; die Ghradmessungen haben sie gleich nahe -— 

ergeben. Den Grund dieses Mangels an üebereinstimmung hat man 
darin zu suchen, dass die Erde nicht homogen ist, dass die Dichtig- 
keit in ihr bei der Annäherung an den Mittelpunkt zunimmt. 

§3. 

Wir wollen nun die Druckkräfte betrachten, welche eine Flüssig- 
keit auf einen starren Körper, mit dem sie in Berührung ist, ausübt, 

9* 
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und die Summen ihrer Componenten nach den Coordinatenachsen 
und ihre Drehungsmomenie in Bezug auf diese aufsuchen. 

Wir denken uns zunächst eine Flüssigkeit^ die ein geschlossenes 
Gefass ganz erfüllt. Um fdr diesen Fall die genannte Aufgabe zu 
lösen, gebrauchen wir die Gleichungen, durch welche wir allgemein 
den Begriff des Druckes definirt haben, also die Gleichungen 1) und 2) 
der eilfEen Vorlesung. Diese sagen aus, dass, wenn das Gleich- 
gewicht besteht, die Componentensummen und Drehungsmomente der 
Drucke, welche das Gefass auf die Flüssigkeit ausübt, den Gomponenten-^ 
summen und Drehungsmomenten der Kräfte gleich und entgegengesetzt 
sind, die auf die Theile der Flüssigkeit wirken. Aber die Drucke, 
welche die Flüssigkeit auf das Gefass ausübt, sind den Drucken gleich 
und entgegengesetzt, welche das Ge&s auf die Flüssigkeit ausübt; wie 
mit anderen Worten und in grösserer Allgemeinheit im § 4 der eilften 
Vorlesung bemerkt isi Daraus folgt, dass die Componentensummen und 
Drehungsmomente der Drucke, welche das Gefass von der Flüssigkeit 
erleidet, den Componentensummen und Drehungsmomenten der Kräfte 
gleich sind, welche auf die Theile der Flüssigkeit wirken. 

Dieser Satz gilt auch, wenn das Gefass nicht geschlossen oder 
nicht ganz yon der Flüssigkeit erfüllt ist, und diese eine freie Ober- 
fläche darbietet, in der sie an den leeren Baum grenzt. Man über- 
zeugt sich hiervon, wenn man beachtet, dass der Druck in der freien 
Oberfläche dann gleich ist. 

Stellen wir uns nun einen starren Körper yor, der in einer 
Flüssigkeit untergetaucht ist. Es sei ds ein Element seiner Ober- 
fläche, n die nach seinem Innern gerichtete Normale yon dSy X^ds, 
YndSf Znds die Componenten des Druckes, den die Flüssigkeit auf ds 
ausübt; es ist dann 

Xn ^^p COS (na;), F, = p cos (ny), Z« "=p cos {nd). 

Die Componentensummen und Drehungsmomente, die wir suchen, 
sind daher 

I pco8 (nx) ds und i jp (y cos («j^) — js cos («y)) ds 

jp cos (ny) ds 1 Pi^ cos (nx) — x cos (ng)) ds 

jp cos (nz) ds jp (a;cos (ny) — y cos (nx)) ds. 

Diese Integrale lassen sich unter einer gewissen Bedingung in solche 
verwandeln, die über das Volumen des Körpers auszudehnen sind, 
mit Hülfe des Satzes, der durch die Gleichungen 6) der eilften Vor- 
lesung ausgesprochen ist. Es ist hierzu erforderlich, dass für den 
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Raum, den der feste Körper eiBnimmt, eine Function der Goordi- 
naten eines Punktes gefunden werden kann, die eindeutig und stetig 
ist und in der Oberfläche des genannten Baumes dieselben Werthe 
wie p hat. Gesetzt, es gäbe eine solche Function. Beaeichnet man 
sie auch durch p und durch dt ein Element des genannten Baumes, 
so sind nach dem angefahrten Satze jene Integrale 

-I> -Ji' %-'%)''■ 

Hiernach sind die Gomponentensummen und Drehungsmomente der 
Drucke, welche die Flüssigkeit auf den Körper ausübt, gleich und 
entgegengesetzt den Gomponentensummen und Drehui^smomenten 
von Ejäffcen, welche auf die Theile des Körpers derart wirken, dass 
auf das Yolumenelement dt desselben eine Sjraft kommt, deren 

Gomponenten J^ dr, -J^ dr, -^ dt sind. 

Dieser Satz lässt sich so verallgemeinem, dass er auch ftir den 
Fall gilt, da^is die Flüssigkeit eine freie Oberfläche, in der der Druck 
gleich ist, darbietet und der Körper nicht in der Flüssigkeit unter- 
getaucht, sondern in sie eingetaucht ist. Für diesen Fall setzen wir 
voraus, dass eine Function von x, y, gefanden sei, die in den 
Punkten der Berührungsfläche des Körpers und der Flüssigkeit die- 
selben Werthe hat, wie der Druck in dieser, und die eindeutig und 
stetig in einem TheOe des yom Körper eingenommenen Baumes ist, 
der begrenzt wird von der ebengenannten Fläche und einer Fläche, in 
der die Function gleich ist — einer Fläche, die durch die Linie be- 
grenzt sein muss, in der die freie Oberfläche der Flüssigkeit die Ober- 
fläche des Körpers schneidet. Die für einen untergetauchten Körper 
angestellten Betrachtungen gelten dann ohne weitere Aenderung, 
wenn man sie nur bezieht, statt auf den ganzen vom Körper ein- 
genommenen Baum, auf den eben bezeichneten Theil desselben. 

Der bewiesene Satz führt zu dem sogenannten Archimedischen 
Principe, wenn man annimmt, dass auf die Flüssigkeit keine andere 
Kraft, als die Schwere wirkt. Nehmen wir die £r-Achse als vertical 
abwärts gerichtet an und bezeichnen die Schwere durch g, so ist der 
Druck in der Flüssigkeit aus den Gleichungen 

|£-0, |?-0, l^-i,^ 

und der Beziehung, die zwischen p und ^ besteht, zu bestimmen. 
Die für den von dem festen Körper eingenommenen Baum zu er- 
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mittelnde Function jp findet man aus denadben Gleichungen; mit 
andern Worten: in jedem Punkte dieses Baumes hat man p so gross 
anzunehmen, wie es in derselben Horizontalebene in der Flüssigkeit 
isb Hieraus folgt dann, dass, wie man sagt, die von der Flüssig- 
keit auf den Körper ausgeübten Druckkräfte eine Resultante haben, 
die dem Gewichte der verdrängten Flüssigkeit gleich und entgegen- 
gesetzt ist, und in dem Schwerpunkte dieser ihren AngrifBqiunkt hat. 



Dreizelinte Yorlesaiig. 

(CapOlar-Encheinimgeii. Potential der Capillarkrftfte. Hauptkrfimmungsradieii und 
Erfimmungtflinien. VergrOBsening, welche eine FlAche bei unendlich kleinen Yer- 
rückungen ihrer Punkte erleidet. Differentialgleichung der Berfihrungsfl&che zweier 
schweren Flflssigkeiten. Orenzbedingung. GrOsse der Kraft, welche einen Körper 
im Oleichgewicht h&lt, der in einer Bichtung rerschiebbar iat, und der zwei 

Flflcsigkeiten berfihrt. Beispiele föx diese Kraft.) 

§1. 

Die tropfbaren Flüssigkeiten zeigen gewisse Erscheinungen , die 
man CapiUar'Ersdieinungen nennt und als Wirkungen der OapiUar' 
hräfte ansieht. Dieselben bestehen theils darin, dass die freie Ober- 
flache einer solchen Flüssigkeit oder — wie wir allgemeiner und 
praciser sagen wollen — die Trennungsfiäche zweier Flüssigkeiten nicht 
eine horizontale Ebene ist^ theils darin^ dass auf einen festen Körper, 
der zum Theil in eine tropfbare Flüssigkeit eingetaucht ist, oder — 
wie wir zu sagen vorziehen — der mit zwei Flüssigkeiten in Berührung 
ist, eine Kraft ausgeübt werden muss, um ihn im Gleichgewicht zu 
halten, die nicht durch das Archimedische Princip genau angegeben 
wird. Laplace hat die erste Theorie der Capillar- Erscheinungen auf- 
gestellt und ist bei dieser von der Hypothese ausgegangen, dass die 
Capillarkräfte Krafte sind, mit denen die Theile der Körper einander 
anziehen, und die bei wachsender Entfernung so schnell abnehmen, 
dass sie bei messbarer Entfernung nicht mehr merklich sind. Dieselbe 
Hypothese hat später Oauss*) strenger verfolgt, als es von Laplace 
geschehen ist, und ist dadurch zu einem Principe geführt, das wir 
folgendermassen ausspredien können: 

Wenn zwei verschiedenartige Körper in einer Fläche sich berühren, 
so wirken in Folge hiervon Kräfte, die ein Potential haben, welches 
gleich der Grösse der Berührungsfläche, multiplicirt mit einer von der 
Natur der beiden Körper abhängigen Oonstanten ist. Diese Kräfte 
sind die Capillarkräfte. 

Dieses Princip soll die Grundlage für die Betrachtungen bilden, 
die wir in Bezug auf die Capillar-Erscheinungen hier anstellen wollen; 



*) Frincipia generalia theoriae figpirae fluidorum in statu aequilibrü; Carl 
Friedrich Gkiuss' Werke, Bd. V p. 29. 
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wir werden bei ihnen annehmen, dass neben den Capillarkräften auf 
die Flüssigkeiten nur die Schwere wirkt, und werden die Flüssigkeiten 
als incompressibel, die festen Körper als starr ansehen. Das Pnncip 
der virtuellen Yerrückungen soll den Ausgangspunkt bilden; um das- 
selbe auf den Fall, dass Capillarkrafte wirken, anwenden zu können, 
müssen wir zunächst einen Ausdruck für die Yergrösserung ableiten, 
die eine Fläche dadurch erfahrt, dass ihre Punkte unendlich kleine 
Yerrückungen erleiden. Wir könnten uns dabei auf die Gleichungen 12) 
der zehnten Vorlesung stützen, doch ziehen wir es vor, die Aufgabe 
auf eine directere Weise zu lesen. 

§2. 

Wir denken uns eine gerade Linie, die durch den Punkt {x, y, e) 
geht, und deren eine Richtung mit den Coordinatenachsen Winkel 
bildet, deren Cosinus a, ß, y sihd; % i}, % seien die Coordinaten eines 
yariabeln Punktes dieser Linie; dann ist 

wo r die positiv oder negativ genommene Entfernung der beiden Punkte 
ist, je nachdem der Punkt (g, i;, £) von dem Punkte (x, y, s) in der 
ßichtung liegt, welche durch a, /J, y bestimmt ist, oder in der entgegen- 
gesetzten. Wir denken uns femer eine zweite Linie, deren Gleichusgen 
bei entsprechender Bezeichnung 

S — a^i = ^i«i, n — yt^^ißif t — ^i^^irt 

sind. Die beiden Linien schneiden sich im Allgemeinen nicht; sie 
schneiden sich, falls den 6 aufgestellten Gleichungen durch passende 
Wahl der 5 Grössen g, 17, {;, r, r^, oder, was dasselbe ist, falls den 
3 Gleichungen 

a? — J?! = ^1^1 ^Ä 

y — yi-^r.ßi-^rß 
0^ B^ = r,y^ — ry 

durch passende Wahl der 2 Grössen r und r^ genügt werden kann. 
Ist das der Fall, so sind r und i\ die positiv oder negativ zu nehmenden 
Entfernungen des Durchschniitspunktes von den Punkten (x, y, 0) und 

Nun seien (x, y, 0) und (x^^ y^, g^) zwei unendlidi nahe Punkte 
der Oberfläche eines Körpers, a, /3, y und a^^, /J^, y^ die Cosinus 
der Winkel, welche die Ihnen entsprechenden, nach dem Innern des 
Körpers gerichteten Normalen derselben mit den Coordinatenachsen 
bilden. Wenden wir das Zeichen d an, um die Vergrösserungen zu 
bezeichnen, die die in Betracht kommenden Grössen erleiden, wenn 
man von dem ersten Punkte zum zweiten übergeht, so wird hiemach 
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die Bedingung dafür, dass die beiden Normalen sich schneiden, die, 

dass den Gleichungen 

— dx =^ rda + adr 

— Äy = rdß + ßdr 

— djsr =s rdy + ydr 

durch passende Bestimmung von r und dr genügt werden kann. 
Multiplicirt man diese Gleichungen mit a, /), y, addirt sie und be- 
rücksichtigt, dass nach den gemachten Festsetzungen 

adx + ßäy + yde = 
und 

ada + ßdß + ydy =» 
ist, so ergiebt sich 

dr == 0; 

die zu erfüllenden Gleichungen sind also 

da; -^ — rdtty dy '^ — rdßj de '^ — rdy. 

Eine Yon diesen Gleichungen ist die Folge der beiden andern, da eine 
identische Gleichung entsteht, wenn man sie mit a, ßy y multiplicirt 
und addirt; dass zwei von ihnen durch passende Wahl von r erfüllt 
werden können, ist also die Bedingung dafür, dass die beiden Normalen 
sich schneiden. 

Wir nehmen nun an, dass die Gleichung der Oberfläche, um die 
es sich handelt, in der Form 

^ — ^ (a?, y) = 0; 1) 

wo das zweite z ein Functionszeichen sein soU, gegeben sei, und 
wählen x und y zu den zwei unabhängigen Variabeln, welche einen 
Punkt der Oberfläche und die ihm entsprechenden Werthe von a, /}, y 
bestimmen« Die beiden ersten jener 3 Gleichungen werden dann 

'»- — ^J' + H'y) 

Sie können durch einen passenden Werth des Verhältnisses yon 
dy : dx erfüllt werden, falls r eine Wurzel der quadratischen 
Gleichung 

te + 7) (äy + 7) "■ ä^aS " ^ ^) 



oder 
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ist. Es seien r' und r" die Wurzeln dieser Gleichung^ dx'y dy' und 
dx", dy'' ihnen entsprechende, den Gleichungen 2) genügende Werthe 
Yon dx, dy] t' und r" sind dann die Haxipfk^mmungsradien der Ober- 
fläche des Körpers im Punkte {x, y), und die Linienelemente der Ober- 
fläche; deren Projectionen dx\ dy und dx'\ dy" sind, sind Elemente 
der beiden durch diesen Punkt gehenden Erämmungslinien. 

Die Hauptkrümmungsradien sind stets reell und die Krümmungs- 
linien schneiden sich senkrecht. Bei dem Beweise dieser Behauptungen 
wollen wir über das bis jetzt willkürlich gelassene Goordinatensjstem 
eine gewisse Annahme machen; es ist das erlaubt, da die Haupt- 
krümmungsradien und die Erümmui^slinien nach den durchgeführten 
Betrachtungen eine von jedem Coordinatensystem unabhängige Bedeutung 
haben. Allgemein folgt aus der Gleichung 1), die die Oberfläche, um 
die es sich handelt, darstellt, 



a:ß:y :_:1^ 4) 



also 



mithin 





dt 


.2« .1 
dy-^' 
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„ r, 

dx 





oder 



^\dy dx) "dy ^dx 



Legen wir nun das Coordinatensystem so, dass y= 1 ist, d. h. so dass 
die jer-Achse parallel ist der nach dem Lmern des Körpers gerichteten 
Normale seiner Oberfläche in dem betrachteten Punkte; es verschwinden 
dann a und ß, und die abgeleitete Gleichung giebt 

dy dx ^) 

Hieraus folgt, dass das letzte Glied der linken Seite der Gleichung 3) 
ein Quadrat ist, und daraus weiter, dass diese linke Seite negativ ist, 

1 a« , 1 dß 

_ aas — ^5— oder — = — o^ 
r dx r dy 

ist; sie ist aber positiv, wenn r unendlich klein angenommen wird; 
daraus ist zu schliessen, dass die Gleichung 3) zwei reelle Wurzeln 
hat. Es können dieselben aber positiv oder negativ sein. Es ist ein 
Hauptkrümmungsradius positiv, wenn der entsprechende Krümmungs- 
mittelpunkt (d. i. der Punkt, dessen Coordinaten wir bei der im An- 
fange dieses § gebrauchten Bezeichnung S, rj, £ zu nennen hätten) von 
dem P^nkte {x, y, e) aus in der Richtung der nach dem Innern 
des Körpers gezogenen Normale liegt; negativ im entgegengesetzten 
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Falle. Beide Bauptkrümmuiigsradieu sind positiy, wenn die Oberfläche 
des Korpers eine conyexe ist, beide negativ, wenn sie eine concave ist; 
einer ist positiv, der andere negativ, wenn die Flache in einem Sinne 
con^x, in einem andern concav ist. 

um zu beweisen, dass die Krümmungslinien sich senkrecht schneiden, 
gehen wir von den Gleichungen 






aus, die aus den Gleichui^en 2) folgen. Wir multipliciren dieselben 
mit einander und benutzen, dass 



1* 

d 



da, wie aus der Gleichung 3) folgt, 



So ei^ebt sich 



||rfx'rf*" + |jrfy'dy"-0. 



Führt man nun das Coordinatensystem ein, für welches die Gleichung 5) 
besteht und ^ >» 1 ist, so wird diese Gleichung 

dx'dx" + dy'dy" — 0. 

Da die Projectionen der beiden betrachteten Elemente der Erümmtings- 
linien auf die j?- Achse des jetzt benutzten Goordinatensystems (die 
mit de' und de" zu bezeichnen wären) gleich sind, so ist hierdurch 
ausgesprochen, dass die beiden Elemente senkrecht auf einander stehen. 
Mit Hülfe der Begriffe der Hauptkrümmungsradien und der 
Krümmungslinien wird es nun leicht sein, die YergrÖsserung zu be- 
rechnen, welche ein Theil der Oberfläche eines K&rpers erföhrt, wenn 
seine Punkte unendlich kleine Yerrückungen erleiden. Wir nehmen 
zuerst an, dass die Yerrückungen überall in den Richtungen der 
Normalen stattfinden; v möge die Grosse einer Yerrückung in der 
Richtung der nach Aussen gekehrten Normale sein, eine Grösse, die 
stetig von einem Punkte der Fläche zum andern variirt. Wir denken 
uns die Fläche durch zwei Systeme unendlich naher Krümmungslinien 
in unendlich kleine Rechtecke getheilt; dV und dl" seien aneinander- 
stossende Seiten eines solchen Rechtecks bei dem ursprünglichen 
Zustande der Fläche, dV dl" also die Fläche des Rechtecks. Bei der 

Yerrückung wird dV \1 + Vj aus dV und dV (l + ^) a^s dl"\ es 
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gilt das, welche Vorzeichen r und r" auch haben mögen; die Fläche 
des Rechtecks erhält daher bei der Yerrückung den Zuwachs 

dv dl" Q, + f}v, 

und die ganze Fläche^ deren Element wir ds nennen wollen , den 
Zuwachs 



/- 



'd8(^ + ^)v. 



Wir betrachten zweitens den Fall^ dass die Punkte der Fläche in 
dieser selbst und wieder so yerschoben werden^ dass die Verrückungen 
stetig sich ändern. Die Vergrosserung der Fläche wird dann durch 
ein nach dem umfang zu nehmendes Integral ausdrückbar sein. Wir 
nennen dl ein Element des Umfangs^ m die Normale Yon dl^ welche 
die Fläche tangirt und nach ihrem Innern gekehrt ist^ fi die- Projection 
der Verrückung Yon dl auf die dem m entgegengesetzte Richtung; 
die Vergrosserung der Fläche ist dann 



/ 



dlii. 



Nun mögen die Punkte der Oberfläche des Körpers beliebige unendlich 
kleine und stetig sich ändernde Verrückungen erleiden; s sei der 
Grösse und Richtung nach eine Verrückung; dieselbe lässt sich ansehen 
als zusammengesetzt aus zwei solchen Verrückungen ^ wie wir sie 
betrachtet haben; daraus folgt ^ dass die Vergrosserung^ die ein Theil 
der Oberfläche erfährt^ gleich der Summe der beiden aufgestellten 
Integrale ist, wenn für v und ft in ihnen gewisse Werthe gesetzt 
werden; es ist zu setzen 

I/o« — £ cos (n«), ft = — f cos (ms), 

wo n die nach dem Innern des Körpers gerichtete Normale yon d$ 
bedeutet. Es ist daher die gesuchte Vergrosserung eines Theiles der 
Oberfläche des Körpers 

— f ds (-F -^ -77) € cos (ns) — I dl 6 cos (ms). 7) 



§3- 

Das gewonnene Resultat setzt uns in den Stand, die Arbeit der 
Gapillarkräfte für eine unendlich kleine Verrückung der Theile des 
Systems, auf welche sie wirken, zu finden. Neben den Capillarkräften 
nehmen wir die Schwere als wirksam an und müssen daher auch die 
Arbeit dieser für eine solche Verrückung aufsuchen. Wir nehmen die 
;;- Achse des Coordinatensystems vertical abwärts gerichtet an, be- 
zeichnen die Schwere durch g, durch dt ein Element des Volumens 
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eines der Körper und darch ft die Dichtigkeit dieses. Das Potential 
der Schwere in Bezng anf deh Körper ist dann 



jj iiz dt, 



8) 



und die Veränderung, die der Werth dieses Integrals durch die ge- 
dachte Verrückung erfährt, die Arbeit, die wir zu berechnen haben. 
Wie bereits bemerkt, werden wir yoraussetzen, dass der Körper in- 
compressibel ist; überdies soll für ihn ft überall denselben Werth 
haben; in Folge hiervon lässt sich die Veränderung, die das Integral 8) 
für irgend welche virtuelle Verrückungen erleidet, darstellen als ein 
nach der Oberfläche des Körpers zu nehmendes Integral, in dem nur 
die Verrückungen der Theile der Oberfläche vorkommen. In der That 
lässt sich bei den genannten Voraussetzungen die Aenderung des 
Integrals 8) ansehen als bewirkt durch alleinige Aenderung der 
Grenzen der Integration. Es sei ds ein Element der Oberfläche des 
Körpers, s die Verrückung, n die nach dem Innern des Körpers 
gerichtete Normale von ds] dann ist 

ds 6 cos (ns) 

ein Volumenelement, welches ausgeschaltet wird, wenn cos (ns) positiv 
ist, und eines, welches eingeschaltet wird, wenn cos (ne) negativ ist. 
Der Zuwachs jenes Integrals oder die in Rede stehende .Arbeit der 
Schwere ist daher 

— gii f d$0 e cos (ns), 9) 

Die Verrückungen s sind wegen der Incompressibilität des Körpers 
durch eine Bedingungsgleichung mit einander verbunden. Es muss 
das Integral 

ß' 

ungeändert bleiben; durch eine Ueberlegung, wie wir sie eben angestellt 
haben, sieht man ein, dass di^se Bedingung durch die Gleichung 

= / ds « cos (ns) 10) 

ausgesprochen wird. 

Wir sind nun in der Lage, einige Eigenschaften der Trennungs- 
flächen verschiedener Flüssigkeiten ableiten zu können. Es mögen 
.1 und 2 zwei sich berührende Flüssigkeiten sein, ^j, diejenige Con- 
stante, die mit der Grösse der Berührungsfläche multiplicirt das 
Potential der Capillarkräfte giebt, die in Folge ihrer Berührung wirk- 
sam sind, fi| , f4 ihre Dichtigkeiten; wir fassen einen beliebigen, 
endlichen Theil ihrer Berührungsfläche ins Auge, nennen dsi^ ein 
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Element dieiee Tbeiles, ii| die nach dem Imiern der Flüssigkeit 1 
gerichtete Normale tod ds^f, r tmd r'' die Hauptkrfimmmigsradien 
diesef Elemente, positiv gerechnet, wenn die Oberfläche der Flüssig- 
keit 1 eine conrexe ist; die Punkte des gewählten Theiles denken 
wir ans unendlich wenig verrückt, während alle übrigen Punkte der 
vorhandenen Berührungsflächen heterogener Körper an ihren Orten 
bleiben; so verrückt, dass die Punkte des Bandes ihre Stellen behalten 
und dass die Volumina der beided Flüssigkeiten nicht geändert werden. 
Ist s die Yerrückung von ds^^j so erfordert^ der Oleichung 10) zufolge, 
die letzte Festsetzung, dass 



/• 



n[5,^« cos («1«) 11) 

verschwindet. Ist diese Bedingung erfüllt, so muss nach dem Princip 
der virtuellen Yerrückungen, wie aus der Bedeutung der Ausdrücke 7) 
und 9) hervorgeht, auch 

Jds^^B cos (nyB) j-^i, (^ + p) + ^ (fti — i^z] 12) 

verschwinden. Hierzu ist erforderlich, dass die in 11) und 12) unter 
den Integralzeichen stehenden Ausdrücke einander proportional sind, 
d. h. dass 

A,,(p + p)'\-9{jH-lh)^-i' 13) 

ist, wo A eine Constante bedeutet. Es ist dieses eine Differential- 
gleichung für die Trennungsfläche der beiden Flüssigkeiten. Dieselbe 
lässt sich auf eine etwas einfachere Form bringen, wenn man die 
opy-Ebene passend ^ählt; verändert man diese, so verändert man das 
auf einen bestimmten Punkt bezogene 5, während das erste Glied der 
linken Seite der Gleichung 13) ungeändert bleibt; man verändert also 
auch k und kann dieses verschwinden machen, wenn man die a?y-Ebene 
passend wählt Dadurch wird dann die Gleichung 13) 

^u(p + p)+i?0»i-fh)«-O. 14) 

Die Ebene, die die a;y-Ebene sein muss, damit diese Gleichung gelte, 
hat man die Nivw^L^Ehene genannt; hat die Trennungsfläche der beiden 
Flüssigkeiten Theile, welche als eben zu betrachten, für welche also 
r und r" unendlich gross sind, so Uegen diese in der Niveau-Ebene, 
wie aus 14) ersichtlich ist 

Betrachten wir nun eine Linie, in der drei Flüsaigkeiien sosammen- 
stossen. Wir nennen dieselben 1, 2, 3, bezeichnen durch dl^^ ein 
Element der Linie, durch m^^ die Normale dieses Elementes, die die 
Trennuugaflache von 1 und 2 berührt und nach dem Innern d»^ 
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selben gerichtet ist, und geben den Zeichen m^^, m^i und A^, A^^ 
analoge Bedeutungen , wie wir sie den Zeichen m^, und ^12 beigelegt 
haben. Die Punkte der genannten Linie denken wir uns unendlich 
wenig yerschoben, so dass das Element dlif^ die Verschiebung s er- 
halt; die der Linie unendlich nahen Flüssigkeitstheilchen müssen 
dann auch Verschiebungen erleiden; nur diese sollen solche erleiden 
und zwar der Art, dass das Volumen keiner der Flüssigkeiten dadurch 
geändert wird. Bei Bücksicht auf den Ausdruck 7) hat man dann 
aus dem Princip der virtuellen Verrückungen zu schliessen, dass 

/ dli^€ { ^,j| cos (t»ij|«) + A^^ cos (m^B) + A^ cos (m,!«) } — 

isty woraus, da € ganz beliebig ist, folgt: 

-4ij| cos (wijfi) + -4„ cos (mjjc) + A^^^ cos (»Si«) = 0, 15) 

wo B eine beliebige Richtung bedeutet. Diese Gleichung ist dieselbe 
wie diejenige, welche ausspricht, dass drei Kräfte, deren Grössen 
•^is; -^299 "^zif i^^^^ Richtungen die auf dZ^js senkrechten Richtungen 
m^i, fii23, m,! sind, und .die auf einen Punkt wirken, einander das 
Gleichgewicht halten. Man bezeichne die Winkel (m,|tnj,), (fni^m^^, 
(^ss^i) durch w^f to^, w^] sie sind die Winkel, welcke je zwei der 
drei Ebenen mit einander bilden, die an dem Orte Ton dl^^ die drei 
Trennungsflächen berühren; die Gleichung 16) spricht dann aus, dass 
ein Dreieck, dessen Seiten sich wie A^ : ^3^ : A^^ zu einander ver- 
halten, die Winkel n — u^i, sv — u;„ n ^~ w^ hat, oder dass 

sin iv^ : sin tt^g : sin to^ =» A^ : A^ : A^^ 16) 

ist. 

Wir fassen nun einen Fall ins Auge, der dem eben behandelten 
ähnlich ist, von ihm aber dadurch sich unterscheidet, dass der Körper 3 
nicht eine Flüssigkeit, sondern starr, oder; was hier dasselbe bedeuten 
soll, fest ist; seine Oberfläche soll überdies da, wo sie von der 
Trennungsfläche der Flüssigkeit 1 und 2 getroffen wird, keine scharfe 
Kante darbieten; die Richtungen m^^ und m^^ sind dann entgegen- 
gesetzte. Die Verrückung e nehmen wir parallel mit nt^^ an; auch 
dann gilt die Gleichung 15) und wird 

cösw.— ^'7"^' - 17) 

Die Gleichungen, welche nach dem Muster von 16) und 17) gebildet 
werden können, sind die Grenzbedingungen, welche zur näheren Be- 
stimmung der Integrale der Differentialgleichungen dienen, die nach 
dem Muster von 13) oder 14) zu bilden sind. 
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§4. 

Bevor wir unter gewissen Voraussetzungen die Dififerential- 
gleichung für die Trennungsfläche zweier Flüssigkeiten integriren, 
wollen wir einen Ausdruck für die Kraft aufstellen , die auf einen 
festen Körper ausgeübt werden muss, um ihn im Gleichgewicht zu 
halten y wenn derselbe mit zwei Flüssigkeiten in Berührung und in 
einer gegebenen Richtung beweglich ist. Wir nennen wiederum den 
festen Körper 3^ die Flüssigkeiten 1 und 2. Ein Beispiel bildet ein 
fester Körper^ der in Wasser eingetaucht ist. Dieses Beispiel wollen 
wir der Betrachtung zu Grunde legen und durch 1 das Wasser, 
durch 2 die Luft bezeichnen. 

Wir nehmen zuerst au, dass ein Theil der Oberfläche des festen 
Korpers, in welchem der Rand der Wasseroberfläche (also die Linie, 
deren Element wir JZj^s geca'iuit haben) liegt, ein Theil eines Ter- 
ticalen Cylinders von beliebigem Querschnitt, und dass der Körper 
in yerticaler Richtung beweglich ist. Wir suchen die Kraft Z, die 
yertical abwärts, also in der Richtung der ;e;-Achse, ausser seinem 
Gewichte auf ihn wirken muss, damit das Gleichgewicht besteht. 
Wir finden dieselbe, indem wir das Princip der virtuellen Yer- 
rückungen auf eine gewisse Yerrückung unseres Systems anwenden. 
Wir denken uns, wie das in Fig. 1 angedeutet ist, eine Fläche Fj 

pj j welche den festen Körper um- 



schliesst und von jeder Flüssig- 
keit einen Theil abgrenzt; alle 
Punkte, die ausserhalb dieser 
Fläche, oder in ihr liegen, 
sollen an ihren Orten bleiben; 
der feste Körper werde um a' 
vertical abwärts verschoben, 
die Theilchen der Flüssigkeiten 
werden so bewegt, dass die 
Punkte des Randes der Wasser- 
oberfläche keine Yerrückungen 
erleiden und das Volumen jeder 
Flüssigkeit ungeändert bleibt. 
Wir wollen annehmen, dass 
dabei allen Flüssigkeitstheilchen, welche mit dem festen Korper in Be- 
rührung sind, bis auf diejenigen, die der Grenzfläche beider Flüssigkeiten 
unendlich nahe sind, dieselbe Verschiebung ertheilt werde, wie dem 
festen Körper. Für diese Verrückung ist die Arbeit der Kraft Z 

^Zb\ 18) 

Um die Arbeit der Capillarkräfte und der Schwere angeben zu 
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konneo, behalten wir die früher gebrauchten Zeichen bei, verstehen 
unter dSi^ aber nur ein Element des Theiles der Trennungsfläche 
von 1 und 2y der innerhalb der Fläche F liegt, und nennen ü den 
Umfang des horizontalen Querschnittes des Cylinders, von dem ein 
Theil der Annahme nach einen Theil der Oberfläche des festen 
Körpers ausmacht. Bei der gedachten Yerrückung yergrössert sich 
dann die Berührungsfläche von 3 und 1 um Ue', während die Be- 
rührungsfläche Yon 3 und 2 um ebensoviel sich verkleinert. In Folge 
hiervon und bei Rücksicht auf den Ausdruck 7) ergiebt sich die 
Arbeit der Capillarkräfte 

Die Arbeit der Schwere endlich flndet man mit Hülfe des Aus- 
druckes 9) 

— ?0*i - ft) « J ^% ff coB(n^z) + (/(^ — ^) s'jd$n0coa(n^g) 

— ? (f*l — f*i) / ^«18 ^« <508 (»1 «)• 20) 

Die Summe der Ausdrücke 18)^ 19) und 20) muss verschwinden. 
Wählt man zur a;y-Ebene die Niveau-Ebene und berücksichtigt, dass 
dann die Gleichung 14) gilt^ so ergiebt sich hieraus 

— ^ + (^81 — -^s) ^ + S^(ft — ih) hhi ^ cos (n^e) 

•> 21) 

+ 9ilh — iH)J ^5j8 ^ cos (n^g). 

Wir geben dieser Gleichung noch eine andere Gestalt. Bezeichnet 
ds ein Element der Oberfläche eines vollständig begrenzten Baumes, 
n die nach dem Innern desselben gerichtete Normale von dsy so ist 
das Integral 

ds B cos {nB)y 



ß 



au^edehnt über die ganze Oberfläche, gleich dem negativ genommenen 
Volumen des Raumes, wie der durch die Gleichungen 6) der eilften 
Vorlesung ausgesprochene Satz lehri Bemerkt man, dass dasselbe 
Integral, ausgedehnt über einen beliebigen Theil eines der £i-Achse 
parallelen Cylinders oder über einen beliebigen Theil der a:y-Ebene, 
verschwindet, so kann man den Werth flnden, den es erhält, wenn 
es über einen begrenzten Theil jener geschlossenen Oberfläche aus- 
gedehnt wird; man darf nämlich diesen Theil zu einer geschlossenen 
Oberfläche machen durch HinzufÜgung einer Fläche, die aus einem 
Stücke eines der £- Achse parallelen Cylinders und einem Stücke 
der xy-^hene besteht. Die beiden in der Gleichung 21) vorkommenden 

Kirohhoff, Meobftaik. 4. Anfl. 10 
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Integrale lassen sich hiernach durch zwei Volumina ausdrücken. Wir 
construiren die Fläche , welche durch die Randcunre des V^assers be- 
grenzt und zusammengesetzt ist aus einem Theile eines yerticalen 
Cylinders und einem Theile der Niveau- Ebene; wir setzen Toraus^ 
dass diese Fläche ganz innerhalb des festen Körpers liegt; dann theilt 
sie denselben in zwei Theile^ Ton denen der eine mit der Flüssigkeit 1, 
der andere mit beiden Flüssigkeiten in Berührung ist; die Volumina 
dieser Theile nennen wir V^ und V^] dann ist 

/ ds^i e cos (tijXf) -= -— Fl und / ds^ z cos (n^e) «— — Fg. 

Führt man noch durch 17) den V^inkel w^ ein^ so wird hiernach die 
Gleichung 21) 

§6. 

Wir wollen nun einen Fall betrachten, der den eben behandelten 
als speciellen in sich schliesst; der feste Körper 3 habe eine be- 
liebige Gestalt und sei in einer beliebigen Richtung^ die wir p nennen 
wollen y yerschiebbar. Es soll die Kraft P gefunden werden, die auf 
den Körper in der Richtung p ausser der betreffenden Componente 
seines Gewichtes wirken muss, damit das Gleichgewicht besteht. Wir 
denken uns den Körper in der Richtung p um s' verschoben; die 
Flüssigkeitstheilchen, welche ihn berühren, sollen alle die gleiche 
Verschiebung erfahren, während die Theilchen, welche in und ausser- 
halb der Fläche F (s. Fig. 1) liegen, an ihren Orten bleiben und die 
Elemente ds^^ solche Verschiebungen s erleiden, dass der Bedingung 
der Incompressibilität genügt wird. Die Flächen, deren Elemente 
^ durch ds^ und d8^<^ bezeichnet sind, erleiden dann keine Aenderung 
ihrer Grösse, dagegen erfahrt der Rand der Trennungsfläche der 
beiden Flüssigkeiten eine Verschiebung. Nimmt man hierauf Rück- 
sicht, so erhält man durch eine Betrachtung, die im Uebrigen der- 
jenigen gleich ist, durch welche wir die Gleichung 21) abgeleitet 
haben, wenn man wiederum die Niveau-Ebene zur a;y-Ebene wählt, 

= P + p 0^1 — ft,) / ÄÄji jef cos (n^p) 

+ pO*8 — fti)y^%$^ cos(n3p) 22) 



— Äy^g I rfZjjj COS (mjjjp). 



Wir wenden diese Gleichung zuerst auf einen Fall an, in dem die 
Richtung p wieder mit der Richtung von übereinstimmt. Der 
Körper 3 sei eine horizontale Platte, deren Randfläche ein Theil 
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eines kreisförmigen yerticalen Cylinders ist. Ihre untere Fläche soll 
mit der Flüssigkeit 1 in Berührung sein^ so dass der Rand derselben 
die Linie ist; deren Element wir dl^^z genannt haben. Fassen wir 
den Band der unteren Fläche als eine unendlich schmale Fläche von 
unendlich grosser Krümmung auf, so haben wir statt dessen zu sagen, 
dass die genannte Linie in diesem Rande liegen soll Das Resultat 
der Gleichung 22) ist ersichtUch bei der einen Auffassung dasselbe, 
wie bei der andern. Nennt man V das Volumen der Platte, f die 
Grosse, U den umfang ihrer Grundfläche, Zq den Werth von £ für ihre 
untere Fläche, ^q den ^^^ ^ 

in Fig. 2 bezeichneten 
Winkel, den die Rich- 
tung %2 ^^ ^^' ^^^* 

längerung des Radius der ^ ' ./..^Sr^r^r^.^ 

Platte bildet, wobei "/ . 

(mjgjp) — *o — f tf 

wird, und nimmt man an, dass die Trennungsfläche der beiden Flüssig- 
keiten eine Rotationsfläche ist^ deren Achse mit der Achse der Platte 
zusammenföllt, so wird die Gleichung 22) 

- P+ (/ (ft - (S) F-p (fti - ih)^of- A,,UBm»,. 23) 

Der Werth Ton 0q kann innerhalb gewisser Grenzen geändert werden; 
mit ihm ändert sich auch ^q; wie diese beiden Grossen zusammen- 
hängen, werden wir bei der Untersuchung der Gestalt der Trennungs- 
fläche zweier Flüssigkeiten finden. 

Wir wollen nun die Gleichung 22) auf den Fall anwenden, dass 
die Richtung p eine horizontale ist; sie sei die Richtung der x-Achse. 
Ist ds ein Element der Oberfläche eines yollkommen begrenzten 
Raumes, n die nach dem Innern dieses gerichtete Normale von ds, 
so verschwindet das Integral 

I ds coB (nx) , 24) 

wie die erste der Gleichungen 6) der eilften Vorlesung zeigt. Hieraus 
folgt, dass der Coefficient yon fi, in 22) yersohwindet, und dass die 
beiden Glieder dieser Gleichung, welche Flächenintegrale enthalten, 
sich in das eine 

9i(h — lh)Jäs^ ^ cos (n,aj) 25) 

zusammenziehen. Das hier yorkommende Integral lässt sich weiter 
darstellen als eines, das auszudehnen ist über den Theil der Ober- 
fläche des festen Körpers, der zwischen der xy -Ebene und der Grenze 
der Trännungsfläche der beiden Flüssigkeiten liegt, wenn man noch 

10* 
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benutzt^ dass das Integral 24) auch Terschwindet, wenn es über einen 
Theil der a;y-Ebene genommen wird. Wir wollen annehmen, dass 
die Grenze der Trennungsfläche der beiden Flüssigkeiten die xy-lEbeue 
nicht schneidet, also ganz oberhalb oder ganz anterhalb derselben 
liegt. In beiden Fällen wollen wir durch ds^ ein Element des ge- 
nannten Theiles der Oberfluche des festen Körpers bezeichnen; der 
Ausdruck 25) ist dann 

= + fl' (ft — i^i)jäsz B cos {n^x) , 

wo das obere Zeichen in dem ersten, das untere in dem zweiten der 
beiden Fälle gilt, vorausgesetzt, dass die untere Flüssigkeit wieder die 
Flüssigkeit 1 ist. Hiernach ist die Gleichung 22) 

= P + ^ (f*i — fi,) / ds, jer cos {n^x) — A^^ j rfZ^, cos (m^^x) . 26) 

Wir wollen die Rechnung weiter führen unter der Voraussetzung, 
dass der feste Körper eine zur a;-Achse senkrechte Platte ist^ die in 
der Richtung der y -Achse die sehr grosse Länge b besitzt. In ihrer 
Nähe, auf der Seite der negativen x, befinde sich eine ihr parallele, 
feste Platte von gleicher oder noch grösserer Länge. Die beiden 
Fälle, die in der Gleichung 26) zu unterscheiden sind, sind in Fig. 3 
und Fig. 4 dargestellt 



Fig. 8. 



Fig. 4. 





Die Elemente d$^ und dli^ sind zum grössten Theile der y-Achse 
parallel; diejenigen, die es nicht sind, können bei der Bildung der 
beiden Integrale, um die es sich handelt, vernachlässigt werden. Auf 
der äusseren Seite der beweglichen Platte ist 



±(fni^x) — Wi — 



auf der inneren 



2' 



^i + ö] 



daher verschwindet das nach dli^^ zu nehmende Integral in 26). Femer 
ist auf der äusseren Seite der Platte 



auf der inneren 



cos (ff^x) =^ — 1 , 

- + i. 
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Endlich kann man ds^ <= bdg setzen^ wenn man die Bestimmung 
hinzufügt, dass die untere Grenze des Integrals der kleinere Grenz- 
werth von z^ die obere der grossere sein soll. Hiemach wird die 
Gleiehung 26) in den beiden unterschiedenen Fällen 

P = 9il^i — lhyi- — 2 ' 

wenn der Werth von e für die Grenze der beiden Flüssigkeiten an 
der inneren Fläche der beweglichen Platte mit e'^ an der äusseren 
mit /' bezeichnet wird. Je nachdem dieser Ausdruck von P positiv 
oder negatiy ist, üben die beiden Platten scheinbar eine Anziehung 
oder eine Abstossung auf einander aus. Wie die Grössen »' und ss" 
abhängen von der Natur *der Flüssigkeiten und der Platten, sowie 
dem Abstände der letzteren, lehrt die Untersuchung der Gestalt der 
Trennungsfläche zweier Flüssigkeiten. 



Yierzelmte Vorlesung. 

(Integration der Differentialgleichung für die Berfihrungsfl&che zweier schweren 
Flüssigkeiten in dem Falle, dass dieselbe eine Rotationsfläche ist and die Abstände 
der betrachteten Funkte von der Rotationsachse sehr klein oder sehr gross sind. 

Erste und zweite Näherung.) 

§1. 

Wir wollen uns jetzt mit der Integration der Differentialgleichung 
bescMftigen, die wir f&r die Trennungsfläche der beiden Flüssigkeiten 
1 und. 2 gefunden haben. Legen wir die xy -Ebene in die Niveau- 
Ebene, . so ist dieselbe die Oleichung 14) der vorigen Vorlesung, 
nämlich 

wenn 

a* = — 2 — ^ — 

gesetzt wird. Wir nehmen die Constante ^|, als negativ an. Nur 
unter dieser Bedingung ist ein stabiles Gleichgewicht möglich; denn 
nach den in § 2 der vierten Vorlesung gemachten Auseinander- 
setzungen erfordert ein solches, dass das Potential der wirkenden 
Kräfte ein Maximum sei, und ein Maximum findet nicht bei der 
positiv genommenen Oberfläche einer incompressibeln Flüssigkeit statt 
— diese kann, ins Unendliche wachsen — , wohl aber bei der negativ 
genommenen. Wir bezeichnen femer die dichtere Flüssigkeit durch 1, 
die weniger dichte durch 2; dann ist a^ positiv. Ist auch a positiv, 
was wir festsetzen, so ist dieses, wie aus der Gleichung 1) ersichtlich, 
eine Länge. Nach den Gleichungen 4) und 6) der vorigen Vorlesung 
ist nun 

und 

a dg dB ^ 

WO ff, /), y die Cosinus der Winkel bedeuten, die die nach dem Innern 
der Flüssigkeit 1 gezogene Normale der Oberfläche dieser mit den 
Coordinatenachsen bildet. Es folgt hieraus 
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und nach 1 

a» a 8a? , o« a gy 



WO der Torkommenden WurzelgrSsse das positive oder negative Vor- 
zeichen zu geben ist, je nachdem y positiv oder negativ ist. Diese 
partielle Differentialgleichung f&r z verwandeln wir in eine gewöhn- 
liche durch die Annahme^ dass die Oberfläche, um die es sich handelt^ 
ein Theil einer Rotationsfläche ist, deren Rotationsachse mit der 
;?-Achse zusammenfallt. Setzen wir 



wo die Wurzelgrosse positiv zu nehmen ist, so ist dann 

dM_ X dn dn y dg 

di u du^ Ty u du ^ 

und die Gleichung 2) wird 



dl 

w * w du ^\ 



a« 1 (f ** du 



y > + (f:)' 



und II können wir hierbei als die rechtwinkligen Goordinaten eines 

Punktes der Curve ansehen, in der die Oberfläche von einer durch 

die jBT^Achse gelegten Ebene geschnitten wird. Die Gleichung 3) wollen 

wir dadurch umgestalten, dass wir in sie einen Winkel d" einführen, 

zu dessen Definition wir zui^chst 

1 
y CB» — = -= cos -9" 



V'+m' 



setzen; wir vervollstönd^en dieselbe durch die Gleichung. 

dg 
du 



y^^ii 



sin<0'. 



Hierdurch ist ^ bis auf ein Vielfaches von 2« bestimmt; dabei können 
und wollen wir festsetzen, dass d' sich stetig ändert, wenn man auf 
der Curve stetig fortgeht. Aus den f£lr cos ^ und sin d' aufgestellten 
Ausdrücken folgt 
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d. h. %^ ist ein Winkel, den die Tangente der Curre mit der i« -Achse 
bildet, und den eine Linie beschreibt, die Ton der ti-Achse ans in 
dem Sinne gedreht wird, bis sie der Tangente parallel ist, in dem 

sie um ^ gedreht werden muss, um die Richtung der i^-Achse zu 

erhalten. Bei Rücksicht auf die Qleichung y «» cos ^ kann man 
hierfür auch sagen: %• ist ein Winkel, den die nach dem Innern der 
dichteren Flüssigkeit gezogene Normale, tij, mit der J9- Achse bildet^ 
und den eine Linie beschreibt, die von der xr-Achse aus in demselben 
Sinne gedreht wird, bis sie die Richtung Ton n^ hat. Die Gleichung 3) 
wird dann 

Wir wollen die Gleichungen 4) und 5), die zusammen die Gleichung 3) 
ersetzen, nur fiir die Fälle integriren, dass u sehr klein oder sehr 
gross für die Punkte der betrachteten Fläche ist. 

§ 2. 
Wir nehmen zuerst an, dass u als unendlich klein zu betrachten ist. 
Dieser Fall ist naherungsweise verwirklicht z. B. bei der Flüssigkeits- 
oberfiäche in einer engen, yerticalen Röhre von kreisförmigem Quer- 
schnitt, die in eine grössere Wassermasse getaucht ist, oder bei der 
Oberfläche eines kleinen Quecksilbertropfens, der auf einer horizon- 
talen Glasplatte ruht. Aus 5) folgt, dass dann im Allgemeinen z 
unendlich gross ist; wir nehmen an, dass dieses stattfindet, dass die 
Unterschiede der Werthe von z fClr die yerschiedenen Punkte der 
zu betrachtenden Curye aber nicht unendlich gross sind; bezeichnen 
wir durch z^ einen dieser Werthe, so können wir hiemach für ö) 
schreiben 

^0 " 2 u du 

oder 

, const. A . - 
ZqU-\ ^=a*sin'9', 

wo const. die Constante der Litegration bedeutet. Diese muss ver- 
schwinden, wenn, wie wir annehmen wollen, die jer-Achse die Flüssig- 
keitsoberfläche schneidet, weil sonst für u »= die linke Seite der 
gefundenen Gleichung unendlich werden würde, die rechte aber nicht 
unendlich werden kann. Zugleich wollen wir in Betreff der Bedeutung 

von Zq festsetzen, dass 

^ = jBfo für tt = 

sein soll. Wir haben dann 

u BS — sind. 6) 
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Dabei ist 

«• — far w — 0, 

weniiy wie wir annelimen wollen und wie es in den beiden angefiilirten 
Beispielen der Fall ist, an dem Punkte (u «» 0^ ;? «» 0^ die dichtere 
Flüssigkeit die untere ist. 

Differentüren wir die Gleichung 6) und multipliciren das Resultat 
mit der Gleichung 4), so erhalten wir 

d0 — — sin^«?*, 

und hieraus durch Integration bei Bücksicht darauf, dass jer «s j?^ für 
«• =» ist, 

— 0Q — 7--» COS*. 7) 

Die Gleichungen 6) und 7) zeigen, dass die Flüssigkeitsoberffiche 
eine Kugel ist, deren Radius dem absoluten Werthe Yon — gleich 

ist, und deren Mittelpunkt die j?-Coordinate 0^^ hat. Die dichtere 

Flüssigkeit ist hiemach durch eine conyexe Oberfläche begrenzt, 
wenn 0^ positiv, durch eine concaye, wenn 0q negativ ist. Der Werth 
Ton 0Q ist durch den Winkel u;, bedingt, den die Gleichung 17) der 
vorigen Vorlesung bestimmt. Handelt es sich z. B. um die Ober- 
fläche einer Flüssigkeit in einer verticalen Röhre von dem Radius R, 
so ist 

für tt := 22 d <= u;i — ^5 

setzt man diese Werthe in die Gleichung 6), so erhalt man 

^0— — ^ß-cos«?!. 8) 

Ein Fall, der sich oft der Betrachtung darbietet, ist der, dass w^ «==■ 
ist; er findet statt, wenn der feste Körper, um den es sich handelt, 
von der Flüssigkeit 1 henetet wird. In diesem Falle giebt die 
Gleichung 8) 



a« 



die Oberfläche der Flüssigkeit in der Röhre wird dabei eine Halb- 
kugel 

Sind die Werthe von TJ nicht unendlich klein, aber klein, so bilden 
die entwickelten Gleichungen eine erste Näherung; suchen wir jetzt 
eine zweite. Aus der Gleichung 5) folgt, wenn wir die Voraussetzung 
festhaltetn, dass die ^-Achse die Oberfläche schneidet, 

u 

a'sin-ö- as= — i jBfudw. 9) 
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Schreiben wir hier ^o + C*' — ^o) ^ ^9 ^^ ^0 ^^der den Werth von z 
f&r t« B= bedeutet, so erhalten wir 

a' sin ^ B= j9oii -{ — /(j^ — ss^udu. 



Wir kommen zu den Formeln der ersten Näherung; zunächst zu 
der Gleichung 6) zurück, wenn wir das Glied, welches das Integral- 
zeichen enthält; yemachlässigen; wir finden eine zweite, wenn wir in 
diesem Gliede — 0^ und u mit Hülfe der Gleichungen 7) und 6) 
durch d- ausdrücken. Wir erhalten dadurch 

a* sin «• — x^o«* + 2 [yf^j /(l -- cos d) sin ^ co's «• d» 
oder 

8 • Q. /«V/ • o. « 1 — C08*^\ -^v 

0,u - a*smd - (-) (sm» - j ^^^ ) . 10) 

Differentiirt man diese Gleichung und multiplicirt das Resultat mit 
der Gleichung 4), so erhält man eine, deren Integration als Function 
von d' ergiebt. 

In dem Falle der verticalen Bohre vom Radius R giebt die 
Gleichung 10) einen Werth von 0^, der genauer ist, als der durch 8) 
bestimmte. Um ihn zu finden, kann man in dem Gliede, durch 
welches die Gleichungen 10) und 6) sich unterscheiden, 0^ durch 8) 
ausdrücken. Wird die Rohre benetzt, so bekommt man auf diesem 
Wege 

§3. 

Man kann die Gleichungen 4) und 5) femer integriren, wenn 
man u als unendlich gross annimmt. Man setze 

u = Uo + x, 11) 

wo Uq eine unendlich grosse Constante bedeutet, die so gewählt ist, 
dass für die Punkte, die betrachtet werden, x endlich ist. Führt man 
in 5) die Differentiation nach u aus und vernachlässigt unendlich Kleines 
gegen Endliches, so erhält man dann 

a* (2 sin ^ . o\ 

und die Gleichung 4) wird 

d0 = ig»dx. 13) 

Es sind dieses dieselben Gleichungen, welche man unmittelbar aus 2) 
erhalten haben würde, wenn man die rechtwinkligen Coordinaten x, y, 
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beibehalten und die Annahme eingef&hrt hatte, dass g von y unabhängig 
ißt Multiplicirt man sie mit einander, so erhalt man eine integrable 
Gleichung und durch Integration 

g^ —» const. — a* cos -ö* 
oder auch 

0^ — 20" (ä-.cos«|), 14) 

wo h eine willkürliche Constante bedeutet. Dieselbe ist notly^endig 
positiv, da s^ positiv ist, kann aber grosser oder kleiner als 1 sein. 
Diese Fälle bieten einen wesentlichen Unterschied dar. Ist A > 1, so 
kann e nicht verschwinden, also auch nicht das Zeichen wechseln; 
dasselbe gilt, der Gleichung 1) wegen, daher auch von der Krümmung 
der Curve, deren variabler Punkt die Coordinaten x, z hat; dagegen 
kann (^ verschwinden oder ^^2% werden, d. L es giebt Punkte, in 
denen die Tangente horizontal ist und die dichtere Flüssigkeit unter 
der weniger dichten liegt. Das Umgekehrte findet statt^ wenn A < 1 
ist; dann giebt es keine solche Tangente, ^ kann nicht verschwinden 
oder =2^ werden, aber e kann «» sein; es giebt Punkte, die in 
der Niveau-Ebene liegen , und in denen die Krümmung Null ist 
Für den Fall A > 1 setzen wir 

bezeichnen wir dann wieder die positiv zu nehmende Wurzelgrosse 
]/! — V BXD?i(> mit z^^, so wird die Gleichung 14) 

oder, wenn wir das Maximum von ß in dem Falle, dass z positiv ist, 
und das Minimum von z im entgegengesetzten Falle durch c be- 
zeichnen, wobei 

c'-^* 16) 

wird, 

z = c^if. 17) 

Die Gleichung 12) giebt 

= a* cos2^ -^y 
woraus bei Rücksicht auf 17) folgt 

oder 

^_,((|*_l)J^+J^^rf^), 18) 

WO die untere Grenze der beiden Integrale eine willkürliche Con- 
stante ist 
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Für den Fall /* < 1 setzen wir in 14) 

h = cos« i = Ä:^ 19) 

indem wir unter i einen VV'^erth versteheD, den -9- erreichen, aber 
nicht überschreiten kann; und ferner 

cos g- = cos - sin ^ ; 20) 

da hiernach 

s^ = 2a^ cos* — cos* ^ 

ist, 80 können wir zur weiteren Bestimmung von ^ festsetzen: 

z = )/2a cos 2 cos ^. 21) 

Für einen Punkt der betrachteten Curve kann man 0* als zwischen 
und 2^ liegend annehmen, also -^ als zwischen und n liegend; 

da nach 20) sin -- nicht yerschwinden kann, so liegt — dann immer 
zwischen den genannten Grenzen und wir erhalten aus 20) 

sm 2^ = Jt(f. 

Die Gleichung 12) wird hiemach 

woraus in Verbindung mit 21) sich ergiebt 

WO die untere Grenze der beiden Integrale wiederum eine willkürliche 
Constante ist. 

§4. 

Die abgeleiteten Gleichimgen wollen wir jetzt auf die Fälle an- 
wenden^ dass der Modul h der elliptischen Integrale, auf die wir geführt 
sind, unendlich klein oder «= 1 ist. Setzen wir zunächst in den Glei- 
chungen 17) und 18) Ä unendlich klein. Durch Entwickelung nach 
Potenzen Ton k* finden wir dann 

is = c(l — {^ sin* ^j = c f 1 — -^ + - cos 2^) 

und, wenn man benutzt, dass 

sin* ^d^ = ^ — — — - -f- const 

ist, 

X = - sin 2^ + const. 

4 



X 



f' 
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Diese Ausdrücke von z nnd x zeigen, dass die Cnrye, um die es sich 
handelt, ein Kreis ist, dessen Radius gleich ist dem absoluten Werthe 

von -- oder nach 16) von — • Ist die Flüssigkeit zwischen zwei 

parallele, verticale Platten eingeschlossen , die von ihr benetzt werden 
und in der Entfernung 2e von einander sich befinden, so muss dieser 
Kreis die Platten berühren; sein Radius muss »= 6, und also, da c 
dann negativ ist, 



o* 



sein. 

In dem Falle, in dem die Gleichungen 21) und 22) gelten, erhält 

man, wenn man A;, also auch cos ^ unendlich klein annimmt. 



AB^ ^* 




2 

4r «=» a Y^ ^8 'S" <508 V', a: = — ^ + const , 
also 

£ «=■ a }/2 cos ^ cos ( ^J- — |- const] . 

Die hierdurch dargestellte Linie ist eine Sinuslinie. Um ein Beispiel 
zu erhalten, in dem diese Gleichung gilt^ denken wir uns eine horizon- 
tale Platte, an deren unterer Fläche eine kleine Menge einer sie be- 
netzenden Flüssigkeit sich befindet; diese kann im Gleichgewicht 
sein, während ihr Profil die Gestalt AGB hat, abgesehen davon, dass 
der Abstand des Punktes C vig.6. 

von der Geraden AB nicht 
unendlich klein ist: dabei ist 

V^ c 

Für Ä; -» 1 endlich geben die Gleichungen 17) und 18) dasselbe 
Resultat wie die Gleichungen 21) und 22); um die Eiuftlhnmg von 
doppelten Vorzeichen unnothig zu machen, wollen wir bei der An- 
wendung jener festsetzen, dass ^ zwischen und 2%^ also nach 15) 

^ zwischen — ^ und -f- ^ gewählt werde; bei der Anwendung dieser, 

dass für «, welches oder 2% sein kann, derjenige von diesen beiden 

Werthen genommen werde, fü/ den das Vorzeichen Ton cos \ mit 

dem Vorzeichen von b übereinstimmt. Sind diese Bedingungen für 
einen Punkt der zu betrachtenden Gurve erfüllt^ so sind sie es für alle 
ihre im Endlichen liegenden Punkte, denn ^ kann die Grenzen und 
2n nicht überschreiten und b das Vorzeichen nicht wechseln, da der 
Fall, den wir hier betrachten, die Grenze zwischen den beiden 
Fällen bildet, dass das in der Gleichung 14) vorkommende h > oder 



158 Vierzehnte Vorlesung. 

< 1 ist In Folge dieser Festsetzungen ist dann cos ^ positiv nnd 

daher 

cos^ B- dtl;. 
Benutzt man, dass 

ist, so ergiebt sich hieraus 

a; = c (I lg i^ - + cos -) + const 



j8? = c sin 

_ 23) 

Figur 6 soll eine ungefähre Vorstellung Ton dem Verlauf der durch 
diese Gleichungen dargestellten Curve geben. Ein Theil derselben kann 

Fi««- das Profil der Flüssigkeitsober- 

/^"^ fläche bilden; das ist z. B. der 

l J Fall, wenn in eine grosse Wasser- 

\^^ masse eine ebene Platte in be- 

, '■•' :r^-.^^^^^TTr r* liebiger Richtung eingetaucht ist. 

§5- 

Die in den beiden vorigen Paragraphen entwickelten Gleichungen 
können als eine erste Näherung für den Fall betrachtet werden, dass 
die Flüssigkeitsoberfläche eine Rotationsfläche ist, deren Rotations- 
achse mit der jer-Achse zusammenfallt und bei der der Radius u für 
diejenigen Punkte, die in Betracht kommen, sehr gross ist. Man hat 
dann, wie es in 11) geschehen ist, 

tt = Wo + ^ 

zu setzen und Uq als eine sehr grosse Gonstante zu betrachten. Eine 
zweite Näherung findet man auf dem folgenden W^egc. Die Glei- 
chungen 4) und 5), um deren Integration es sich handelt, lassen sich 

schreiben 

o* »in d a* d sin 9' 

^ 2u "^ T du 

d0 «=Hg d' du. 

Man multiplicire dieselben mit einander und forme das dann aufhretende 
Glied 

g' sin ^ dg 

u ' 

welches bei der ersten Näherung vernachlässigt ist, dadurch um, dass 
man Uq für n setzt und die Gleichungen benutzt, die bei der ersten 
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Nähenmg gelten. Dadurch erhält man eine Gleichung; die integrirt 
werden kann und als Function yon d auszudrücken erlaubt. Ist 
das geschehen, so kann man mit Hülfe der Gleichung 4) auch u als 
Function yon d" darstellen. 

Beschränken wir uns auf den Fall, für welchen in erster Näherung 
die Gleichungen 23) gelten, so finden wir auf dem bezeichneten 
Wege 

a' sin -6" cos -r- d-O* , 
0d0 + 7= -= ^- sin drf^, 

wo, wie auch im Folgenden, von den Doppelzeichen das obere oder 
das untere zu nehmen ist, je nachdem js positiv oder negativ ist. 
Durch Integration folgt hieraus 

8 2 o. -r 2}/2a» «^ , . 

£5* = — a* COS 0" H — ~ — cos'^ + const 

Um die Constante der Integration zu bestimmen, hat man zu be- 
achten, dass e verschwinden muss, wenn x ^^ -{- 00 wird, und dass, 
wie aus der ersten der Gleichungen 23) hervorgeht, x «^ -\- 00 ist^ 
wenn ^ ■= 2ä oder = ist, je nachdem g positiv oder negativ ist. 
Bestimmt man hiernach die mit const. bezeichnete Grosse, zieht die 

Quadratwurzel und vernachlässigt die höheren Potenzen von — , so 

findet man bei Rücksicht auf das Vorzeichen, welches e haben soll. 



^ -d- cos' 

Diese Gleichung kann auf einen Fall angewendet werden, den 
wir in der vorigen Vorlesung betrachtet haben, und auf den die 
Gleichung 23) derselben sich bezieht, auf den Fall nämlich, dass eine 
horizontale kreisförmige Platte mit ihrer unteren Fläche eine Flüssig- 
keit berührt. Wir setzen von dieser jetzt voraus, dass ihre Oberfläche 
sich in die Unendlichkeit erstreckt, und nennen Uq den Radius der 
Platte, j?o und ^^ die Werthe von e und d für u «« Uq. Es haben jer^ 
und d-Q dann dieselbe Bedeutung, wie an dem angeführten Orte und 
die Gleichung 24) giebt die Beziehung zwischen diesen beiden Grössen, 
auf welche dort hingewiesen worden ist. 

Wir werden die Capillarerscheinungen nicht weiter verfolgen 
und bei unseren weiteren Untersuchungen auf die CapillarknLfte 
keine Rücksicht nehmen. Bei ihrer Erörterung haben wir keinen 
Gebrauch von dem Begriffe des Druckes gemacht, der in den all- 
gemeinen Gleichungen der Hydrostatik und Hydrodynamik eine 
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wichtige Rolle spielt. Dieser Begriff hat auch hier seine Bedeutung. 
Bei einer Flüssigkeit , auf welcne Capillarkräfbe wirken^ ändert sich 
der Druck im Innern gerade so, als ob diese Kräfte nicht Torhanden 
wären, aber unendlich nahe an der Oberfläche ändert er sich unend* 
lieh schnell. Die Capillarkräfte^ die auf ein Theilchen wirken^ welches 
in endlicher Entfernung von der Oberfläche liegt, heben sich nämlich 
auf, an der Oberfläche aber geben sie unendlich grosse Resultanten. 
Hierdurch werden bei der Untersuchung der Capillarerscheinungen 
Schwierigkeiten herbeigeführt; wenn man den genannten Begriff be- 
nutzen will; wir haben diese vermieden, indem wir einen anderen, 
zuerst von Gauss betretenen Weg eingeschlagen haben. 



Ffinfieelmte Yorlesung. 

(Hydrodynamik. Differentialgleichungen von Lagrange und von Euler. Rotationen 
der Flüssigkeitstheilchen. Wirbellinien und Wirbelföden. Geschwindigkeits- 
potential. Mehrwerthiges Qeschwindigkeitspotential in einem mehrfach zu- 
sammenhängenden Baume.) 



§1- 

Wir wenden uns jetzt zur Hydrodynamik und zunächst zu den- 
jenigen Bewegungen der Flüssigkeiten, bei denen die Reibung sieh 
nicht merklich macht. Wir haben es hier mit der Entwickelung der 
Gleichungen 23) und 24) der eilften Vorlesung, d. h. der Gleichungen 



dii 



d*x V dp 

tPy 

f-dö 

fdu 



^r- 



dy 



1) 



"^-If 



öw> 



5^5 4- u r ** 4- ?^ 4- ^\ -3 



2) 



zu thun, zu welchen eine Relation zwischen dem Drucke p und der 
Dichtigkeit fi hinzukommt. 

Wir formen zuerst die Gleichung 2) um, welche ausspricht^ dass 
ein Massenelement bei seiner Bewegung ungeandert bleibt^ imd welche 
die Gleichung der Continuität genannt zu werden pflegt. Wir nennen 
^0) Vof ^0 ^^ Coordinaten des materiellen Punktes der Flüssigkeit zur 
Zeit ^0, der zur Zeit t die Coordinaten x, y, b hat. Das Yerhaltniss 
der Volumina, welche dieser Punkt zu den Zeiten t ui^d i^ einnimmt, 
ist dann die Determinante 

dx 



dx 

dy_ 

dx.' 

dz 
dx.' 



dz 



cx 

TT. 
iL 

dz 



^Vo ' ^«« 



wie aus der Gleichung 13) der zehnten Vorlesung hervorgeht, wenn 
man erwägt, dass die Grossen, die in den Gleichungen 2C) derselben 
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Vorlesung a, b, c geiiannty hier mit Xq, y^^ e^' bezeichnet sind. Die 
Bedingung, dass diese Determinante, mit (i multiplicirt, von t un- 
abhängig ist, ist hiernach gleichbedeutend mit der Gleichung 2). Nun 
sollen a, 6, c irgend welche von einander unabhängige Grössen be- 
deuteUy die den materiellen Punkt, dessen Goordinaten zur Zeit t 
Xy ify e sind, bestimmen; es bestehen dann 9 Gleichungen, von denen 
die übrigen aus der einen 

dx _ dx 

da' 



dx^ I ^^ ^y© 



,dx^d^ 
^^ dzr, da 



dx^ da ' oy^ da 

durch Yertauschung Ton x^ mit y, a oder von a mit hj c hergeleitet 
werden können. In Folge dieser Gleichungen ist, wenn 

dx dx 



ox 

oa ' 

dz^ 
da^ 



dh> 

dy 
db' 

iL 
db' 



de 

dy 
de 

OZ 

de 



^D 



3) 



gesetzt wird, nach einem Satze der Determinantentheorie, den wir am 
Ende des § 2 der zehnten Vorlesung abzuleiten Gelegenheit gehabt haben, 



D 



dx dx 



OX 



dx,> 


3y.' 


^». 


dy 


dy 


dy 


dx,' 


dy,' 


dz. 


de 


dt 


dz 


dx,' 


dy,* 


cz. 



dx^ 
da ' 


dxo 
db ' 


da ' 


db ' 


da' 


dz, 

db ' 



dx, 
'de 

gyo 

de 

dz, 
de 



Hieraus folgt, dass die Gleichung 2) durch die Bedingung^ dass fiZ) 
von t unabhängig ist, d. h. dtfrch die Gleichung 



dt 



= 



4) 



mit 



oder mit ^ oder mit 



ersetzt werden kann. 

Die Gleichungen 1) multipliciren wir 

dx 
Fi 

da 

dz_ dz_ 

da db 



cy 
db 



de 

dy 

de 

dl 
de 



und addiren sie jedesmal; sie werden dann 



dx 



d^y 



(d^x y\ ^ I / 

f d^x 
\di^ ' 

(d^ y\ ^ a_ i^y 
d?' ^) de "+" Id? 



^) Vi + (■ 



d^ 

dt* 

y\ dx , /d*y y\ dy , (d*M 
'^)db^\d^~ ^Jdb'^ Vd? 
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Die Gleichungen 4) und 5) sind unter dem Namen der Li^raiige'sclieii 
hydrodynamischen Gleichungen bekannt; man hat bei ihnen Xy y^ x^ }) 
sich als Functionen der unabhängigen Yariabeln a, h, Cy t vorzustellen. 

Die Oberfläche der Flüssigkeit muss nach § G der zehnten Vor- 
lesung immer aus denselben Theilchen gebildet sein. Denken wir uns 
die Gleichung derselben als eine Gleichung zwischen x^ y^ z, t, so 
muss daher^ wenn man Xj y, z durch a^ b, Cy t ausdrückt, t heraus- 
fallen; die Gleichung der Oberfläche muss eine Gleichung zwischen 
üy hy c sein. Eine zweite Bedingung, die an dieser Oberfläche, d. h. 
an der Fläche, an der die Flüssigkeit einen andern Korper berührt, 
zu erfüllen ist, ergiebt sich aus § 4 der eilften Vorlesung: ein 
Element der Berührungsfläche muss Ton jeder Seite aus denselben 
Druck erleiden. 

Wir nehmen mit den Gleichungen 5) noch eine Aenderung Tor. 
Wir setzen zuerst 



-/ 



6) 



und denken uns dieses Integral ausgeführt mit Hülfe der Relation, 
die zwischen p und ft besteht, die untere Grenze beliebig gewählt. 
Wir machen femer die Annahme, dass die Ei&fte X, Y, Z ein Potential, 
Vy haben, so duss 

ist. Dann yereinfachen sich die Gleichungen 5) zu den folgenden 

d*xdx^,d^dy.d^di d{V--P) 
dt^ da * di^ da "^ dt* da *" da 

dt* db "t" dt* db + dt* db db '^ 

d*xdx , ^dy , ^dz_ _ d jV - T) 
^ dt* de "^ dt* de"^ dt^de"^ de 

Ist die Flüssigkeit incompressibel, so wird die Gleichung 4) 

dB 

^-^ 8) 

und nach 6) kann man setzen 

P-^P' 9) 



§ 2. 

Für die Anwendung ist oft eine andere Form der hydrodyna- 
mischen Gleichungen, die sogenannte Euler'sche, bequemer als die 
Lagrange'sche; bei ihr hat man sich die Geschwindigkeiten «, v, ti; 

11* 



dx 

dt "***' 


dt ^> 


dt 
dt-""' 


d^x du 

dt* "^ dt ' 


d*y dv 
dt* ■" dt' 


d*g dw 
dt* "■ dt ' 



164 FfinfiBohnte Vorlerang. 

und den Druck p als Functionen von x, y, b^ t vorzustellen. 
Man hat 



also 



nun bedenke man, dass das Zeichen d den Zuwachs bezeichnet , den 
die dahinter stehende Grösse, bezogen auf denselben materiellen Punkt, 
in dem Zeitelement dt erleidet, d. h. den Zuwachs, den sie erfahrt, 
während t um dt wächst, a, &, c aber ungeändert bleiben. Bleiben 
a, i, c ungeändert, so wachsen x^ y, » resp. um udt^ vdt, tpdty wenn 
/ um dt zunimmt; hieraus folgt 

du du , du , du . du 

und es gelten die Gleichungen, die aus dieser entstehen, wenn man 
unter den Differentiationszeichen u gegen v oder w oder ft yertauscht. 
Führt man auch hier die durch 6) definirte Grösse P und die Vor- 
aussetzung ein, dass die wirkenden Kräfte das Potential V haben, so 
werden hiemach die Gleichungen 1) und 2) 

a«+**a« + *ay+"'a« dy ^^> 

dw , du> , dv , dw d{V—P) 
du ' dx * oy ' dt dt 

und 

Für ein Element der Fläche, in .der die Flüssigkeit einen andern 
Körper berührt, gilt nach Gleichung 32) der zehnten Vorlesung die 
Bedingung, dass die Componenten der Geschwindigkeit nach der 
Normale für beide Körper denselben Werth hat, und zu dieser tritt 
wieder die zweite hinzu, dass das Element von jeder Seite her den- 
selben Druck erleidet. 

Ist die Flüssigkeit incompressibel, so erhält P auch hier den 
durch 9) bestimmten Werth und die Gleichung 11) wird 

dx^ dy^ dz ^' ^^^ 



§3. 

Wir habeii in der zehnten Vorlesung gesehen, dass die Ver- 
änderung, welche ein unendlich kleiner Theil eines Körpers bei 
seiner Bewegung erfährt, zusammengesetzt ist aus einer Verschiebung, 
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einer Drehung und einer Ausdehnung gewisser Art^ und haben in 28) 
Ausdrücke fOr die Componenten der Drehungsgeschwindigkeit auf- 
gestellt Nennen wir n, %, q diese Componenten, so ist^ wie wir dort 
gefunden haben, 

9^ — ^^ ^^ 

, dy dz 

i^ dv du 

^^ "^ dx dy' 

Wir wollen jetzt in Bezug auf die Drehung der Flüssigkeitstheilchen 
gewisse Satze ableiten, welche gelten, sobald die wirkenden Kräfte 
ein Potential haben, und welche yon Helmholtz*) entdeckt worden 
sind. Wir gehen Ton den Gleichungen 7) aus. 

Differentiirt man die zweite von diesen nach c, die dritte nach 
b imd zieht die Resultate von einander ab, so erhält man eine Gleichung, 
die nach t integrirt werden kann, da 

a /d*xdx\ d (d^x dx\ dx de dx dh 

dc\dt*db) db\dt* de) '^ db di^ de dt* 

(d— d — \ 

dx de dx db j 
db dt 'de dt J 

d / dx du dx du\ 

"■ dt [db de de Ib) 

ist und die beiden Relationen bestehen, die aus dieser hervorgehen, 
wenn man u und x mit t; und y oder w und $ vertauscht. Aus dieser 
einen integrabeln Gleichung erhält man zwei andere, wenn man a, &, e 
cyklisch vertauscht. Bezeichnet man durch Äy B\ C drei von t 
unabhängige Grössen, so hat man daher 

dudx^ dudx fdv^dy ^^i???£l _«^*''?f.-Ä-9J' 

dedb dble'^ deM dbde'^Jedb dbdc ~ "^"^ 

dudx £ü^ I ?^?y ^•'^y I ^J?^ dwdg a-D* 'tA\ 

daTe deda*dade ^ da * da de dc^^^ ^ 

M^ dadb'^dbda dadb'^Jbda da Sb ~ ^^ ' 
Diese Gleichungen lassen sich auf eine einfachere Form bringen. Zu 

f\ r^ fs 

/^ SC f st nSR 

diesem Zwecke multipliciren wir sie zuerst mit -^, -xr^, y- und 
addiren sie. Die Glieder, welche u enthalten, heben sich dann fort; 
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die Glieder; welche yon v, und diejenigen ^ welche von w abhängen, 
ziehen sich zusammen^ wenn man die Differentialquotienten yon a, h^ c 
nach X, y, z in die Rechnung einführt. Wir denken uns die Gleichungen, 
welche x, y, z als Functionen von a, h^ c, t darstellen, nach a, b, c 
aufgelost, so dass diese Grossen als Functionen yon x, y, Zj t erscheinen. 
Wir bezeichnen durch dq^ db, de und dz, dy, dz entsprechende Aende- 
rungen, welche a, by c und x, y, erleiden, während t ungeändert 
bleibt; die Gleichungen 

^y. ^^ ^/w. _J_ ^^ ^^. J^ ^* ^M 



db ^ . ?! ' » ^b 

dy 



dx ^ du ^ ^ dz 



Hieraus folgt 



dc = -^dx 4- ^dy + l—dz 
dx * dy ^ ^ dz 

sind dann die Auflösungen der Gleichungen 

dx^^da + ^db + l^dc 

dy^^yda + ^^db + p-de 

^ Ca ^ dh * de 

da * db * de 

da 1 / dxdy dy dx\ 

dz"^ D\dbdc'^ MJc) 

db 1 /dx dy_ dy_ dx\ 

dz "*° D\dcda "de da] 

de 1 (dxdy dy dx\ 

dz ~ DVFaäft dädb)^ 

wo Z) die in 3) angegebene Bedeutung hat. Hiemach sind die Glieder, 
welche v enthalten, in der Gleichung, die wir aus den Gleichungen 14) 
zu bilden beschäftigt sind, 

T> t dv da . dvdh . dv dc\ 

^KdaJi'T'dhdz'^dcdil 
d. k 

cz 

In ähnlicher Weise findet man das yon w abhängige Glied derselben 
Gleichung 

^dy' 
so dass ihre linke Seite ist 

i)(|j - |~), oder nach 13) - 2D7t. 
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Setzen wir noch 

wobei dann auch A, B, C drei von t unabhängige Orossen bedeuten^ 
da nach 4) das Product (iD von t unabhängig ist, und fügen der 
gebildeten Gleichung die beiden hinzu^ die aus ihr entstehen^ wenn 
man für x und n setzt y und % ^^^ ^ ^^^ 9? ^^ erhalten wir 

'-"(^H + ^lF + Cr:) 

Wir haben unter a, b, c irgend welche Grössen verstanden, ^¥elche 
ein Flüssigkeitstheilchen bestimmen; bei der Discussion der Glei- 
chungen 15) wollen wir annehmen, dass a, h, c die Coordinaten 
sind, welche ein Theilchen im Augenblicke ^ «» hat, also die 
Werthe, welche x, y, s für < «=« besitzen. Die Grossen A, B, C 
haben dann eine leicht angebbare Bedeutung; sie sind die Werthe, 

welche --, --, - für ^ = haben. Daraus fliesst zunächst diese 

Folgerung: Wenn ein Flüssigkeitstheilchen im Augenblick ^ «» 
nicht rotirt, wenn also für dasselbe in diesem Augenblicke ar, x^ q 
gleich Null sind, so müssen für dasselbe A, B^ C, also nach 15) 
n, X, Q zu jeder Zeit, verschwinden; ein Flüssigkeitstheilchen, welches 
einmal nicht rotirt, rotirt niemals. 

Ein anderer Schluss, der aus den Gleichungen 15) gezogen werden 
kann, ist der folgende. Es seien a, 6, c und a -}- da^ b '\- db^ c -{- de 
die Anfangscoordinaten zweier unendlich naher Theilchen, x, y, z 
und X ■+- dar, y + dy, z •{- dz also die Coordinaten derselben Theilchen 
zur Zeit t\ da^ db, de sollen so gewählt sein, dass 

daidbide'T.AiBiC 

ist, also so« dass für ^ «> die Verbindungslinie der beiden Theilchen 
mit der Drehungsachse an ihrem Orte zusammenfallt. Diese Doppel- 
proportion ist gleichbedeutend mit den Gleichungen 

da=^ Asy db ^=^ Bbj dc^^ Ce, 

wo € eine unendlich kleine, von t unabhängige Grösse bedeutet. 
Setzt man die hieraus sich ergebenden Werthe von A^ B^ C in die 
Gleichungen 15), so werden diese 

dx^^ — Bj dy^=-e, dz=^-s] 16) 
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d. h. es ist 

Hierdurch ist aasgesprochen , dass die Verbindungslinie der beiden 
betrachteten Theilchen immer mit ihrer Drehungsachse zusammenfallt. 
Bezeichnen wir mit h die Drehungsgeschwindigkeit, d. h. 
setzen wir 

SO geben die Oleichungen 16) 

Jc^f^ydx' + dy* + dz\ 17) 

d. h. die Drehungsgeschwindigkeit ändert sich mit der Zeit so, dass 
sie proportional mit dem Producte aus dem Abstände der beiden 
Theilchen in die Dichtigkeit bleibt. 

Den durch die Gleichungen 16) und 17) ausgesprochenen Sätzen 
wollen wir noch eine andere Form geben. Wir denken uns in 
einem Augenblicke, yon einem beliebigen Punkte der Flüssigkeit 
ausgehend, eine Linie-, deren Richtung überall übereinstimmt mit 
der Richtung der Drehungsachse der Theilchen, die sie eben trifft; 
eine solche Linie nennen wir mit Helmholtz eine Wirbellinie. Die 
Gleichungen 16) sagen dann aus, dass alle Flüssigkeitstheilchen, 
welche in einem Augenblicke auf einer Wirbellinie liegen, zu jeder 
Zeit auf einer solchen sich befinden. Wir können hiemach von 
den Aenderungen reden, die eine Wirbellinie mit der Zeit erfahrt, 
indem wir festsetzen, dass eine Wirbellinie immer durch dieselben 
Flüssigkeitstheilchen geht. 

Um den in der Gleichung 17) bewiesenen Satz auf eine neue 
Weise auszusprechen, definiren wir noch einen Ausdruck. Unter 
einem Wirbelfaden yerstehen wir einen unendlich dünnen Faden, 
welcher aus der Flüssigkeit durch die Wirbellinien ausgeschnitten 
wird, die durch die Punkte des Umfanges einer unendlich kleinen 
Flache gehen. Wir können von den Aenderungen sprechen, die ein 
Wirbelfaden mit der Zeit erleidet, indem wir festsetzen, dass ein 
WirbelfEulen immer dieselben Flüssigkeitstheilchen enthält. Wir be- 
trachten ein unendlich kurzes Stück eines Wirbelfadens und nennen 
l seine Länge, q seinen Querschnitt; iiql ist dann seine Masse und 
ändert sich also mit der Zeit nicht; nach 17) ist aber die Drehungs- 
geschwindigkeit Je dieses Stückes mit ^il proportional; daraus folgt, 
dass qk constant ist, dass also das Product aus der Drehungs- 
geschwindigkeit in den Querschnitt eines unendlich kurzen Stückes 
eines Wirbelfadens mit der Zeit sich nicht ändert. 

Wir beweisen noch eine Eigenschaft desselben Productes qt. 
Es sei dt ein Element des Volumens eines beliebigen Theiles der 
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Flüssigkeit^ ds ein Element der Oberfläche dieses Theiles und n die 
nach seinem Innern gerichtete Normale yon ds. Nach einem von uns 
schon vielfach benutzten Satze ist dann 

Jdt (|j + gl + If) = -J^^ (^ cos(na;) + % cos(ny) + pcos(n^)) 

oder ■=■■—/ dsh cos (itn), 18) 

wenn wir durch k gleichzeitig die Richtung der Drehungsachse und 
die Grosse der Drehungsgeschwindigkeit bezeichnen. Aus den Glei- 
chungen 13) folgt aber^ dass der Factor Ton dt, mithin das Integral 
auf der linken Seite der Gleichung 18) verschwindet; es verschwindet 
also auch das Integral auf ihrer rechten Seite. Diesen Satz wenden 
wir auf einen Theil eines Wirbelfadens an, der durch zwei zu seiner 
Länge senkrechte Querschnitte begrenzt ist; q' und g" seien die 
Grossen dieser beiden Querschnitte, Ic' und k" die entsprechenden 
Werthe der Drehungsgeschwindigkeit; für den einen der beiden Quer- 
schnitte ist 

cos (kn) «= 1 , 
fQr den andern 

während für alle anderen Theile der Oberfläche dieser Cosinus ver- 
schwindet. Der bewiesene Satz giebt daher 

q'k' - q'k". 

Das Product aus der Drehungsgeschwindigkeit in den Querschnitt 
eines Wirbelfadens, welches fdr denselben Theil sich mit der Zeit 
nicht ändert, ist in demselben Augenblick auch fQr alle seine Theile 
dasselbe. 

Hieraus ist zu schliessen, dass ein Wirbelfaden im Innern der 
Flüssigkeit nicht aufhören kann. Ein Wirbel&den endigt entweder 
in der Oberfläche der Flüssigkeit oder läuft in sich zurück. 

§4. 

Wenn alle Theilchen der betrachteten Flüssigkeit in einem 
Augenblicke nicht rotiren, so rotiren sie nach einem der im vorigen 
Paragraphen bewiesenen Sätze niemals; immer und überall ist dann 
in Folge der Gleichungen 13) 

dv dw dw du du dv 
di'^dy^ dx^Ji> dy'^^' 

Diese Gleichungen bilden die Bedingung dafür, dass es eine Function 
von x^ y, Zf t giebt, die wir durch 9 bezeichnen wollen, die die 
Eigenschaft hat, dass 
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d<p dtp dtp ^o\ 

dx^ €y^ de ' 

ist. Diese Function q> ist von Helmholtz mit dem Namen Geschtmn- 
digkcitspotcntial belegt. Wenn die Bewegung Tollkommen bestimmt 
ist, also u, Vj w bestimmte Functionen Ton Xj y, Zj t sind, so ist 
das Geschwindigkeitspotential noch nicht vollkommen bestimmt; in 
seinem Ausdrucke bleibt eine additive Function von t willkürlich, 
da die Gleichungen 19) die einzigen sind, denen 9 zu genügen hat, 
und aus denen es zu berechnen ist. 

Setzt man die Werthe von <«, v, w aus 19) in die Euler'schen 
Gleichungen 10), ;nultiplicirt dieselben mit dXy dy, d» und addirt sie, 
so erhält man eine integrable Gleichung, und durch Integration 

»-- r - 1? + K(li)' + + (ü)') + <^. 

WO C eine Grösse bedeutet, die von x, y, z unabhängig ist, aber von 
t abhängen kann. Differentiirt man diese Gleichung partiell nach 
Xj y oder z^ so kommt man in der That ^u den Gleichungen, die 
aus 10) durch 19) entstehen. Ohne die Allgemeinheit zu beeinträch- 
tigen, kann man die Grösse (7=0 setzen, so dass man hat 

indem man über die additive Function von ^, die in q> vorkommt, 
passend verfügt denkt; dadurch wird dann für einen bestimmten Fall 
q> bestimmt bis auf eine additive, sowohl von t, als von Xy y, z un- 
abhängige Grösse, die willkürlich bleibt; vorausgesetzt, dass V voll- 
ständig gegeben ist, dass also über die additive, willkürliche Function 
von t verfügt ist, die in seinem Ausdrucke vorkommt, wenn nur die 
wirkenden Kräfte gegeben sind. 

Die Gleichung der Gontinuität in der Euler'schen Form, die 
Gleichung 11) nämlich, wird durch Einführung des Geschwindigkeits- 
potentials 

.; + A^ + IM + -V-i/ = 0. 21) 

dt ^ ex ' cv ' dz ^ 






Das Geschwindigkeitspotential q> ist nicht immer eine einwerthige 
Function von x, y, Zj ^; es kann vielwerthig sein, aber nur unter 
einer gewissen Bedingung, und auch dann nur in gewisser Weise, wie 
wir jetzt zeigen wollen. 

Gesetzt q>' und 9" seien zwei Werthe von 9 für ein Werth- 
system von rc, y, ir, t\ die Differenz 9' — q>" muss dann ungeandert 
bleiben, wenn bei ungeändertem t der Punkt (o;, y, z) stetig in der 
Flüssigkeit verrückt wird und für 9' und 9" immer diejenigen 
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Werthe von 9 genommen werden, die sich stetig an einander schliessen; 
es müssen nämlich die Differentialquotienten nach Xj y, z Yon 9' und 
q>" einander gleich sein, da sie die Geschwindigkeiten, tc, t;, w sind. 
Wenn das Potential der wirkenden Kräfte, F, einwerthig ist, so kann 
jene Differenz q>' — 9" auch mit der Zeit sich nicht ändern; denn da 
P nach seiner in 6) gegebenen Definition, wie p und fi, einwerthig 

ist, so folgt dann aus 20), dass auch -^ nur einen Werth haben kann. 

Wir haben nun noch die Bedingung aufzusuchen, unter der eine 
Yielwerthigkeit von tp stattfinden kann; da q>' — q>" von der Zeit und 
vom Orte, wie wir eben gesehen haben, unabhängig ist, vorausgesetzt, 
dass die ganze betrachtete Flüssigkeit eine zusammenhängende ist, so 
brauchen wir nur festzustellen, unter welcher Bedingung diese Differenz 
in einem Augenblicke und in einem Punkte Yon Null verschieden sein 
kann. Einen Werth von (p können wir hier beliebig wählen wegen 
der additiven Constanten, die in q> willkürlich geblieben , ist; wir 
setzen ihn gleich 0, und haben dann zuzusehen, ob hier tp einen von Null 
verschiedenen Werth haben kann. Für einen Punkt (rr, y, z)j der von 
dem gewählten verschieden ist, (und für den betrachteten Augenblick) 
finden wir einen Werth von 9, indem wir ihn mit diesem durch eine 
beliebige Linie, die nur nicht die Grenze der Flüssigkeit überschreiten 
darf, verbinden und über diese Linie daa Litegral 

jiudx + vdy + wdsf) 22) 

ausdehnen. Lassen wir diese Linie bis zu dem ursprünglich gewählten 
Punkte zurücklaufen, so kann das Integral 22) einen von Null ver- 
schiedenen Werth von 9 für denselben Punkt geben; ist das der Fall, 
so ist q> mehrwerthig; ist aber das Integral 22) fiir alle Linien der 
bezeichneten Art gleich 0, so ist 9 einwerthig. Denken wir uns nun, 
dass eine solche Linie stetig in eine andere übergefühii werde, ohne 
dass bei einer Zwischenlage die für sie angegebene Bedingung verletzt 
wird; das betrachtete Integral ändert sich dabei* stetig oder gar nicht; 
der erste Fall kann nicht eintreten, da eine mehrwerthige Function 
für ein Werthsystem ihrer Argumente eine Reihe von stetig sich an- 
einander schliessenden Werthen nicht darbieten kann; das Integral 
ändert sich also gar nicht. Ist die Linie unendlich klein, so ist das 
Integral Null; es ist daher für jede Linie Null, die sich in der be- 
zeichneten Weise in eine unendlich kleine überführen lässt. Das 
Resultat dieser Schlüsse ist, dass ^as Geschwindigkeitspotential ein- 
werthig sein muss, wenn eine geschlossene Linie, die in der Flüssigkeit 
in einem Augenblicke durch einen Punkt gezogen werden kann, sich 
stetig und ohne aus der Flüssigkeit herauszutreten, in diesen Punkt 
zusammenziehen lässt. Ob diese Bedingung erfüllt ist, hängt von der 



172 Fünfzehnte Vorlesung. 

Gestalt des Baumes ab, den die Flüssigkeit einnimmt. Man nennt 
einen Baum, f&r den sie erfüllt is^ einen einfach zusammenhängenden. 
Dieser Name beruht auf einer andern Eigenschaft eines solchen 
Baumes, die mit der angegebenen noth^vendig yerbunden ist, auf der 
Eigenschaft^ durch jeden QuersckniU in zwei getrennte Theile zu zer- 
fallen. Unter einem Querschnitt ist dabei eine Fläche zu yerstehen, 
die ganz im Innern des Baumes liegt, sich selbst nicht schneidet und 
vollkommen begrenzt ist durch ihren Schnitt mit der Oberflache des 
Baumes. Ein Bei^spiel eines einfach zusammenhängenden Baumes ist 
eine YoUe Kugel oder eine Kugel, aus der eine kleinere ausgeschnitten 
ist. Das zweite Beispiel soll darauf aufmerksam machen, dass ein 
einfach zusammenhängender Baum nicht durch eine zusammenhangende 
Fläche begrenzt zu sein braucht. Einem einfach zusammenhangenden 
Baume steht gegenüber ein gweifachj dreifach, überhaupt md^rfach zu- 
sammenhängender. Ein zweifach zusammenhängender Baum ist ein 
solcher, «der durch einen passend gewählten Querschnitt in einen ein- 
fach zusammenhängenden verwandelt wird; ein dreifach zusammen- 
hängender kann durch einen Querschnitt zu einem zweifach zusammen- 
hängenden gemacht werden, u. s. f Ein Beispiel eines zweifach 
zusammenhängenden Baumes bildet ein Bing oder eine Ki^el, aus 
der ein Bing ausgeschnitten ist. Es ist hier nicht erforderlich, den 
Begrüf des Zusammenhanges eines Baumes allgemein mit Strenge zu 
begründen und dabei den Nachweis zu führen, dass immer die beiden 
für einen einfach zusammenhängenden Baum angegebenen Merkmale 
mit einander verbunden sind; in den einfachen Fällen, in denen wir 
von jenem Begriff Gebrauch zu machen haben werden, ist er der 
Anschauung unmittelbar zugänglich. 
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(Incompressible FltUsigkeiien. Poientiftl von liaMen, die in Punkten concentrirt, 
oder in einem Räume oder in einer Fläche stetig rerbreitet sind. Potential einer 
Doppelschicht. Der Green^sche Satz. Darstellnng einer Function F, die in einem 
Banme der Gleichung z/ F — genügt und mit ihren ersten Differentialquotienten 
einwerthig und stetig ist, durch die Summe der Potentiale einer einfachen 
Massenschicht und einer Doppelschicht in der Oberfläche des Baumes. Be- 
dingungen, welche zur Bestimmiing ron V genügen. Stromlinien und Stromfäden. 
Fall, dass der zu betrachtende Raum sich in die Unendlichkeit erstreckt. Mehr- 
werthige Losungen der Gleichung ^9 -» 0. Massenpotentiale, die nur yon zwei 

Coordinaten abhängig sind.) 



§1- 

Wir werden uns jetzt mit der Bewegung einer incompressibeln 
Flüssigkeit unter der YorausBetzung, dass ein öeschwindigkeits- 
Potential existirt, beschäftigen. Die Oleichung 21) der yorigen Vor- 
lesung, die fdr dieses gilt, geht für eine incompressible Flüssigkeit 
über in 

Mit den Lösungen dieser partiellen Differentialgleichung; die wir der 

Kürze wegen 

/Ütp^Q 1) 

schreiben wollen , werden wir es hier zu thun haben. Wir leiten 
zuerst gewisse Eigenschaften der einwerfkigm Losungen derselben ab. 
Ist r die Entfernung des Punktes {x^ y, e) yon einem Punkte 
(a, hj c); d. h. ist 



und m eine Constante, so ist 



2) 



r 
eine particuläre Losung der Gleichung 1); denn es ist 
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r a — X r „(<* — ^)* 1 



ox 

0- , a«i 



JL ^ ^-y ^ ^ 3 (ft - y)' _ 1 



^1/ r» ' ^y 



also 



r c — z r o (c — g)' 1_ 



^ _ = 0, mithin auch ^ — «= 0, 



Wir wollen, wie wir es früher gethan haben, den Ausdruck 2) 
das Potential der Masse tn in Bezug auf den Punkt (x, y, z) nennen, 
dabei aber eine Masse als positiv oder negativ annehmen. Dieses 
Potential ist stetig im ganzen Räume mit Ausnahme des Punktes, 
in dem die Masse sich befindet, wo es unendlich wird. In der 
Unendlichkeit werden das Potential und seine Differentialquotienten 
unendlich klein. Nennen wir dasselbe U und bezeichnen durch U 
der Grosse und Richtung nach die Linie, die yem An&ngspunkte 
der Coordinaten nach dem Punkte {x^ y, z) gezogen ist, so luLhem 
sich, wenn JR ins unendliche wächst, die Grossen 

^^' ^H' ^S' ^s 

den Werthen «n, — ♦» cos (Ba), — fn cos {By\ — m cos {ße)^ 

Yorausgesetzt, dass der Punkt (a, &, c) ebenso wie der Anfangspunkt 
der Coordinaten im Endlichen liegen. 

Die Gleichung 1) ist linear und homc^en; daraus folgt, dass 
eine Summe von Losungen wieder eine Lösung derselben ist; es ist 
also auch 

eine Losung, wo die einzelnen Glieder der Summe sich durch yer- 
schiedene Werthe yon a, 6, c und m unterscheiden. Wir werden 
diesen Ausdruck das Potential der Massen m, die in den Punkten 
(a, b, c) liegen, zu nennen haben. Es ist überall stetig, ausser in 
diesen Punkten, wo es unendlich ist. Bezeichnen wir es durch U 
und lassen dem Buchstaben B, die Bedeutung, in der wir ihn eben 
gebraucht haben, so nähern sich, wenn U ins Unendliche wächst^ 
die Grossen 

RU, JJ*^, iP|-, R'^-^ 

den Werthen 

^w, — cos (Rx)^m, — C08 {Ry)^m, — cos {Rs)^m. 3) 
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§2. 

Wir werden nun das Potential , TJ^ von Massen betrachten^ die 
einen Kaum stetig erfüllen; dz sei ein Element dieses Raumes^ Tc die 
Dichtigkeit in ihm und r seine Entfernung vom Punkte {Xy y, e)^ 
so dass 



u^p-^ 



Für alle Punkte {Xy y^ b)j die ausserhalb des mit Masse erfüllten 
Raumes ; in nicht verschwindender Entfernung von seiner Oberfläche 
liegen, verhält sich dieses Potential wie das vorher betrachtete; es 
genügt nämlich der Gleichung 1), ist überall stetig, und, wenn der 
Punkt {Xj y, z) in die Unendlichkeit rückt, so behalten die Aus- 
drücke 3) ihre Bedeutung, falls man Um durch jlcdx ersetzt. Aber 

auch in dem mit Masse erfüllten Räume ist ü eine stetige Function 

von Xj y, jer, die freilich, wie wir später sehen werden, der Gleichung 1) 

nicht genügt. Führt man nämlich statt der rechtwinkligen Coordinaten 

a, &, Cf nach denen zu integriren ist, Polarcoordinaten ein, indem 

man setzt 

a — ic + r sin ^ cos w 

C8S 5 ^ r cos^, 



so wird 
und 



dt — r^dr an^dd'dw 



0-= r rCkrdr sin» d» du?. 4)' 

Die untere Grenze von r ist Null, wenn der Punkt (x, j/, g) innerhalb 
des Raumes liegt^ dem de angehört^ von Null verschieden im entgegen- 
gesetzten Falle, und dann endlich oder unendlich klein, je nachdem 
der gedachte Punkt in endlicher oder unendhch kleiner Entfernung 
von der Oberfläche dieses Raumes sich befindet. Da aber die mit den 
Differentialen dr dd' dw multiplicirle Grösse für unendlich kleine Werthe 
von r nicht unendlich gross wird, so hat U in allen diesen Fällen 
einen angebbaren, endlichen Werth und ändert sich immer stetig, wenn 
der Punkt (x, y, 0) verrückt wird. 

Wir wollen nun einen der .ersten Differentialquotienteu von U 

h TT 

untersuchen und wählen hierzu -^-« Es ist 

dz 



■/. 



oder, da r^ also auch -, eine Function von z — c ist, 
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also auch 






oder endlich 



du 

dz 



Jds * cos (nz) +Jyc T ^ ^) 



wenn ds ein Element der Oberfläche des mit Masse erfQllten Raumes, 
n die nach dem Innern dieses gerichtete Normale von ds bedeutet. 
Das zweite der in der Gleichung 5) vorkommenden Integrale ist ein 
Potential von derselben Art^ wie U^ nur ist die Dichtigkeit der Masse, 

von der es herrührt, im Punkte (a, hj c) nicht Je, sondern g- ; das 

erste können wir bezeichnen als das Potential einer Masse, die auf 
der Fläche, der ds angehört, mit der Dichtigkeit k cos {ng) ausgebreitet 
ist; wir gebrauchen dabei das Wort Dichtigkeit in einer andern Be- 
deutung als bisher. 

Es sei V das Potential in Bezug auf den Punkt (x^ y, z) einer 
Masse, die mit der Dichtigkeit h auf einer F^he, deren Element ds 
ist, verbreitet ist, so dass 

6) 



./M 



Es soll h endlich sein und sich stetig auf der Flache ändern, diese 
endliche Dimensionen haben und nirgends eine unendlich grosse 
Krümmung besitzen. Wir wollen beweisen, dass auch fdr Punkte, 
die unendlich nahe an der Fläche liegen, V endlich ist und keinen 
Sprung erleidet, wenn der Punkt, auf den es sich bezieht, durch die 
Fläche hindurch geführt wird. Das Coordinatensystem, das wir be- 
liebig wählen können, legen wir so, dass der Anfangspunkt in der 
Fläche sich befindet, nehmen den Punkt, auf den sich V bezieht,^ in 
der jer-Achse an und diese als senkrecht auf der Fläche; wir haben 
dann den Werth von V für unendlich kleine, positive und negative 
Werthe von ss zu untersuchen. Wir denken uns aus der Fläche einen 
Theil ausgeschnitten durch einen kreisförmigen Oylinder, dessen Achse 
die jET-Achse ist und der den Radius 12 hat, einen Radius, der unendlich 
klein, aber gegen z unendlich gross und von diesem unabhängig sein 
soll. Den Theil von Vy welcher von der Masse herrührt, die auf dem 
ausgeschnittenen Flächenstücke sich befindet, nennen wir F|. Der 
andere Theil von F) also V — F|, wird nicht unendlich oder unstetig 
dadurch, dass 5 >= wird oder durch Null hindurchgeht; wir haben 
zu untersuchen, ob F^ dieselbe Eigenschaft hat. Wir wollen hierbei 
die Längeneinheit anders wählen, als bisher, nämlich so, dass endlich 
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wird; es wird dann R unendlich gross, und Yon noch höherer Ordnung 
werden es die S^rümmungsradien der Fläche; das ausgeschnittene 
Flachenstück wird daher eine ebene Kreisfläche von dem unendlich 
grossen Radius Jß; die Dichtigkeit h ist auf derselben als constant su 
betrachten. Hiemach ist 



d. h. 

7, = 2»Ä {yiP + 0* - Yg») , 7) 

wo Ys^ den absoluten Werth von g bedeutet. Kehren wir zu der ursprüng- 
lichen Längeneinheit zurück, bei der R und e unendlich klein sind und bei 
der V im Allgemeinen endlich ist, so ergiebt sich bei Vernachlässigung 
von unendlich Kleinem 

hieraus folgt, dass V endlich und stetig bleibt, wenn der Punkt, auf 
den es sich bezieht, durch die Fläche, auf der die Masse sich befindet^ 
hindurchgeht. 

Wir ziehen aus der Gleichung 7) noch einen andern Schluss. Es 
folgt aus ihr 

oder, da R unendlich gross gegen e ist, 



de Ye* ' 



O TT 

d. h. -^ «= — 2«Ä, wenn e positiv, 

e= 2ff7i, wenn g negativ ist. 
— ^— o ändert sich stetig, wenn z durch Null hindurchgeht; daraus 

ergiebt sich, dass ^— sprungweise um — 4iXh wächst, wenn vom 
Negativen zum Positiven durch Null hindurchgeht. Wir fügen hinzu, 

dass, da V selbst keinen Sprung dabei erleidet, ^ und y- stetig 

bleiben. 

Um uns unabhängig von dem speciellen Coordinatensystem zu 
machen, das bei der Ableitimg dieses Satzes benutzt ist, bezeichnen 
wir, im Einklang mit der früher gebrauchten Weise, durch n daa^ 
was wir jetzt g genannt haben, und lassen das Coordinatensystem 
der X, j/, g unbestimmt. Wenn der Punkt (2;, y, g) im Sinne der 

Normale n durch das Flächenelement ds hindurchgeht, so wächst 

dV 

j- um — Anh und es wachsen, wie aus Formeln hervorgeht, die sich 

auf die Verwandlung rechtwinkliger Coordinaten beziehen, 

Kircbh off, Mechanik. 4. Aufl. VI 



178 Sechszehnte VorleBiiiig. 

dV dV cTV 

dx^ dy ^ dsf ^ 

um — 4xh cos (nx)y — 4«A cos (wy), — 4jrÄ cos (nz) . 8) 

Bezeichnen wir yon den beiden Seiten der mit Masse belegten Flache 
die eine als die innere^ die andere als die äussere und nennen n,- und 
na die nach ihnen gerichteten Normalen yon ds, so ergiebt sich 

Wir kehren nun zur Betrachtung des durch die Gleichung 4) 
definirten Potentials, U^ einer in einem Räume yerbreiteten Masse 
zurück. Wir haben schon gesehen, dass an der Oberfläche dieses 
Raumes ü selbst stetig ist; wir sehen jetzt, das? dasselbe yon 

-^j -K-, -g- gilt; es folgt dieses aus der Oleichung 5) und den 

beiden Gleichungen, die aus dieser entstehen, wenn man 0, c gegen 
Xf a oder j^, b yertauscht, da das durch die Gleichung 6) definirte V 
keinen Sprung an der Flache, deren Element ds ist, erfahrt. Die 
Stetigkeit der ersten Di£ferentialquotienten yon U an der Oberfläche 
des mit Masse erfüllten Baumes hätten wir auch durch Einf&hrung 
yon Polarcoordinaten beweisen können, wie wir die Stetigkeit yon U 
selbst bewiesen haben. Anders aber yerlwlt es sich mit den zweiten 
Differentialquotienten yon U. Aus 5) und 9) folgt 

-5 — — + ä — 5- ■=* — 4«t cos (niZ) , 10) 

und mit Hülfe der Ausdrücke 8) findet man, dass, wenn der Punkt 
{Xj yj z) aus dem äusseren Räume in den mit Masse erfüllten tritt, 

dw dur d^ 

d*U d^ü d*U 



dydz^ dzdx^ dxdy 
sprungweise die Yergrosaerungen 

--Aide cos* (nx) , — AnTc cos* (ny) , — 4«Ä* cos* {nz) 

--4«Äcos(iiy)co8(njef), — 4«A;cos(nif)cos(na:), — 4«tcos(«a;)cos(iiy) 

resp. erleiden. Der Sprung, den dabei /1U (d. h. y-j + -^^-f + -g-y) 

erföhrt, ist daher — 49rÄ;; nun ist im äusseren Räume ^27=0, und 
daher in dem mit' Masse erfüllten imendlich nahe an der Oberfläche 

j U— - 4icJc. 11) 

Diese Gleichung gilt aber nicht allein unendlich nahe an der Ober- 
fläche, sondern in dem ganzen mit Masse erfüllten Räume. Um das 
zu beweisen, denke man sich diesen Raum in zwei Theile zerlegt 
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durch eine Fläche, die bei dem Punkte (x, y, 0) unendlich nahe 
Torbeigeht, und nenne Ui den Theil yon U, der Yon der Masse in 
dem Theile, in dem der Punkt {xy y, e) sich befindet, herrührt. Man 
hat dann 

und 

JV^-^ — Ank, 

woraus die Gleichung 11) hervorgeht. 

§ 3. 
Wir wollen jetzt das Potential einer Massenvertheilung unter- 
suchen, die wir auf folgende Weise definiren. Es sei ds ein Element 
einer mit Masse belegten Fläche, n die nach der einen Seite der 
Fläche gerichtete Normale desselben; auf den Normalen n sämmi- 
lieber Punkte der Fläche denken wir tms unendlich kleine Längen 
abgetragen, die stetig yariiren können; dadurch entsteht eine zweite, 
der ersten unendlich nahe Fläche, deren Elemente denen der ersten 
entsprechen; ein jedes Element dieser zweiten Fläche denken wir uns 
mit einer Masse belegt^ die eben so gross, aber von entgegengesetztem 
Vorzeichen als diejenige ist, die sich aitf dem entsprechenden Ele- 
mente der ersten Fläche befindet. Das negativ genommene Product 
aus der Dichtigkeit der Masse auf dem Elemente ds der ersten Fläche 
in den, in der Richtung von n positiv gerechneten Abstand des ent- 
sprechenden Elementes der zweiten Fläche von ds wollen wir durch 
i bezeichnen und als eine endliche Grösse annehmen. Das Potential, 
Wy dieser Massenvertheilung in Bezug auf den Punkt (^, j^, z) ist 
dann, wenn Oy b, c wieder die Coordinaten von ds bedeuten, bestimmt 
durch 



W 






12) 



wo die Differentiation nach n sich auf eine Verschiebung des Punktes 
(a, bj c) bezieht. Die in Rede stehende Massenvertheilung wollen 
wir eine Doppelschicht nennen, und im Gegensatze dazu eine Massen- 
vertheilung , wie die, deren Potential durch 6) bestimmt ist, eine etn- 
fadie Schicht; die Grösse i möge die Dichtigkeit der Doppelschicht 
heissen. 

Der in 12) fQr W gegebene Ausdruck kann umgestaltet werden. 
Es ist 

-^^= -pcos (rn), 

wo (rii) den Winkel bezeichnet, den die von dem Punkte (o:, y, d) 
nach dem Orte von ds gezogene Grade mit der Richtung von n 

12» 
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bildet. Bezeichnet man durch dK die scheinhare Grosse des Flächen- 
elementes ds Yom Punkte (x^ y^ z) aus gesehen, d. h. das Stück einer 
Eugelfläche^ die um (x, y, z) als Mittelpunkt mit einem der Längen- 
einheit gleichen Radius beschrieben ist, welches Yon einem Kegel aus- 
geschnitten wird, der in (x, y^ e) eine Spitze hat und durch den Um- 
fang Yon ds gelegt ist, so ist hiemach 

WO das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem cos {rn) positiv 
oder negativ ist. Aenderf dieser Cosinus sein Vorzeichen nicht inner- 
halb der ganzen Fläche, der ds angehört (eine Bedingung, die immer 
erfallt ist, wenn vom Punkte (o;, j^, z) aus keine Tangenten an die 
Fläche gezogen werden können), so ist daher 



W 



-+JidK, 13) 



wo wieder das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem cos (t'ii) 
positiv oder negativ ist. Ist jene Bedingung nicht erfällt, so lässt die 
Fläche sich so in Theile zerlegen, dass jeder Theil ihr genügt, und 
man kann W als eine Summe solcher Ausdrücke darstellen, wie der 
in 13) für W angegebene einer ist. 

Wir wollen untersuchen, wie es sich mit' der Stetigkeit von W 
in dem Falle verhält, dass der Punkt (x, jf, z) unendlich nahe an die 
Fläche, der ds angehört, heran oder durch sie hindurchtritt. Wenn 
eine Unstetigkeit hierbei stattfindet, so kann sie nur von den Theilen 
der Fläche herrühren, denen der Punkt (rr, j^, z) unendlich nahe 
kommt. Wir legen wieder den An&ngspunkt der Coordinaten in 
die Fläche, wie wir es bei der Ableitung der Gleichung 7) gemacht 
haben, geben der je; -Achse die Richtung von n und untersuchen den 
Werth von W für den Fall, dass x — 0, y «= und z unendlich 
klein ist. Aus der Fläche denken wir uns ein Stück ausgeschnitten 
durch einen Ereiscylinder, dessen Achse die z -Achse, dessen Radius 
e» jR ist, und nehmen au, dass B unendlich klein gegen die Dimen- 
sionen der Fläche, aber unendlich gross gegen z uud von diesem un- 
abhängig ist; wir nennen W^ den Theil von IT, der von diesem 
Stücke der Fläche herrührt. Da 43r die Oberfläche einer Kugel vom 
Radius 1 ist, so giebt die Gleichung 13), wenn man unendlich Kleines 

vernachlässigt, 

für ein negatives c TTi «« — 2ari, 

für ein positives z TTj = -f- 2xL 

Da in jedem dieser beiden Fälle TT^ von z unabhängig ist, so kann 
W nicht unendlich gross sein, wenn z unendlich klein ist, und, da 
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Wi um 4«i sprongweiBe zunimmt, wenn z wachsend durch Null 
hindurchgeht, so findet dasselbe bei W statt. 

P TV 

Um -^j^ finden zu können, wollen wir für W^ einen Ausdruck 

aufstellen, bei dem Grössen, die mit e verschwinden, nicht yemach- 
lassigt sind. Wir gelangen zu einem solchen leicht mit Hülfe der 
Gleichung 12); diese giebt 

* (*• + *•)» 

Vy«' VE* + *•/ 

Hieraus folgt 



dz ^'•^ 3> 

oder, da b gegen E unendlich klein ist, 

-dz 2**5* 

Daraus, dass -^-^ von z unabMngig ist und auch denselben Werth 

für positive und negative Werthe von b besitzt, folgt, dass -07- für 

jgr s» endlich und stetig ist. 

Das durch die Gleichung 12) definirte Potential einer Doppel- 
schicht, TT, ist also an dieser endlich, erleidet aber sprungweise die 
Yergrosserung 4»i, wenn der Punkt (x^ y, z) in der Richtung von n 

durch sie hindurchgeht; der Differentialquotient -^ dagegen ist an 

ihr endlich und stetig. 

Wenn das Goordinatensystem ein beliebig gewähltes ist, so werden 

die Differentialquotienten -^r— , -^, -y- bei dem Durchgange durch 

die gedachte Fläche im Allgemeinen Sprünge erleiden, weil der 
Sprung, den dabei W erfahrt, im Allgemeinen, d. h. wenn i auf der 
Fläche sich ändert, nach dem Orte, an dem der Durchgang statt- 
findet, ein verschiedener ist Wenn % aber eine Constante ist, so er- 
leiden jene Differentialquotienten an der Fläche keine Sprünge; wir 
werden hieran zu erinnern haben bei der Bestimmung eines mehr- 
werthigen Geschwindigkeitspotentials in einem mehrfach zusammen- 
hängenden Eaume. 

§4. 

Wir wollen jetzt einen Satz ableiten, der mit dem Namen des 
Green'schen Satzes belegt ist, und aus dem die wichtigsten Eigen- 
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Schäften der Fnnctionen , welche ein Geschwindigkeitspotential sein 
können, sich erschliessen lassen. 

Es sei dt ein Element eines Tollstandig begrenzten Raumes, 
X, yy z seien die Coordinaten desselben und JJ und V zwei Functionen 
Yon Xy y, z. Die identischen Gleichungen 

dUdV, Tj^^y _ d ljrdV\ 
dx dx'^ ^ da^ ~ dx K^'dx) 

dy dy "+" ^ dy*~dy\^ dy) 
düdV , rrS^V d ljjdV\ 
d» d»'^ ^ dz* ~Ts\^ dz) 

addiren wir, multipliciren mit dx und integriren nach diesem; wir 

setzen voraus, dass U imd 0— > ^> -q" einwerthig und stetig in dem 

Räume sind, dem dt angehört, und bezeichnen durch ds ein Element 
der Oberfläche dieses Raumes, durch n die nach dem Innern desselben 
gerichtete Normale von ds] nach den so oft schon benutzten Glei- 
chungen 6) der eilften Vorlesung erhalten wir dann 

— -Jds U (^ cos (nx) + 1^ cos (ny) + ^ cos (nz)^ 
oder 

Diese Gleichung heisst der Crreen'scJie Satz. Sind auch V und 

^— , ^, -ö— in dem betrachteten Räume einwerthig und stetig, so 

kann man in den Schlüssen, durch welche 14) abgeleitet ist, ü und 
V mit einander vertauschen und erhält dann 

Sind überdies U und V Lösungen der Gleichung 1), so folgt 
hieraus 

Wir wollen nun durchweg in dieser Vorlesung durch V eine Function 
bezeichnen, die in dem betrachteten Räume der Gleichung J V=^0 
genügt und mit ihren ersten Differentialquotienten einwerthig und 
stetig ist. Setzen wir femer in der Gleichung 15), was gestattet ist, 
U einer Constanten gleich, so wird sie 

fds'^^O. 16) 
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Sieht man V als ein Ton der Zeit unabhängiges Geschwindigkeits- 
potential an, so hat diese Qx ihxing eine leicht in Worten ausdrück- 
bare und auch yon ande^sr Seite erweisliche Bedeutung; sie spricht 
aus^ dass das Volumen der in der Zeiteinheit in den betrachteten 
Saum eintretenden Flüssigkeit gleich Null ist^ wenn mau ein Volumen 
austretender Flüssigkeit als negatives Volumen eintretender in Rechnung 
bringt 

Setzen wir ferner in der Gleichung 15) 

ü-l, r -= VÖ^^^y + (i, - b)' + (g - e)'. 

Das ist erlaubt, wenn der Punkt (a, b, c) ausserhalb des Baumes 
liegt, dessen Element dt genannt worden ist. Es soll nun der Punkt 
(a, b, c) innerhalb des ursprünglich gedachten Baumes liegen, die 
Gleichung 15) aber auf den Theil desselben angewandt werden, der 
übrig bleibt, wenn eine unendlich kleine Kugel, die um (a, b, c) als 
Mittelpunkt beschrieben ist, von ihm ausgeschlossen wird; die Ober- 
flache dieser Kugel ist bei der Bildung der genannten Gleichung dann 
zu berücksichtigen. Es sei dS ein Element derselben, während ds 
ein Element der Oberfläche des ursprünglich gedachten Baumes bedeuten 
soll; man erhalt dann 

f^^ VM / ^^^^— /^cF^"^ fdsdV 
J -^^+J -TJV^J ^^^-U-J TJ^i^ 

wo auf der linken Seite des Gleichheitszeichens r dem imendlich 

kleinen Badius der Kugel gleichzusetzen ist. Das zweite Integral 

auf dieser Seite verschwindet daher, da, wenn man Polarcoordinaten 

einführt, 

dS = r* sin * d[d die 

gesetzt werden kann; das erste wird 

— 4« 7,- 

■ 

wo V sich auf den Punkt (a, b, c) bezieht. Mau hat hiemach für 
dieses V 

1 I ^ov'^ ^ (didV 17) 

Diese Gleichung stellt den Werth von V für einen beliebigen Punkt 
des gedachten Baumes als die Summe der Potentiale einer einfachen 
Massenschicht und einer Doppelschicht dar, die in der Oberfläche 
des Baumes liegen tmd deren Dichtigkeit in dem Elemente ds 

resp. — T"^ ^^^ r~ ^ **^^* ^^® ^*8^; ^^^ BXick die höheren 

Differentialquotienten von V nach den Ooordinaten in dem ganzen 
Baume stetig sind. 



r 
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Wir setzen jetzt in der Oleichnng 14) 

sie wird dann 

Sehen wir V als ein Geschwindigkeitspotential und nehmen die 
Dichtigkeit der Flüssigkeit "» 1 an, so ist die linke Seite dieser 
Gleichung das Doppelte der lebendigen Kraft derselben; wir haben 
diese lebendige Kraft also durch ein über die Oberflache zu nehmendes 
Integral ausgedrückt. 

§5. y 

Wir wollen nun aus den im yorigen § aufgestellten Gleichungen 
Folgerungen ziehen; hauptsächlich werden wir darauf ausgehen ^ Be- 
dingungen zu finden^ die zur yollstandigen Bestimmung einer Function 
V genügen^ dabei aber toch auf Eigenschaften dieser Functionen auf- 
merksam machen, die in anderer Hinsicht von Interesse sind. 

Die Gleichung 17) erlaubt für jeden Punkt des betrachteten 
Baumes V zu berechnen^ wenn für alle Punkte der Oberfläche die 

Werthe Yon V und -^ gegeben sind. Es können aber nicht alle 

diese Werthe willkürlich gegeben werden; es .ist vielmehr für den 
ganzen Baum V ToUkommen bestimmt, wenn für die ganze Ober- 

fläche F, oder für einen Theil der Oberfläche F, für den andern ^— 

gegeben ist, und es ist F bis auf eine additive Constante bestimmt, 

wenn man ^ für die ganze Oberfläche kennt. Es ergiebt sich dieses 

aus der Gleichung 18). Ist immlich Hit einen Theil der Oberfläche 

dV 
F— 0, für den andern q— *«0, so verschwindet die rechte Seite 

dieser Gleichung; es verschwindet also auch die linke, und da diese 
eine Summe von Gliedern ist, die nicht negativ sein können, so ist 
daher jedes dieser Glieder s« 0, d. h. es ist F in dem ganzen Baume 
constant; da es weiter in einem Theile der Oberfläche «» ist, so hat 
es diesen Werth überall. Sind nun die Werthe von F für den einen 

Theil und von ^— für den andern Theil der Oberfläche nicht «» 0, 

aber gegeben, und sind F, und F, zwei Functionen, die diesen Werthen 
entsprechen, so genügt Fj — F, den vorher über F gemachten Voraus- 
setzungen; es folgt daraus für den ganzen Baum V^^^ V^. Dieselbe 

Betrachtung zeigt, dass, wenn für die ganze Oberfläche -tt- verschwindet, 

F einer unbekannt bleibenden Gonstanten gleich, und wenn für die 
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dV 
ganze Oberfläche -^ gegeben^ V bis auf eine additive Constante für 

den ganzen Raum bestimmt ist 

Wir knüpfen hieran die Bemerkung^ dass von allen Functionen 
V •{- U^ welche an der Oberflache des betrachteten Raumes gegebene 
Werthe annehmen und in ihm einwerthig und stetig sind^ die Function 
Vy welche diese Werthe an der Oberfläche hat^ dem Integral 

« ->((^'^)*+ (^^)*+ f-^^)') 

den kleinsten Werth giebt^ welchen es annehmen kann. In der That 
hat man 



+ 



ß' (©•+ Q'+ O') 



Die Richtigkeit der ausgesprochenen Behauptung ergiebt sich daraus^ 
dass das dritte Yon diesen Integralen stets positiv ist und das zweite 
der Gleichung 14) zufolge verschwindet, da ^ F »» und an der Ober- 
fläche 27»» ist Bezeichnet man das zweite von den 3 Gliedern 
auf der rechten Seite der Gleichung 19), welches, wenn U unendlich 
klein, im Allgemeinen von derselben Ordnung, wie dieses ist, durch 
dSly so ist dSl — 0, sobald V die hier vorausgesetzten Eigenschaften 
besitzt. Diese Bemerkung ist von Nutzen, wenn es sich darum handelt, 
in der Gleichung ^ K — statt der rechtwinkligen Coordinaten 
andere einzufahren; wir werden bei einer solchen Gelegenheit von ihr 
GFebrauch machen. 

§6. 

Um den Punkt (a, &, c) als Mittelpunkt denken wir uns eine 
Kugel mit de;n beliebigen Radius R beschrieben, die ganz innerhalb 
des betrachteten Raumes liegt, und wenden auf diese die Gleichung 17) 
an. Das zweite Integral derselben verschwindet dann in Folge von 16) 
und es wird 

r 1 



wir erhalten daher 



dn -B»' 



4«Ä«J 



Vds. 20) 



Diese Gleichung lässt sich in Worten dahin aussprechen, dass der 
Werth von V im Mittelpunkte der Kugel dem arithmetischen Mittel 
seiner Werthe in den Punkten ihrer Oberfläche gleich ist. Jener 
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Werth liegt daher zwischen dem grossten und dem kleinsten dieser 
Werthe. Da das gilt^ wie klein auch die Kugel gewählt wird^ so 
kann V in dem ganzen betrachteten Räume, welches auch seine Gestalt 
sein möge, kein Maximum und kein Minimum haben; alle Werthe, 
die es erhält, liegen zwischen dem grossten und dem kleinsten der 
Werthe, die es in der Oberfläche hat. Sind diese «= 0, so ist über- 
all F-»0, und ist V an der Oberfläche gegeben, so ist es überall 
bestimmt. Wir haben so auf einem zweiten Wege einen Satz bewiesen, 
der schon im vorigen § abgeleitet ist; dieser Weg hat vor dem dort 
eingeschlagenen einen gewissen Vorzug, auf den im nächsten § auf- 
merksam gemacht werden wird. 

Aus dem Satze, dass V innerhalb des betrachteten Raumes 
kein Maximum und kein Minimum hat, lässt sich femer beweisen, 
dass auch 

hier kein Maximum besitzt, obwohl es Minima haben kann; dass 
also, wenn wir uns V als ein Geschwindigkeitspotential vorstellen, 
die grosste Geschwindigkeit in der Grenze des Raumes stattfinden 
muss. Um das zu zeigen, denken wir uns in dem betrachteten Räume 

wieder eine Kugel; ihren Mittelpunkt wollen wir und yj-) , (-ö-) , 
(-;7— ) die Werthe von -ö— , -x— , -5— in ihm nennen, die letzteren 

Zeichen aber auf Punkte der Kugelfläche beziehen. Wir haben den 
ausgesprochenen Satz bewiesen, wenn wir dargethan haben, dass nicht 
für alle diese Punkte 

(©'+ (f )*+ m< ©:+ q:+ m: «> 

sein kann. Wenn (-0-7) , ( ^) > (~ä~~) gl^i^^hzeitig verschwinden, 

so ist die Richtigkeit dieser Behauptung unmittelbar ersichtlich; wir 
können diesen besonderen Fall also ausschliessen. Gicschieht das, 
so kann man immer dadurch, dass man der a;-Achse eine passende 
Richtung giebt, bewirken, dass 

• Q- " - i^)r » 

isi Der Difi:erentialquotient -^— hat dieselben Eigenschaften, welche 
bei V vorausgesetzt sind; hieraus folgt, dass, wenn nicht für alle 

Punkte der Kugelfläche -^ constant ist, es Punkte auf derselben giebt, 

für welche 

/aF\« /aF\a 

\dx] ^\a«/o 
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ist. Bei der Wahl des Goordinatensystemes, die wir getroffen haben, 
ist aber 

Kdi) ^ Kdih ' 

Man braucht diese drei Relationen nur zu addiren, um die Richtig- 
keit der zu beweisenden Behauptung für den Fall einzusehen , dass 

p— nicht auf der ganzen Eugelfläche constant ist. Ist dieses aber 

constant, so ist f&r alle Punkte der Eugelfläche 



-^' - & 



\dx) 



Wenn dabei -g— und -^ nicht für alle diese Punkte verschwinden, 

so giebt es Punkte, f&r welche wenigstens in einer der beiden Rela- 
tionen 22) das obere Zeichen gilt, und für diese besteht dann die 
Ungleichung, die der Ungleichung 21) widerspricht. Wenn endlich 

für alle Punkte der Eugelfläche ^— constant und tt- = y- = ist, 

so sind die beiden Grossen, die in 21). mit einander verglichen sind, 
immer einander gleich; in diesem Falle haben die drei Differential- 
quotienten von V fdr alle Punkte im . Innern der Eugel dieselben 
Werthe; die Geschwindigkeit hat dann hier überall dieselbe Grösse 
und dieselbe Richtung. 

Wir knüpfen noch einen andern Schhiss an die Gleichung 20). 
Wir nehmen an, dass in einem Theile des betrachteten Raumes V = 
ist; ist es nicht in dem ganzen Räume Null, so wird es einen Theil 
desselben geben, der an jenen angrenzt, und in dem V von Null 
verschieden ist und sein Vorzeichen nicht wechselt. Wir denken 
uns eine Eugelfläche, deren Mittelpunkt in dem Räume liegt, in dem 
F BS ist, und die selbst theils in diesem Räume, theils in dem- 
jenigen sich befiadet, in dem V von Null verschieden und von gleich- 
bleibendem Vorzeichen ist. Aus der Gleichung 20) folgt dann, dass 
im Mittelpunkte der Eugel V von Null verschieden ist. Dieser 
Widerspruch zeigt, dass, wenn V in einem Theile des betrachteten 
Raumes verschwindet, es in dem ganzen Räume verschwinden muss. 
Eiae Schlussweise, die im vorigen § auseinandergesetzt ist, ergiebt 
weiter, dass, wenn V für einen Theil des Raumes gegeben ist, es 
ftLr den ganzen Raum bestimmt ist. Ist es in einem Theile constant, 
so hat es für den ganzen Raum denselben WertL 

Wenn in einem Theile des Raumes die 3 Differentialquotienten 

/iV /iV ^V 

■x^, ^, -^ verschwinden, also V constant ist, so folgt hieraus 
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unmiitelbary dass sie in dem ganzen Räume yerschwinden. Wir wollen 
beweisen^ dass dieses auch dann stattfinden muss, wenn nur in allen 

Punkten einer Flache -5—, -,t— , -5— sleich Null sind. Zu diesem 

Zwecke verfolgen wir eine Linie, die von einem beliebigen Punkte 
ausgeht und den Differentialgleichungen 

^ ^ ^ aF ar dV 

^ ex oy 0» 

genügt, die also die Flachen V =» consi senkrecht schneidet; wir 
wollen sie eine Stromlinie nennen, da, wenn wir uns V als ein von 
der Zeit unabhängiges Geschwindigkeitspotential vorstellen, in ihr 
eine Strömung stattfindet. Ihre Fortsetzung kann nur da zweifelhaft 
werden, wo die 3 Differentialquotienten von V verschwinden, d. h. 
die Geschwindigkeit gleich Null ist; durch jeden Punkt, in dem das 
nicht der Fall ist, geht eine Strömlinie. Einen Baum« der von Strom- 
linien gebildet ist, die sich stetig aneinander schliessen, wollen wir 
mit dem Namen eines SWomfadens belegen. Giebt es eine Fläche, 
für deren sämmtliche Punkte die Geschwindigkeit Null ist, während 
in ihrer Nachbarschaft Bewegung stattfindet, so giebt es Stromfaden, 
die in jener Fläche endigen. Wir betrachten einen Theil eines solchen 
Stromfadens, der einerseits durch die gedachte Fläche, andererseits 
durch einen Querschnitt begrenzt ist, der die Eigenschaft hat, dass 

fiir alle seine Elemente ^ von Null verschieden und von gleichem 

Vorzeichen ist; auf diesen Theil wenden wir die Gleichung 16) an. 

Erwägt man, dass für jedes Element einer Fläche, die aus Strom- 

dV 
liiiien gebildet ist, j— verschwindet, so ergiebt sich, dass das Integral 



/ 



ö n 



ausgedehnt über den bezeichneten Querschnitt, gleich Null ist. Es 
widerspricht das der Bedingung, der gemäss dieser Querschnitt gewählt 
werden sollte und gewählt werden konnte; es folgt daraus, dass es 
keine Fläche giebt, in der die Geschwindigkeit gleich Null ist, wenn 
überhaupt Bewegung stattfindet, d. h. F von einer Constanten ver- 
schieden ist. Es kann dann also die Geschwindigkeit nur in Linien 
oder Punkten verschwinden. Aber auch in diesen können Siromfäden 
nicht endigen, wie eine Betrachtung zeigt, die mit der eben durch- 
geführten vollkommen übereinstimmt. Der ganze Raum, auf den sich 
V bezieht, ist daher aus Stromfäden zusammengesetzt, die in seiner 
Oberfläche endigen; in sich zurücklaufen kann ein Stromfaden näm- 
lich nicht, da wir V als eine einwerthige^ stetige Function von Xy j/, e 
vorausgesetzt haben, und da auf einer Stromlinie in der Richtung der 
Strömung V immer wächst. 



und dabei ist 
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Fassen wir ein Stück eines Stromfadens ins Auge, das einerseits 
durch eine Flache F«» const.; andererseits durch die Oberfläche des 
Raumes begrenzt ist, um den es sich handelt; dS und ds seien Ele^ 
mente der beiden Endflächen^ N und n ihre nach Innen gerichteten 
Normalen. Aus der Gleichung 16) folgt dann 

fäS U +fd.'^ - 0, 2S) 

wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem die Normalen N 

die Richtungen haben, in denen V wächst^ oder die entgegengesetzten. 

dV 
Ist fQr alle Punkte der Oberfläche des betrachteten Raumes q— ■» 0, 

dV 
so zeigt die Gleichimg 23), dass ftir alle Punkte im Innern ^ »> 0, 

d. h. V einer Constanten gleich ist. So sind wir auch zu diesem, 
im vorigen § bewiesenen Satze auf einem zweiten Wege gelangt. 



dN 



§7. 

Wir haben bisher vorausgesetzt, dass der Raum, in dem wir V 
zu betrachten haben, vollkommen begrenzt ist; wir wollen nun an- 
nehmen, dass derselbe sich in die Unendlichkeit erstreckt, also nur 
theilweise begrenzt ist durch geschlossene endliche Flächen oder un- 
geschlossene Flächen, die in die Unendlichkeit hinausgehen. Wir 
denken uns die Begrenzung eines Raumes vervollständigt durch eine 
oder mehrere Flächen, die im Unendlichen liegen. Auf diesen Raum 
können wir dann alle im Vorigen entwickelten Sätze anwenden; nur 
müssen wir dabei beachten, dass die Oberfläche desselben xmendlich 
gross ist, und dass daher eine verschwindend kleine Grosse, wenn sie 
mit dem Element der Oberfläche multiplicirt und integrirt wird, eine 
endliche Grösse geben kann. 

Wir haben in § 5 bewiesen, dass, wenn an der Oberfläche V 
verschwindet, überall F = ist; die Betrachtungen, durch welche 
wir dort zu diesem Satze geflihrt wurden, sind hier aber aus dem 
eben angeführten Grunde nicht anwendbar, wenn man nicht auf die 
Untersuchung der Grössenordnungen eingehen will, von denen V und 

Y- i^ der Unendlichkeit sind. Dagegen behalten die Schlüsse, durch 

welche wir in § 6 denselben Satz abgeleitet haben, auch hier ihre 
volle Gültigkeit. Als einen speciellen Fall von besonderer Wichtig- 
keit heben wir hervor, dass, wenn in dem ganzen unbegrenzten 
Räume V die Eigenschafben besitzt, die wir ihm beigelegt haben, und 
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man weiss, dass es in der Unendlichkeit yerscliwindet; ohne aber 
die Grossenordnung zu kennen , Ton der es dort ist, man schliessen 
darf, dass es überall verschwindet. 

Wir haben ferner in den §§ 5 und 6 den Satz bewiesen, dass, 

wenn -^^ an der Oberfläche verschwindet, V einer Constanten glei<^ 

sein muss. Dieser Satz ist hier ohne Einschiunkung* nicht richtig; 
die nöthige Einschränkimg ergiebt sich aber leicht ans den Betrach- 
tungen, die wir am Ende des vorigen § angestellt haben. Mögen 
die Dimensionen des vollständig begrenzten Baumes, um den es sich 
handelt, endlich oder unendlich sein; verschwindet das Integral 
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ausgedehnt über einen beliebigen Theil seiner Oberfläche, so ist V 

dV 
überall einer Constanten gleich. Ist v bis auf Grossen der hierdurch be- 
stimmten Ordnung gegeben, so ist V bis auf eine additive Constante 
bestimmt. 

« 

Im Hinblick auf gewisse hydrodynamische Probleme, mit denen 
wir uns zu beschäftigen haben werden, stellen wir noch die folgenden 
Ueberlegungen an. Der Raum, um den es sich handelt, sei theilweise 

begrenzt durch geschlossene endliche Flächen und erstrecke sich nach 

dV 
allen Richtungen in die Unendlichkeit. Für jene Flächen sei x— ge- 
geben, und man wisse, dass in der Unendlichkeit a~~; a " ; ^^ ▼®'^ 

schwinden, ohne die Grössenordnung zu kennen, von der diese Diffe- 
rentialquotienten hier sind. Wenn wir Fals ein Geschwindigkeitspotential 
uns vorstellen, wollen wir den letzten Umstand dadurch in Worten 
ausdrücken, dass wir sagen: die Flüssigkeit rvkt in der Unendlichkeit. 
Wir werden beweisen, dass V bis auf eine additive Constante be- 
stimmt ist. 

Um den beliebigen Punkt (a, b, c) in der Flüssigkeit denken wir 
uns eine Eugelfläche mit dem constanten, unendlich grossen Radius II 
beschrieben, nennen dS ein Element dieser Kugelfläche und ds ein 
Element der ursprünglich gegebenen Grenzflächen. Der Gleichung 17) 
zufolge ist dann der Werth von V für den Punkt (a, &, c) bestimmt durch 
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Von diesen 4 Gliedern verschwindet das letzte, da R unendlich gross 
ist; setzt man nämlich 
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±fds^^-M, 24) 

WO M dann eine gegebene endliche Grösse bedeutet^ so ergiebt die 
Gleichung 16) 

Das dritte jener 4 Glieder ist das arithmetische Mittel aus den 
Werthen, die V in den Elementen der unendlich grossen Kugel- 
fläche hat; es ist dasselbe einer Constanten gleich; denn verschiebt 
man den Punkt (a^ h^ c) und mit ihm die Eugelfläche^ deren Mittel- 
punkt er sein soll, um eine endliche Strecke, so erleiden die Werthe 
von F, die sich auf die einzelnen Elemente dS beziehen, unendlich 

kleine Aenderungen, da -g— , ^, -^~ in der Unendlichkeit unendlich 

klein sind; das arithmetische Mittel dieser Aenderungen ist also auch 
unendlich klein, und dieses ist die Aenderuug, die das genannte Glied 
erfahrt. Bedeutet C eine Constante, so ist daher 

4«t/ dn ^n^J r ön 

Diese Gleichung erlaubt die Grössenordnung zu beurtheilen, von der 
die Dififerentialquotienten von V in der Unendlichkeit sind. An einer 
Eugelfläche, die mit dem unendlich grossen Radius 11 um den Anfangs- 
punkt der Goordinaten beschrieben ist, ist bis auf Grössen, die gegen 
die anzugebenden verschwinden, wenn M endlich ist, 

•y ^ Jtf d V Jl£ 

Ist also für die Elemente der ursprünglich gegebenen Grenzflächen 

d V 

j—y '«u^d damit nach 24) M gegeben, und bedeutet dS ein Element 

eines beliebigen Theiles der unendlich grossen Kugelfläche, so ist 

dV 



j 



dS 



'dn 



bis auf eine verschwindende Grösse, und daher nach dem oben ge* 
wonnenen Resultate V bis auf eine additive Constante bestimmt. 

Wir specialisiren den betrachteten Fall noch mehr. Es handle 
sich um die Bewegung einer Flüssigkeit, in der feste Körper in ge- 
gebener Weise sich bewegen. Die Oberflächen dieser sind dann die 
Flächen, deren Elemente ds genannt worden sind. Hier ist M ^=^ 0, 
denn für jeden ]l^örper ist das Integral 

dV 



ß 



^'Sn 
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gleich Null; da es, mit dein Zeitelement dt multiplicirt, die Aenderong 
ist; welche in diesem Zeitelement das Volumen der von dem Körper 
yerdrängten Flüssigkeit , also sein eigenes Volumen erleidet Die 
Bewegung der Flüssigkeit ist nach den gemachten Auseinander- 
setzungen Tollkommen bestimmt; wenn man noch festsetzt; dass sie 
in der Unendlichkeit ruht. Sie ist auch bestimmt; wenn man statt 
dieser Bedingung die einführt; dass die Flüssigkeit in eine unendlich 
grosse, feste und unbewegliche; um den Anfangspunkt der Coordi- 
Baten beschriebene Eugelfläche eingeschlossen ist; für alle Elemente 

d V 
dieser Flache ist dann ^— absolut gleich Null. In diesen beiden 

Fällen ist die Bewegung der Flüssigkeit dieselbe, da in jedem das 

Inte^rral 

dV 



/• 



^^ dn ^ 

ausgedehnt über einen beliebigen Theil der genannten Kugelflächc; 
yerschwindei 

§8. 

Nach diesen Auseinandersetzungen über die cintoerO^igen Losungen 
der Differentialgleichung 2^9) «» wollen wir diejenigen mehrwerthigen 
ins Auge fassen; die, wie wir am Ende der vorigen Vorlesung ge- 
sehen haben; ein Geschwindigkeitspotential in einem mehrfach zu- 
sammenhängenden Baume sein können. Wir wollen uns dabei auf die 
Betrachtung eines zweiiach zusammenhängenden Raumes beschränken; 
die Schlüsse; die wir in Bezug auf einen solchen ziehen werden; lassen 
sich leicht auf den Fall ausdehnen; dass der Grad des Zusammen- 
hanges ein höherer ist. 

Den gegebenen zweifach zusammenhängenden Raum denken wir 
uns dutoh einen Querschnitt in einen einfach zusammenhängenden ver- 
wandelt. In diesem ist danU; wenn für einen Punkt einer von den 
Werthen von q> als gültig festgesetzt ist; g) eine einwerthige Function. 
Auf beiden Seiten des Querschnitts kann g> verschiedene Werthe habeU; 
jedoch nur sO; dass es denselben Sprung erleidet; an welchem Orte 
man auch durch den Querschnitt geht; die Differentialquotienten von 
9) nach X, y, erfahren dabei keine Sprünge. 

Den gewählten Querschnitt denken wir uns nun nach Aussen hin 
beliebig ausgedehnt; sO; dass eine vollkommen begrenzte Fläche ent- 
steht; deren innerhalb des gegebenen Raumes liegender Theil jener 
Querschnitt ist Wir nennen ds ein Element dieser Fläche ; n die 
nach der einen Seite der Fläche gerichtete Normale von ds und 
setzen; wie in der Gleichung 12) 
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indem wir unter i eine Constante verstehen. Dieses W ist nach den 
oben dttrchgef&hrten Uiitersuchungen in dem gegebenen doppelt 
zusammenhangenden Räume eine einwerthige Function, die der Glei- 
chung 2^ iy SS genügt und die die Eigenschaft hat, dass ihre Differential- 
quotienten stetig sind, und dass sie selbst stetig ist ausser an dem 
gedachten Querschnitte , an dem sie die sprungweise Vergrosserung 
4tfci erfahrt, wenn der Punkt (x, y, 0) in der Richtung von u durch 
ihn hindurch gefOhrt wird. Ist nun die Constante i so gewählt^ dass 
dieser Sprung so gross ist^ wie der, den tp an dem Querschnitt erleidet, 
so ist 9> — Tf^ an ihm stetig, und- wenn wir 

y= F-f TT 26) 

setzen, so hat V alle Eigenschaften der im Früheren mit diesem 
Zeichen bezeichneten Functionen. 

Die Gleichung 26) giebt für jeden Punkt des betrachteten Raumes 
nur einen Ton den Werthen von ip an; wir können die Bedeutung von 
W so modificiren, dass sie alle darstellt. Zu diesem Zwecke müssen 
wir W statt durch 25), durch die Gleichungen 

mit dem Zusätze definiren, dass W überall stetig ist, wobei es dann 
Tielwerth^ wird. Es möge angeführt werden, dass dann W das 
Potential eines elektrischen Stromes, der mit der Intensitöt i in der 
Grenze der Fläche fliesst, deren Element ds bezeichnet, in Bezug auf 
einen Magnetpol ist, der die Coordinaten x, y, $ hat und die Einheit 
magnetischer Flüssigkeitsmenge enthalt. 

§ 9. 

Wir wollen nun noch einen Fall in Betracht ziehen, auf den 
wir mehrfach zurückkommen werden, den Pall nämlich, dass die 
Function V yon einer der Coordinaten (wir nehmen an, von z) un- 
abhängig ist. 

Wir wenden die Gleichung 17) auf einen Raum an, der durch 
eine der xr-Achse parallele Cylinderfläche, oder mehrere solche Cylinder- 
flächen, und zwei der a;y-Ebene parallele Ebenen, deren Gleichungen 
jer a» — y und j» «= y sein mögen, Tolls tändig begrenzt ist. Wir 
nehmen dabei y ^^ unendlich gross gegen alle Wezthe an, die a; 
und y in diesem Räume erhalten, auch gegen solche, die wir als un- 
endlich gross bezeichnen werden. Die Coordinaten des Punktes, auf 
den das Fauf der linken Seite der genaimten Gleichung sich bezieht, 
nennen wir wieder o, 5, c und setzen c «= 0. Für die Elemente dSy 
f&r welche j? «» + ^^ ist, ist dann r unendlich gross gegen alle sonst 

Kirohhof f, Mechanik. 4. Aufl. ' 13 
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iii Betracht kommenden Längen, und es dürfen die beiden Integrale 
der Gleichung daher nur über die begrenzenden Cylinderflächen aus- 
gedehnt werden. Setzen wir för diese 

ds as dldgf 

indem wir unter dl ein Element der Grenze des Theiles der a;y-Ebene 
verstehen, welcher innerhalb des betrachteten Raumes liegt, so er- 
halten wir 



dzdrv 

dn 

__. — y — y 

Wir setzen nun 



p» a« (a — xf + (& — y)*, also r* a= p* -f j!P*, 

dV 
und benutzen, dass V und -^ von z unabhängig sind, dass die 

Normale n senkrecht zur xr-Achse ist, dass ferner, da y gegen p un- 
endlich gross, 



A 



^' ,^ig y + V^S =-=2igLy, 27) 



— y 
und dass endlich, wie aus der Gleichung 16) sich ergiebt, 

J ^« 

ist; es folgt dann hieraus 

Wendet man diese Gleichung auf einen Kreis an, der mit dem Radius 
jß um den Punkt (a, V) als Mittelpunkt beschrieben ist und einen 
Theil der Fläche ausmacht, auf welche sich V bezieht, so giebt sie- 

d. h. der Werth von V im Mittelpunkte des Kreises ist gleich dem 
arithmetischen Mittel der Werthe, die es auf der Peripherie desselben 
hat. Daraus ist weiter zu schliessen, dass V in der Fläche, in der 
wir es betrachten, kein Maximum und kein Minimum besitzt, und dass, 
wenn es in ihrem Umfange constant ist, es überall denselben Werth 
hat Auch 

\d^) + \dh) 

kann im Innern der Fläche kein Maximum, wohl aber Minima haben. 
Ist die Fläche, auf die sich V bezieht, die unbegrenzte a?y-Ebene, 
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und yerflchwindet F in der Unendlichkeit; so verschwindet es überall; 

ist in der Unendlichkeit nicht F «=» , aber -^— «» und -ör = , 

'da db ' 

so gelten diese Gleichungen überall; d. h. es ist F constant; da die 
Di£EerentiaJquotienten Ton F auch die Eigenschaften besitzen, die bei 
F vorausgesetzt sind. 

Wir knüpfen hieran noch den folgenden Satz. Es sei df ein 
Element eines endlichen Theiles der rcy-EbenC; h eine Function seiner 
Coordinaten ; q seine Entfernung von dem Punkte (x, y) derselben 
Ebene und 

U^-2rhdf]gQ] 29) 

dann ist ü eine Function von x und y, die mit ihren ersten Di£Eerential- 
quotienten in der ganzen rcy -Ebene einwerthig und stetig ist; und 
innerhalb der FlächC; deren Element df bedeutet; der Gleichung 

d*ü ,d*U - , 

wo k sich auf den Punkt (x, y) bezieht; ausserhalb derselben der 
Gleichung 

genügt 

Um diesen Satz zu beweisen; betrachten wir das Potential Sl 
eines der jer-Achse parallelen Gylinders, dessen Querschnitt die Fläche 
ist; deren Element wir df genannt haben, fGLr dessen Grundflächen 
je; SS 4: y ist; wo y eine Constante bezeichnet; die unendlich gross 
ist gegen die Coordinaten aller Punkte, f&r welche Sl berechnet 
werden soll, und der so mit Masse erfüllt ist; dass k die Dichtigkeit 
in dem Faden ist, der dem Elemente df entspricht. Nennen wir 
noch c die jer- Ordinate eines Punktes des Cylinders, so ist für den 
Punkt (Xy y; g) 






oder nach 27) 



d. h. nach 29) 



— y 



Sl 2jkdfi\g(f-\g2y), 

Ä— U+2\g2rfkdf. 30) 



Erwägt man, dass das zweite von den beiden Gliedern auf der rechten 
Seite des Gleichheitszeichens eine Constante; dass femer in dem 
ganzen betrachteten Räume Sl mit seinen ersten Differentialquotienten 
einwerthig und stetig; ^Sl innerhalb des Cylinders «> — 4^k und 

18* 
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ausserhalb »» ist^ so ergiebt sich hieraus die ausgesprochene Be- 
hauptung. 

Noch bemerken wir, dass^ wenn der Punkt (x, y) in die Unendlichkeit 
rückt und R seine Entfernung Tom Anfangspunkte der Coordinaten 
bezeichnet; nach der in 29) von U gegebenen Definition 

U-^-2]gBfhdf, ^^^-2^fkdf, '-^^-2^Jhdf 

ist; es wird also l) unendlich gross, seine Differentialquotienten aber 
verschwinden. 



SiebenjEelmte Yorlesimg. 

(Tranaformatioii der Gleichang Jip »^ in beliebige orthogonale Coordinaten. 
EUiptisehe Coordinaten. StrOmmigen in den Linien, welche ein System confocaler 
Ellipsoide senkrecht schneiden. Darstellnng des Geschwindigkeitspotentials dieser 
StrOmnngen als Potential Ton Massenschichten. FlfissigkeitsYolumen, welches in 
der 2ieiteinheit durch einen Qaerschnitt fliesst. Widerstand. Stromlinien, welche 
ein System confocaler Hyperboloide senkrecht schneiden.) 

§1- 

Eine jede Lösung der partieUen Differentialgleichung ^fp »» 0^ 
deren erste Differentialquotienten nach x, y, g in einem gewissen 
Räume einwerthig und stetig sind, stellt eine mögliche Bewegung 
einer incompressibeln Flüssigkeit in diesem Räume dar. Im All- 
gemeinen wird das Geschwindigkeitspotential ip Ton der Zeit abhängig 
sein; wir werden fOr jetzt nur solche Fälle ins Auge fassen, in denen 
das nicht stattfindet; in jedem Punkte ist dann die Geschwindigkeit 
zu yerschiedenen Zeiten dieselbe, die Bewegung ist, wie man sagt, 

eine stationäre. Da y^, ^, ^ die Componenten der Geschwindig- 
keit nach den Goordinatenachsen sind, so ist diese überall senkrecht 
auf den Flächen g> <» const., die Bewegung geht in den Linien Tor 
sich, die diese Flächen senkrecht schneiden; man nennt diese Linien 
daher auch, wie früher schon erwähnt, Stroffilinien. Ist die Flüssig- 
keit durch feste Wände begrenzt, so muss für alle Elemente dieser 

-^ cB sein, oder, was dasselbe ist, es müssen diese Wände durch 

Stromlinien gebildet sein. 

Ein Mittel, welches man anwenden kann, um Lösungen jener 
partiellen Differentialgleichung zu finden, die Flüssigkeitsbewegungen 
darstellen, welche Ton Interesse sind, besteht in der Einführung neuer 
Coordinaten an Stelle von Xj y, g. Dieses Mittel wollen wir anwenden 
und zu diesem Zwecke die Gleichung ^g) ^^0 in neue Coordinaten 
transformiren, die wir u, t;, to nennen. ESerbei dürfen wir g) als 
einwerthig und stetig annehmen; denn wenn in dem gegebenen Räume 
9 diese Eigenschaften nicht besitzt, so lässt derselbe in solche 
Theile sich zerlegen, dass innerhalb eines jeden Theiles g> eine ein- 
werthige, stetige Function oder ein System von einwerthigen, stetigen 
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Functionen ist (die^ wenn 9 ein Oeschwindigkeitspotential ist, durch 
additive Gonstanten sich von einander unterscheiden). Für jeden 
dieser Theile gilt dann die Differentialgleichung, die wir unter der 
genannten Annahme ableiten werden. Diese berechtigt zur Anwendung 
des Satzes y der am Ende des § 5 der vorigen Vorlesung bewiesen 
ist, des SatzeS; dass, faUs A^> »» 0, 

ist, wenn man 

«-/''•((B)'+ ©*+(!?)■). ') 

ausgedehnt über einen beliebigen 'Raum, setzt, f&r dessen Oberfläche 
man tp als gegeben annimmt. 

Es ist 

j dx j I dx j , dx j 

da: «= ö- »w + -r- av + x- ai«? 

du * dv ' aw 

dy ^ I^Ju + '/Jv + l^äu, 2) 

du ' cv ' cw ' 

wir wollen annehmen, dass u, v, to die Eigenschaft haben, dass die 
Gleichungen 

du dv * du dv * dul^ 

dv du) ' ^1? ^w • dv dw ' 

dtodu ' dwdu ' ^w^u 
bestehen, und woUen 

A - 0+ 0'+ Gt)' ^) 

w* \dw) "T" l,atr/ "^ law/ 

mit der näheren Bestimmung setzen, dass Uy V, W positiv sind. Die 
Gleichungen 2) geben dann 

d^ + dy* + rf^ - (^y+ (^y+ (^y. 5) 

Hieraus ist zu schliessen, dass, wenn man dx, dy, dz als die Goordinaten 
eines dem Punkte (j;, y, 'g) unendlich nahen Punktes in Bezug auf ein 
Goordinatensystem betrachtet, dessen An&ngspunkt (x, y, g) ist und 

dessen Achsen denen der x, y, z parallel sind, ^-^, ^, ^ die 

Goordinaten desselben Punktes in Bezug auf ein zweites, recht- 
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winkliges Goordinatensystem sind; dessen Anfangspunkt derselbe ist, 
dessen Achsen aber andere Richtungen haben. Schreibt man die 
Qleichungen 2) 

^^ ^ du U ^ ^diV^^dwW 
, jjdydu ydydv ^dydw 

'^'-^liw + ^Tvy^ + ^d^iw* 

80 sind die Coefficienten Ton -^, -pr-, w iri' ihnen die Cosinus der 

Winkel; welche die Achsen der beiden Systeme mit einander bilden. 
Den Gleichungen; welche du, dv, dw durch dXj dy, dz ausdrücken, 
kann man die Form geben 

du du du 

du dx j i dy jj % d» j 

dv dv dv 

dw dw dw 

dw dx j i dy j t dt j 



und die Coefficienten von dx^ dy^ da sind dann hier dieselben 
Cosinus. Hieraus folgt 

duy 

dg) 



V' - (S'+ (fe)'+ (" '■ 



'^ dx dx * dy dy ' ^i^HT 

■« — ^^ 4- ^^ — 4- ^^ — 7^ 

"" dx ^x "• ^ 3y ' 'SJ dg ^ 

^ dw du , ^w^ , dw du 
** dxTx ' "5y ?y * 'Fi'FT' 

Die drei letzten von diesen Gleichungen drücken auS; dass die Flächen 

u «« const.; V «^ const.; w »« const. 

sich senkrecht schneiden, dass u, v, w sogenannte orthogonale Coor- 
dinateu sind. Dieser Bedingung müssen U; V; to genügen; wenn die 
Gleichungen 3) erfüllt werden sollen; genügen sie ihr; so bestehen 
aber auch diese Gleichungen. 
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Ao8 dem Schlüsse, den wir aus der Gleichung 5) gezogen haben^ 
folgt weiter^ dass wir das Element des Yolomens, dt, 

dudvdw 





^ U V w 


setzen können, 


wenn wir du, dv, dw positiy wählen. 


Femer ist 






dtp dtp du 1 dtp dv ^ dq> dw 
dx '^ du dx * dv dx ' dw dx 


• 


dtp dtp du , dtp dv \ dtp dw 
dy '^ du dy ' dv dy ' dw dy 




dtp dtp du . dtp dv . dtp dw 

dz ^ du dg ' dv dg ^ dw dg ^ 



also nach 6) und 7) 

(!!)'+ (if)"+ m- «^ (§!)*+ «" m'+ ^&r- 

Hiemach wird die Gleichung 1) 

Dieses Sl ist nun ein Minimum, wenn J^> «= und an der Oberfläche 
des betrachteten Raumes 9 gegeben ist; d. h. es ist fiir ein beliebiges 
dipy das nur an der Oberfläche verschwinden muss, 

A r r r^ j j f ^ ^vddtp . v dtpdstp . w dtpdstp\ 

oder, wenn man die Theile dieses Integrals partiell integrirt, also 
eine Operation ausführt, die derjenigen ganz entspricht, durch 
welche wir die Gleichung 14) der vorigen Vorlesung abgeleitet 
haben, und benutzt, dass an den Grenzen der Integration Sfp ver- 
schwindet, 

oder endlich 

^ duKvWdu)'^ dv\WU dv)'^ dwKüVdwj' ^^ 

Diesen Schlüssen liegt die Voraussetzung mit zu Grunde, dass die 
Grenzen von u, v, w in die Grenzen des betrachteten Kaumes. fallen^ 
eine Voraussetzung, die man immer erfüllen kann, indem man den 
Raum in passende Theile zerlegt und diese Theile einzeln betrachtet. 
Noch bemerken wir, dass die Gleichung 8), die die gesuchte 
Transformation der Gleichung ^9 = ist, ungeändert bleibt, wenn 
das Vorzeichen einer der Grössen 27, F, TT in das entgegengesetzte 
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verwandelt wird. Die Festsetzung, die wir gemacht haben, dasB diese 
Grossen positiv sind^ ist daher in Bezug auf das gewonnene Resultat 
überflüssig. 

§2. 

Wir werden jetzt annehmen, dass u, v^ to sogenannte dliptische 
Coordinaten sind; wie wir beweisen werden, sind diese orthogonale. 
Die Gleichung 

stellt eine Oberfläche zweiten Grades dar, deren Mittelpunkt der An- 
fangspunkt der Coordinaten ist, und deren Hauptachsen die Richtungen 
der Coordinatenachsen haben. Es sei 

a*>6«>c«, 

dann sind die Entfernungen der Brennpunkte der. Hauptschnitte von 
dem Mittelpunkte 

Vä'^^^s yä^"^=^, y9~^^^i 

die beiden ersten Paare derselben liegen auf der x-Achse, das dritte 
liegt auf der y-Achse. Die Brennpunkte sind also unabhängig von 
Xy und die durch die Gleichung 9) bei verschiedenen Werthen von X 
dargestellten Oberflächen heissen daher confocxUe. Damit dieselben 
reell sind, muss X zwischen -|- oo und — a* liegen. Sie zerfedlen in 
3 Gruppen nach den Werthen von X. Wenn 

+ CX>>A> — c* 

ist, so sind die 3 Glieder der linken Seite der Gleichung 9) positiv, 
die Fläche ist ein Ellipsoid, sie wird durch jede der 3 Coordinaten- 
achsen in reellen Punkten geschnitten. Ist 

so sind nur die beiden ersten jener 3 Glieder positiv, das dritte ist 
negativ, die Fläche wird von der rc-Achse und der y- Achse in reellen 
Punkten geschnitten, nicht aber von der jer-Achse; sie ist ein ein- 
schaliges Hyperboloid. Ist endlich 

_6«>A>-a«, 

so ist nur das erste jener 3 Glieder positiv, nur durch die a;-Achse 
wird die Fläche in reellen Punkten geschnitten; diese ist ein zwei- 
schaliges Hyperboloid. • 

Durch jeden Punkt (x, y, 0) geht, bei gegebenen Werthen von 
a, &, c, je eine Fläche jeder dieser 3 Grattungen. Die Gleichung 9) ist 
nämlich eine Gleichung dritten Grades für X und ihre drei Wurzeln 
liegen immer in den bezeichneten 3 Intervallen. Um einzusehen, dass 
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zwischen -|- oo und — i? eine Wurzel liegen muss, hat man nur zu 
überlegen y dass die linke Seite der Gleichung für ^«=^00 ver- 
schwindet und -f- 00 wird für >L== — c* + £, wo b eine positive, 
unendlich kleine Grosse bezeichnet, für jenen Werth von A also kleiner, 
für diesen grosser, als die rechte Seite derselben ist. Zwischen — & 
und — V muss eine Wurzel liegen, weil die linke Seite der Gleichung 
— 00 für Ä«= — c* — £ und + 00 für >L^= — 6* + ^ wird; dass 
endlich zwischen — 6* und — o* ebenfalls eine Wurzel liegen muss^ 
folgt durch eine ähnliche Schlussweise. Die drei Wurzeln der Glei- 
chung 9), die einem Punkte (x, y, z) entsprechen, nennt man elliptische 
Coordinaten desselben. Wir wollen sie durch Uy v, tv bezeichnen und 
festsetzen, dass 

u> v> w 
ist. Es ist dann 

ä' f/' Z^ m 

"i-i h Tin h -n — — 1* +cx>>u> — r 

-^+ y!^+.^ = l _c«>t;> — 6« 10) 

-l^+JT^+T^ ^y —V>W>-a\ 

Jedem Punkte {Xy y, z) entspricht hiemach nur ein Werthsystem 
von.u, Vy w. Sind umgekehrt u, t;, w gegeben, so sind x*, y\ 0* ein- 
deutig bestimmt, denn sie sind aus linearen Gleichungen zu berechnen; 
die Vorzeichen von Xy y, b aber bleiben unbestimmt; jedem Werth- 
system von u, t^, w entsprechen also im Allgemeinen 8 Punkte, von 
denen je einer in jedem der 8 Bäume liegt^ die die Coordinatenebenen 
von einander abgrenzen. 

Die Ausdrücke von z\ y^y a^ durch u, t;, w findet man am leichtesten, 
wenn man erwägt, dass, da u, t;, w die Wurzeln der Gleichung 9) sein 
sollen, für jeclen Werth von A 

sein muss, und hier a' -|- A oder V '\- k oder c* + A einer unendlich 
kleinen Grösse gleichsetzt. Man erhält dann 



X 



t „ (a«-fti)(a'-ft;)(a' + w) 
(a« — 6») (a« — c») 



y^ (6»-c») (5« — a«) ^^'^ 

^s der identischen Gleichung 11) 'wollen wir noch einen andern 
Schluss ziehen. DifFerentiirt man dieselbe nach A, so erhält mau 



"'■ _-lll ■ <■■ 
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kl 1 /M _J_ 1\« 1^ 



(a« + Z)«^(6« + X)' ' (c' + Xr 
_ (,>,;t ) (p-Z)(ii>-Z) / 1 1 . _J , 1 L _J I 1 \ 

setzt man ti — A oder t; — A oder ti; — A tmendlich klein , so folgt 

hieraus 

g' I y* I g* (u^ff) (it — Ig) 

(a« + i*)« "T" (6" + ii)« "^ (c* + i*)* "" (a' + ü) (ft' + u) (c" + i*) 

a?* I y* 1 g' (t> — to) (0 — tt) .«N 

(a« + «)« "T" (6« + «)«'T" (c* + v)« ~ (a» + ») (6« + 1;) (c« + 1;) ^''>' 

g' . y* . s' (w — I*) (w — p) 

(a« + tc)« "T (6« + 10)« """ (c« + «)• — (a« + 10) (6« + «) (c« + to)* 

Zu diesen Gleichungen fllgen wir diejenigen^ die entstehen, wenn 
man je zwei der Gleichungen 10) yon einander abzieht; sie sind die 
folgenden 

gA yt ^« 

(a» + i*)(a« + «) + (6« + i*) (6« + r)*' (c« + ii) (c» + i>)""® 

•C^ fi' jp' 

(a« + w)(a* + !•)*+ (6« + ») (6» + 1*) + (e» + t») (c* + «*) ~ ^* 

Differentiirt man die Gleichungen 12) partiell nach u oder v oder «; 
und dividirt das Resultat jedesmal durch diejenige dieser Gleichungen, 
aus der es hergeleitet ist, so erhalt man 

^y — 1 y gy ^, 1 y ?y_i_y_ i^^ 

ds 1 J> ^if 1 s d» 1 B 

Di» Gleichungen 15) und 14) geben die Gleichungen 3), welche ein 
Kriterium daf&r bilden, dass u, v, w orthogonale Coordinaten sind. 
Die Gleichungen 15), 13) und 4) erlauben CT*, V\ W* zu berechnen. 
Sie geben 

p»^ I («' + «) (d« + li)(c« + ti) 

(u — v) {u — w) 

F« _ 4 (a*+t^)(ft» + t>)(c' + <>) ißN 

(v — io) (» — u) -^ 

(w — u) (to — t) 

Wix schliessen hier noch eine Gleichung an, die aus 15) sich ergiebt, 
und von der wir später Grebrauch zu machen haben werden. Aus 
der identischen Gleichung 
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in der auf der rechten Seite u durch Xy y^ g, und x, y^ z durch Uy v^ w 
ausgedrückt gedacht werden sollen, folgt 

1 8<» dx . d% dy I du da 
dx du"^ dy du'^ d» 15u^ 
also nach 15) 

g ^ ^ ^^ I y ^^ \ ^ du .-X 

^ a^-^udx^ h^ + udy^ c^ + u dB ^^> 

Die Di£ferentialquotienten von Uy v, w nach Xy y, z kann man 
leicht berechnen aus den Differentialquotienten von Xy yy e nach Uy Vy w 
mit Htdfe der Relationen 

dx*^ du' dx dv^ dx dw 

p^U^p-, p-=-V^p-, i^-H^*|| 18) 

dy du' dy dv' dy dw ■ ' 

^Ji^JP^ ?A=F«^ ^=.w^ll 

ds ^ du' dz ^ dv' dz ^ dw' 

die aus der Bemerkung sich ergeben, die wir bei den im vorigen § zwischen 
dXy dy, dz und ~^; ^> 'ur aufgestellten Gleichungen über die in 

ihnen vorkommenden Goefficienten gemacht haben. 

Sehen wir jetzt zu, welches die Flachen sind, in welche die Flächen 
u <» const., V BB const., w "» const. übergehen^ wenn u, v oder w sich 
einer Grenze des Intervalls nähert, in dem es liegen muss. Wir finden 
diese aus den Gleichungen 10). 

Ist u = -^ ooy so stellt die erste dieser Gleichungen eine unendlich 

grosse Kugel dar, deren Radius Yü ist. 

Ist u «s — c^ ^ £^ ^o B wieder eine positive, unendlich kleine 
Grösse bedeutet, so giebt dieselbe Gleichung 

hierdurch ist die Fläche einer Ellipse dargestellt^ die in der ^y-£bene 

liegt, deren Halbachsen die Längen Va' — c*, |/fc* — c* und die 
Richtungen der x- und y-Achse haben. 

Ist t; •-» _ (•> — c^ 80 folgt aus der zweiten jener Gleichungen 

j? « und -= y + ^ — I > 1 ; 

das sind die Gleichungen des Stückes der a;y-Ebene, welches nach 
Ausschluss der eben genannten Ellipse übrig bleibt 
Ist t; sa — 6* + «, so hat man 



Ä« jf« 



und -5 =:= — j^z =• < 1 ; 
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die hierdurch bestimmte Fläche ist der zusammenhängende Theil 
der jETz-Ebene, der durch die Hyperbel begrenzt ist, deren Gleichung 
aus der gefundenen Ungleichheit entsteht, wenn man das Zeichen < 
durch das Gleichheitszeichen ersetzt. 
Ist w = — 6* — «, so wird 

y-0 und -^_.^^.>1, 

wodurch die beiden nicht zusammenhängenden Theile der zx-Ehene, 
die durch dieselbe Hyperbel begrenzt werden, dargestellt sind. 
Ist endlich ic; s» — a^ + £, so ergiebt sich 

ohne weitere Beschränkung; die in Rede stehende Fläche ist die 
ganze yx;- Ebene. 

Alle diese Flächen zusammengenommen sind also die unendlich 
grosse Kugel und die 3 Coordinatenebenen. Zugleich sehen wir bei 
dieser Ueberlegung ein, dass eine Gleichheit zweier der 3 Grossen 
u, V, w nur stattfindet für die Ellipse 

'-0, -4-, + ^-l, 19) 

wo 

ist, und f&r die Hyperbel 

y = o, _^_^ = i, 20) 

wo 

ist. Die Ebenen dieser beiden Linien stehen senkrecht auf einander 
und eine jede von ilmen geht durch die Brennpunkte der andern. 

Hat man statt eines Punktes im Räume (x^ y, z) einen Punkt 
(y, z) in einer Ebene zu betrachten, so gelten Schlüsse und Formeln, 
die den entwickelten ganz analog sind. 



§3. 

Um nun fQr die elliptischen Coordinaten die Gleichung 8) zu 

bilden, haben wir mit Hülfe von 16) die Werthe von t™, -tät^, jjy, 
aufzusuchen. Es ergiebt sich 



/ ü y^ _ i_ (g' + u) (6* + v) (c' + u) (p — w)« 



+ «?) 



ü n . 

Hiernach ist Yyfr eine Function von ti, multiplicirt mit einer Function 
von V und «?; das Entsprechende gilt offenbar von jv^ und jjy- 
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Auf diesem Umstände beruht die Möglichkeit^ die in Rede stehende 
Differentialgleichung noch einfacher darzustellen dadurch, dass man 
an Stelle Yon k, v^ w gewisse Functionen von je einer dieser Grossen 
einführt. Ist nämlich u^ eine Function von Uy so ist 

du ^u^ du ' 
also 

U dfp U du^ d(p 

TWdu'^ YWäudü^' 
Nun ist es nach der gemachten Bemerkung möglich, die Function t<| 

so zu bestimmen, dass der Factor von ^ in dieser Gleichung unab- 
hängig von u wird; ist das geschehen, so hat man 

duKvW du) "" VW \dul awj' 

Bezeichnet man durch v^ und ii\ Functionen von v und «?, die in 
entsprechender Weise gebildet sind, und multiplicirt die Gleichung 8) 
mit UVW, so wird dieselbe 

17« i^y^ + F= (^y^ + w' (^y ^ - o. 20 

\^«*/ dul \^v' dv\ ^ \dwj ^,^« ^ 

Wir merken an, dass zugleich 

&+ 0+ m 

ist in Folge des Ausdruckes, den wir für die Grösse auf der linken Seite 

des Gleichheitszeichens bei Ableitung der Gleichung 8) aufgestellt haben. 

Man genügt den für u,, v^, tv^ genannten Bedingungen, wenn man 

du 



duj^ 



l/(a* + u) (6» + u) (c« + u) 



dv, = ■ ^ 23) 

j du) 



ff (a« + fo) (6* + II?) (c* + w) 
setzt. Dadurch werden die Gleichungen 21) und 22) 

(u — ») (u - w) 3,4« {V -w){v - u) a»J "*" (w — u) (w — v) 3iiJ 
oder 

t''-«')S-(«'-«)S + («-f)f^-0 24) 

Cui € Vi dwl 

und 

/aip\« (MW /M* 

\^) "T" \dy} "T" UW 25) 

^ 4 /^\* 4 /8y\« . 4 /ay\« 

(m — - ») (i* — «;) \8i*i/ (v — w) (p '— u) \dvj ' (ir — i*) (tc — r) \8 w^/ ' 
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Für einen Punkt können die Werthe von m,, v^, w^ und die Vor- 
zeichen der in 23) vorkommenden Wurzelgrössen beliebig gewählt 
werden; för andere Punkte sind diese Vorzeichen dann so zu be- 
stimmen^ dass ö-, Ö-; v^ stetig sind in dem Gebiete, in dem sie 
stetig sein sollen. 

§4. 

Ein Blick auf die Differentialgleichung 24) lehrt gewisse parti- 
culäre Lösungen derselben kennen; tx^, v^^ w^ selbst sind solche. 
Verfolgen wir zuerst die erste von diesen näher; setzen wir also 

9 — «1- 

Die Oberflächen q> => const. sind dann die confocalen Ellipsoide 
u B» const. Sehen wir 9 als ein Geschwindigkeitspotential an, so 
sind die Stromlinien die Curven, welche auf diesen senkrecht stehen, 
d. h. die Schnittlinien der Hyperboloide v »» const. und w »> const.; 
diese bilden, wie wir hier nicht beweisen wollen, ein System von 
Krümmungslinien, welche die genannten Hyperboloide mit einander 
gemein haben. In dem speciellen Falle, dass a *» b ist, sind sie die 
Hyperbeln, deren Ebenen durch die ir- Achse gehen, und deren Brenn- 
punkte auf der Kreislinie liegen, in welche die Ellipse 19) dann 
übergeht. Immer geht durch jeden Punkt der Fläche der genannten 
Ellipse (die eines der Ellipsoide u =» const. ist) eine dieser Linien 
und schneidet dieselbe senkrecht. In der Unendlichkeit, wo u un- 
endlich ist, sind nach jlen Gleichungen 12) die Verhältnisse von 
a? 11^ iz^j also auch die Verhältnisse von xiyi $ von u unabhängig; 
d. h« die Linien sind Gerade, die nach dem Anfangspunkte der Coor- 
dinaten hin oder von ihm fort gehen. Das Quadrat der Geschwindig- 
keit ist der Gleichung 25) zufolge 

~ (M-r)(i*-to)' ^^) 

oder nach der ersten der Gleichungen 13) 

= ; — ^i 5 i 26a) 

Die Geschwindigkeit hat daher überall im Endlichen einen bestimmten, 
endlichen, stetig sich ändernden Werth, nur in der Ellipse 19), in 
der u^=v ist, ist sie unendlich; in der Unendlichkeit ist sie 

2 

wenn r die Entfernung des betrachteten Punktes vom Anfangspunkte 
bedeutet, weil dann, wie wir im vorigen § gesehen haben, u = r^ 
ist. Die Richtung der Bewegung kann in jedem Punkte die eine 
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oder die andere von den beiden Richtungen sein, welche die durch 
diesen Punkt gehende Stromlinie in ihm hat. Hierauf beruht es, 
dass 9 oder u^, abgesehen von der additiven Gonstanten, die bei 
dieser Function willkürlich geblieben ist, noch mannigfaltiger Art 
sein kann. Allerdings kann die Richtung der Bewegung im Innern 
der Flüssigkeit nicht sprungweise in die entgegengesetzte übergehen; 
das ist aber möglich an einer Fläche, welche den Zusammenhang 
der Flüssigkeit unterbricht. Die Richtung der Bewegung in einem 
Punkte Tunkehren, ist dasselbe, wie der Wurzelgrösse, die in der 
ersten der Gleichungen 23) vorkommt, das entgegengesetzte Zeichen 

geben ; bei der Umkehrung dieses Zeichens erhalten ja ä^ i ^~ > ~^ 

entgegengesetzte Werthe. Im Innern der Flüssigkeit darf diese 
Wurzelgr5s8e ihr Zeichen nicht ändern, wo sie nicht Null ist; sie 
ist gleich in der Fläche der mehrfach genannten Ellipse, und allein 
in dieser, da hier ti »» — (^ ist Ist diese Fläche nicht eine Grenze, 
so muss bei dem Durchgange durch sie das Vorzeichen der Wurzel- 
grösse geändert werden, weil dabei das Vorzeichen von du sich ändert^ 
da — c* der kleinste Werth ist, den u annehmen kann, und weil U| 
fortfi&hren muss zuzunehmen oder abzunehmen. An keinem andern 
Punkte im Innern der Flüssigkeit kann ein Zjeichenwechsel der Wurzel- 
grosse stattfinden. Es folgt daraus, dass eine durch die Gleichung 
9 «a tti dai^estellte Bewegung nicht möglich ist, wenn nicht eine 
Fläche in der Flüssigkeit sich befindet, die ihren Zusanmienhang 
unterbricht. Als solche Fläche kann jede Fläche dienen, die 
durch die Ellipse 19) vollständig begrenzt ist. Man hat sich dann 
vorzustellen, dass jedes Element der gewählten Fläche auf beiden 
Seiten Flüssigkeit ausströmen lässt oder einsaugt. Unter der An- 
nahme, dass die Fläche ganz im Endlichen liegt, kann man noch 

^ dUt 

festsetzen, dass in der Unendlichkeit u^ verschwindet und ^ negativ 

ist, also, nach den über die Geschwindigkeit gemachten Angaben, f&r 
ein unendlich grosses r 

ist. Es wird dadurch ti| vollständig bestimmt. Aendert man die 
Fläche, so ändert man dadurch den Werth von u^ nur in dem Räume, 
den die Fläche bei ihrer Veränderung beschreibt. 

Wir wollen zeigen, dass Uj sich darstellen lässt als die Summe 
der Potentiale einer einfachen Massenschicht und einer Doppelschicht^ 
die in der gewählten Fläche liegen. Zu diesem Zwecke denken wir 
uns die letztere umgeben mit einer beliebigen, geschlossenen Fläche, 
deren Element ds sein möge, während n die nach Aussen gekehrte 
Normale yon ds bezeichnen soll. Für irgend einen äusseren Punkt 
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ist dann nach der Gleichung 17) der vorigen Vorleaiing und der Ver- 
allgeineinerung; die dieser in § 7 derselben Vorlesung gegeben ist^ 

Nun denken wir uns die Fläche^ deren Element ds ist; so zu- 
sammengezogen , dass sie aus zwei Flächenstücken besteht, die in die 
ursprünglich gedachte, durch die Ellipse 19) begrenzte Pliiche fallen, 
und einer unendlich dünnen Röhrenflliche, welche diese Ellipse um- 
schliesst, und deren senkrechte Querschnitte Kreise sind, die den un- 
endlich kleinen Radius q und ihre Mittelpunkte in der Ellipse haben. 
Ueber diese Röhrenfläche ausgedehnt, verschwinden die beiden in 27) 
vorkommenden Integrale, weil u, für p »= nicht unendlich wird. 
In der That wird für (> « der Werth von Uj nicht unendlich, sondern 

t ^"^ ^^ "A '''' : 28) 



— C 



dass aus diesem Grunde das erste der beiden in 27) vorkommenden 
Integrale, über die Rohrenfiäche ausgedehnt, verschwindet, sieht man 

3 — - 

ein, wenn man erwäjrt, dass -5— oder, was dasselbe ist, ^^^ — au dieser 

überall endliche Werthe hat, die Grösse der Röhrenfläche aber von 
der Ordnung von q ist. Was das zweite jener beiden Integrale an- 

belangt^ so ist — d. h. y^ allerdings unendlich gross, aber q ~ ist 



r\ 



cu, 



unendlich klein, da u, für p « nicht unendlich wird und -^, d. h. 

^ ^- nach aufsteigenden gebrochenen Potenzen von q entwickelbar 

ist; da die Grösse der Röhrenfläche von der Ordnung von q ist, so 
folgt hieraus, dass auch dieses zweite Integral über die Röhrenfläche 
ausgedehnt verschwindet. Bei der Bildung der Gleichung 27) hat 
man daher nur die Flächenstücke zu berücksichtigen, welche in die 
ursprünglich gedachte, durch die Ellipse 19) begrenzte Fläche fallen. 
Wir wollen jetzt unter ds ein Element dieser Fläche, mit Ausschluss 
eines unendlich schmalen Streifens an der begrenzenden Ellipse ver- 
stehen. In jedem der beiden Integrale der Gleichung 27) kommt 
dann jedes ds zweimal vor. Wir wollen die beiden Seiten dieses 
Elementes als die innere und die äussere unterscheiden, und zwar 
soll die innere diejenige sein, von der aus man nicht in die Unendlich- 
keit kommen kann, ohne entweder durch die Fläche, der ds angehört, 
oder durch die Fläche der Ellipse 19) zu gehen; es sei ferner n die 
nach der innern Seite gerichtete Normale von ds und das Zeichen u, 

Kirchhoff, Mechanik. 4. Aufl. 14 
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unter den Integralzeichen beziehe sich auf die innere Seite von da, 
während für die äussere Seite das Zeichen ui gebraucht werden soll. 
Dann wird die Gleichung 27) 

wodurch ti^ in der Weise dargestellt ist^ in der es nach der aus- 
gesprochenen Behauptung darstellbar sein sollte. 

Nehmen wir an, dass die Fläche, deren Element ds bedeutet, die 
Fläche der Ellipse 19) selbst ist, so verschwindet das erste von den 
beiden in 29) vorkommenden Integralen; denn in der Fläche der 
Ellipse ist u <» — c', es hat also Ui und ui den in 28) angegebenen 
Werth. Es ist dann 



«,-/^'ä; 



es ist Ml als ein Potential einer einfieu^hen Massenschicht dargestellt, 
deren Dichtigkeit h durch 

4ir\dn dnf 

bestimmt ist. Für n kann hier nach Willkür die nach der einen oder 
nach der andern Seite gekehrte Normale der Fläche der Ellipse ge- 
wählt werden; benutzt man, dass diese Fläche von den Stromlinien 
senkrecht geschnitten wird, so findet man aus der in 26 a) über die 

Geschwindigkeit gemachten Angabe, indem man , , mit Hülfe der 

ersten der Gleichungen 10) eliminirt, 

h — ' 

Die Masse der ganzen Schicht findet man unmittelbar aus der Be- 

merkung, die wir gemacht haben, dass in der Unendlichkeit u^^ -^ 

ist; daraus folgt diese Masse -« 2. 

Wir bemerken beiläufig, dass diese Resultate für die Elektricitäts- 
lehre insofern von Wichtigkeit sind, als sie die Gleichgewichtsver- 
theilung der Elektricität auf einer leitenden elliptischen Scheibe kennen 
lehren. Die Elektricitätsmenge, welche in einem Leiter das Potential 1 
hervorbringt, nennt man die Capacität desselben; nach 28) ist daher 

die Capacität einer elliptischen Scheibe, deren Halbachsen Yc?~^^^^ 

und Yb^ — c* sind, das Reciproke von 

OD 

dx 



J J/ (a« - c« -i- x*j{b^ — c» + x^) 





30) 
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Ist die Fläche, deren Element in 29) mit ds bezeichnet ist^ nicht die 
Flache der Ellipse 19), so gilt der jetzt fär u^ entwickelte Ausdruck 
auch f&r den ganzen Raum mit Ausschluss des durch die beiden eben 
genannten Flächen begrenzten Theiles; in diesem nimmt auf jeder 
Stromlinie ii| gerade so zu, wie es hier in jenem Fälle abnahm. 
Denken wir uns, dass die genannte Fläche ins Unendliche und so, 
ausgedehnt wird, dass ihr im Endlichen liegender Theil mit dem 
Theile der rry-Ebene ausserhalb der Ellipse 19) zusammenfällt, so 
hat auf jeder Stromlinie, so weit sie im Endlichen liegt, die Bewegung 
ununterbrochen denselben Sinn; der ausserhalb der Ellipse 19) liegende 
Theil der xy -'Ebene bildet eine feste Wand, längs welcher FlQssigkeits- 
theilchen sich bewegen; während auf der einen Seite dieser in der 
Unendlichkeit u^ ^^ ist, ist Ui auf der andern 



^4 t ^ -g 

J V(a« — c» + «•) (6« — c« 



+ ««) 



Dieselben Werthe wOrde das Geschwindigkeitspotential % besitzen 
können, wenn der von der Flüssigkeit erfüllte Raum durch irgend 
eine Fläche begrenzt wäre, die aus Linien, deren Gleichungen v «= const. 
und «;»= const. sind, zusammengesetzt ist. Ein hierher gehöriger 
Fall ist es, dass die Flüssigkeit durch eine feste Wand begrenzt ist, 
die irgend ein einschaliges Hyperboloid v => const. bildet, und den 
ein&ch zusammenhängenden Raum, dessen Oberfläche dieses ist, erfüllt. 
Wir wollen für diesen Fall das Volumen der Flüssigkeit aufsuchen, 
welches in der Zeiteinheit durch einen Querschnitt strömt; mit diesem 
Namen belegen wir irgend eine sich selbst nicht schneidende Fläche, 
welche vollständig durch ihren Schnitt mit der Wand begrenzt ist. 
Derselbe theilt den von der Flüssigkeit erfüUten Raum in zwei ge- 
trennte Theile; es soll sich darum handelo, das Flüssigkeitsvolumen 
zu finden, welches aus dem ersten in den zweiten dieser Theile tritt. 
Wir nennen ds ein Element des Querschnittes, n die nach dem Innern 
des ßweiten Theiles gerichtete Normale von ds] das gesuchte Volumen 
ist dann 



■/■" 



du. 



dn 

Von der Gestalt und Lage des Querschnittes ist dieses Integral un- 
abhängig, wie aus der Gleichung 16) der vorigen Vorlesung hervor- 
geht; um seinen Werth zu finden, können wir daher als Querschnitt 
einen Theil der mit dem unendlich grossen Radius r beschriebenen 
Kugelfläche wählen. Nehmen wir die Normale n in der Richtung 
der Strömung an, so ist dann, \ne wir gesehen haben, 

au, 2 



cn r* 



U 
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Setzen wir das Stück der Eagelfläche, welches die hyperboloidische 
Wand ausschneidet^ 

d. h. bezeichnen wir durch K die Oeffiiung des Asymptotenkegels des 
Hyperboloids, so wird also das gesuchte Flüssigkeitsvolumen 

— 22r. 

Wir wollen einen für elektrische Strömungen eingeführten Aus- 
druck übertragen auf Flüssigkeitsbewegungen, wie wir sie hier be- 
trachten; wir wollen nämlich von dem Widerstände eines von Flüssig- 
keit durchströmten Raumes sprechen, der durch eine feste Wand und 
zwei Flächen gleichen Geschwindigkeitspotentials begrenzt ist, und 
darunter die Differenz der Werthe des Geschwindigkeitspotentials in 
diesen beiden Flachen, dividirt durch das in der Zeiteinheit durch 
einen Querschnitt tretende Flüssigkeitsvolumen, Terstehen. Der Wider- 
stand des durch das gedachte Hyperboloid begrenzten und nach beiden 
Seiten sich ins Unendliche erstreckenden Raumes ist dann 

V ^^** -«• + «•) (2>* — c' + «0 

§5. 

Betrachtungen, wie wir sie über die particulare Losung 97 «» u, 
der Differentialgleichung 24) angestellt haben, lassen sich mit gewissen 
Modificationen auch anstellen über die Losungen qc =» v^ und ip «^ w^. 
Wir wollen über diese aber nur Folgendes bemerken. Eine jede ron 
ihnen stellt eine mögliche Flüssigkeitsbewegung dar; bei dieser sind 
die Stromlinien die Erümmungslinien der einen oder der andern Art 
der EUipsoide u «» const. Eine jede dieser Erümmungslinien läuft in 
sich zurück; sind die Stromlinien nicht unterbrochen durch Flachen, 
welche Flüssigkeit ausströmen oder einströmen lassen, so ist daher 
das Geschwindigkeitspotential yielwerthig imd der von der Flüssigkeit 
erfüllte Raum muss also ein mehrfach zusammenhängender sein. 
Immer kann dieser Raum durch feste Wände begrenzt sein, welche 
aus Stromlinien gebildet sind. 

Setzen wir 9 = r^, so sind die Stromlinien die Schnittlinien der 
EUipsoide u = coust. und der zweischaligen Hyperboloide w = const.; 
die Flüssigkeit kann den zweifach zusammenhängenden Raum erfüllen, 
der ausserhalb eines jener EUipsoide liegt und einen Theil des zu- 
sammenhängenden Raumes bildet, der durch eines dieser Hyperboloide 
begrenzt ist. Das Quadrat der Geschwindigkeit ist nach 25) 

4 

(» — «7) (t? —- tt) ' 
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sie wird also onendlicli für die Ellipse 19), in der t; <» u, und für 
die Hyperbel 20), in der v = w ist. Diese beiden Linien liegen nicht 
im Innern des der Flüssigkeit angewiesenen Raumes, sie liegen aber 
in seiner Grenze, wenn man das EUipsoid in die Fläche der Ellipse 19) 
übergehen lässt und das Hyperboloid in die beiden nicht zusammen- 
hangenden Stücke der jera;-Ebeue, welche durch die Hyperbel 20) ab- 
gegrenzt werden. 

Machen wir fp '^ w^, so sind die Stromlinien die Linien, in denen 
die Ellipsoide u =^ const. und die einschaligen Hyperboloide v «» const. 
sich schneiden; die Flüssigkeit kann den zweifach zusammenhängenden 
Raum erfüllen, den eines dieser Hyperboloide begrenzt. Das Quadrat 
det Geschwindigkeit ist nach 25) 

4 

(w — u) (y> — v)' 

Die Geschwindigkeit ist daher unendlich nur für die Hyperbel 20), 
welche nie innerhalb des genannten Baumes, aber in seiner Grenze 
liegt, wenn das Hyperboloid in das zusammenhängende Stück der 
zx-'Eheno übergeht, das durch die Hyperbel 20) begrenzt isi 

Verfolgen wir die durch die Gleichung qp <» u?^ dargestellte Be- 
wegung noch weiter für den Fall, dass die die Flüssigkeit begrenzende 
Wand eine Rotationsfläche ist, die die j? -Achse zur Achse hat. Wir 
haben dann a =^h, oder vielmehr, um die aufgestellten Formeln be- 
nutzen zu können, a — h unendlich klein anzunehmen. Die Stromlinien 
sind die Kreise, deren Ebenen senkrecht zur jer -Achse stehen, und 
deren Mittelpunkte in der j? -Achse liegen. Es handelt sich nur noch 
um die Berechnung der Geschwindigkeit. Ist a — h unendlich klein, 
so ist tr, welches immer zwischen — a* und — V liegt, unendlich 

wenig von — a^ verschieden; das Quadrat der Geschwindigkeit ist daher 

4 

(a'-hiiXa^ + f^)' 

Unter derselben Voraussetzung ergiebt die Addition der beiden 
ersten der Gleichungen 12) aber 

daraus folgt die Geschwindigkeit 



Da da» Geschwindigkeitspotential die Dimension einer (Geschwindigkeit 
multiplicirt mit einer Länge hat, so moss man sich in § 4 und § 5 zu <p einen 
Constanten Factor von den reciproken Dimensionen des Geschwindigkeitspotentials 
hinzugefügt denken, um den iihysikalischen Charakter der Gleichungen zu wahren. 

W. 
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(Potential eines homogenen Ellipsoids. Potential eines homogenen elliptüichen 
Cylinders Ton unendlich grosser Lftnge. Rahendes Ellipeoid in einem Flüssigkeits- 
strome. Stromlinien in dem Falle, dass das EUipsoid ein Rotationsellipsoid oder 
eine Kugel ist. Ein fester Körper bewegt sich in der Flüssigkeit auf gegebene 
Weise; es wird die Bewegung der Flüssigkeit gesucht. Fall, dass der KOrper ein 
EUipsoid oder eine Kugel ist. Bewegung zweier KOrper in der Flüssigkeit. 
N&here Erörterung dcfs Falles, dass diese zwei unendlich kleine Kugeln sind.) 

§1. 

Bei gewissen Flüssigkeitsbewegtingen, die wir jetzt betrachten 
wollen, .ist die Eenntniss des Potentials eines mit Masse von constanter 
Dichtigkeit erfüllten Ellipsoids nützlich. Den Ausdruck für dieses 
Potential wollen wir nicht ableiten, aber aufstellen und seine Richtig- 
keit auf einem durch seine Einfachheit ausgezeichneten, von Dirichlet*) 
angegebenen Wege beweisen. Die Gleichung der Oberflache des 
Ellipsoids sei 

- + ?^' + ?! — 1 n 

seine Dichtigkeit = 1 und sein Potential für einen Punkt, dessen 
Coordinaten x, y, z sind, <» 52. Wir stellen einige Eigenschaften 
zusammen, die Sl dann haben muss. Der Gleichung 11) der sechs- 
zehnten Vorlesung zufolge, ist, wenn der Punkt (x, y, e) innerhalb 
des Ellipsoids liegt 

liegt er ausserhalb, so ist 

ferner sind Ä, g—, g— , y im ganzen Räume einwerthig und stetig; 

im Unendlichen verschwindet Sl. 

Diese Eigenschaften bestimmen Sl eindeutig, wie die folgende 
Betrachtung zeigt. Gesetzt, es gäbe zwei Functionen von x, y, jp, die 
sie besitzen; U sei ihre Differenz. Dann hat U diese Eigenschafben: 

im ganzen Räume ist ^J7=0; CT, -^, -g- , jj sind überall ein- 

*) Crelle's Journal, Bd. 82, p. 80. 
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werthig und stetig; in der Unendlichkeit ist 27»» 0. Nach den in 
§ 7 der sechszehnten Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen ist 
daher überall (T^s 0. 

Wie in der vorigen Vorlesung bedeute u die grosseste Wurzel 
der cubischen Gleichung 

a« + ü t" 61 + ,* 1" c« -(- u ^ ' ->^ 

ist der Punkt (x, y, 0) ein äusserer, so ist u positir und die einzige 
positive Wurzel dieser Gleichung; in der Oberfläche des Ellipsoids, 
f&r welche die Gleichung 1) erftlllt ist, ist u «» 0. Es ist dann filr 
einen äusseren Punkt 

• mI m,t mt 

Sl ^ »ahc fdx'~ ^' ~^^' " ^^', 3) 

J V(a» + 1) (*• + 1) (e« + 1) ' ^ 

U 

für einen inneren 

/" g*' y' '* 


Um die Richtigkeit dieser Behauptung zu beweisen^ brauchen wir 
nur zu zeigen, dass die durch die Gleichungen 3) und 4) definirte 
Function die Eigenschaften besitzt, welche für Sl angegeben sind. Zu 
diesem Zwecke di£ferentiiren wir zunächst die Gleichungen 3) und 4) 
nach X] wir erhalten dadurch für einen äusseren Punkt 

ä- — — 2naocx i—^ , , =, 5) 

^^ j («• + x)y(a» + X) (6« + X) (c« + xy ^ 

u 

da der von der Veranderlichkeit der unteren Grenze u des Integrals 
herrührende Term in Folge der Gleichung 2) verschwindet; und fiir 
einen inneren 

a- «= — 27tahcx I ==' 6) 

^* J («• + X) V(a« + X) (&« + l) (c« + X) 



Ort Po 

Wir denken uns die entsprechenden Gleichungen für ^ und g- 

gebildet. Wir sehen dabei ein, dass ß, -g- , ^ , ^ an der Ober- 
fläche des Ellipsoids, wo u => ist, keine Sprünge erleiden und daher 
überall einwerthig und stetig sind. 

Di£ferentiirt man die Gleichungen 5) und 6) noch einmal nach x, 
so erhält man für einen äusseren Punkt 



^*' |K(a»+i«)(6« + u)(c»+u) / (a' + l)V(o' + i)(6»+i)(c'+i) 



J («•+»)V(5^ 
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und f&r eiBen inneren 



'A 



Addirt man zu diesen Gleichungen die entsprechenden fQr j^ und 
-^-^ und benutzt^ dass 

J Va*+^ "'"&"+* "^c'+VVCa'+XK^'+lXc'+X) V(a"+i)(6*+l)(c«+i) 

ist, so erhält man für einen inneren Punkt 

^ßc« — 4«, 

und f&r einen äusseren, wenn man noch hinzunimmt, dass nach der 
Gleichung 17) der vorigen Vorlesung 

X du , y ^•* I _ J? ^ o 

ist, 

• Um endlich einzusehen; dass das durch 3) definirte ß, in der 
Unendlichkeit verschwindet, hat man nur zu beachten, dass der 
Gleichung 2) zufolge in der Unendlichkeit n unendlich gross ist. 

Wir knüpfen hieran die Angabe des Potentials eines Cylinders, 
der mit Masse von der Dichtigkeit 1 erfüllt ist, dessen Mantelfläche 
die Gleichung 

- 4- ?^* - 1 

hat, und dessen Ghrundflächen die Gleichungen 

jgi «s — y und j» ■=» + y 

haben, wo y unendlich gross gegen a, h und die Coordinaten des 
Punktes sein soll, auf welche das Potential bezogen wird. Nennen 
wir dasselbe A, so haben wir nach der Gleichung 30) der sechszehnten 
Vorlesung 

a = 2Äa61g2y+ D-, CT— - 2 Td/'lgc), 7) 

wo df ein Element der durch die Ellipse 5.5 + |ja=sl, ««»O be- 
grenzten Fläche, Q den Abstand dieses Elements von dem Punkte 
(x, y, 0) bedeutet, wenn {x, y, z) der Punkt ist, auf den U und ß 
sich beziehen. Nach den an dem eben genannten Orte durchgeführten 
Betrachtungen ist U bis auf eine additive Constante bestimmt durch die 
Bedingungen, dass es mit seinen ersten Differentialquotienten in der 
ganzen 2;y- Ebene einwerthig und stetig ist, dass es den Gleichungen 
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?^^+^=~4;r oder ^'^+^=0 
genügt, je nachdem der Punkt {x, y) innerhalb oder ausserhalb der 

o jr p TT 

genannten Ellipse liegt, und dass in der Unendlichkeit ^ und -^ 

verschwinden. Diese Eigenschaften besitzt ü, wenn man fiir einen 
inneren Punkt 

x' y« 





fär einen äusseren 




U-^xah\ I "' + ' ^• + 'dA+l-lg«' , 8) 



setzt und unter u eine unendlich grosse Constante, unter u die positive 
Wurzel der Gleichung 



«•^ y' 



versteht. Es geht das aus Ueberlegungen hervor, die den im ersten 
Theile dieses § angestellten ganz ähnlich sind. 

Um zu beweisen, dass diesen Ausdrücken von U nicht noch eine 
additive Consiante hinzuzufügen ist, um das durch 7) definirte U zu 
erhalten, ist nur noch zu zeigen, dass, wenn x^ -f y^ «a q- gesetzt und 
p' unendlich gross, aber unendlich klein gegen u angenommen wird, 
aus 9) sich ergiebt 

Dass dieses der Fall ist, folgt daraus, dass unter der genannten Annahme 
und 









wird. 

- Es hat keine Schwierigkeit, die in 8) und 9) angezeigten Inte- 
grationen auszuführen. Für einen inneren Punkt findet man dadurch 

»-.a»(21g4-^+l)-2.'4-+^-. lU) 

Verwandelt sich die Ellipse in einen Kreis von dem Radius a, 
so giebt diese Gleichung 

ü «= «a* (1 — 21ga) — nfl^f wo wieder a:* + y* «■ p*; 

für einen äusseren Punkt wird dabei 

I7-« — 23ra*lgp. 
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§ 2. 

Setzt man*) 

9> = ^ji — ^, 11) 

wo M eine Coiistante bedeutet und Si den in der Gleichung 3) an- 
gegebenen Werth hat, so genügt q> in dem Räume ausserhalb des 
Ellipsoids 1) der Gleichung jdq> •» 0; die Gleichung 11) stellt daher 
eine mögliche Flüssigkeitsbewegung in diesem Räume dar. In der 
Unendlichkeit ist 

?^s=0 ?^s=0 ?^=— !• 

dx ' dy ^ dz ' 

in der Unendlichkeit strömt die Flüssigkeit daher mit der Geschwindig- 
keit 1 in der der ;sr- Achse entgegengesetzten Richtung. Wir wollen 
zeigen, dass die Coustante M sich so bestimmen lässt, dass für die 
Oberfläche des Ellipsoids 1) 

ist; ist sie so bestimmt, so gilt die Gleichung 11) für den Fall, dass 
die Flüssigkeit in der Unendlichkeit in der angegebenen Weise sich 
bewegt und das feste Ellipsoid 1) in ihr ruht 

Die nach dem Innern der Flüssigkeit gerichtete Normale eines 

Elements der Oberfläche des Ellipsoids wollen wir durch fia, die nach 

dem Innern des Ellipsoids gekehrte durch tti bezeichnen; die Bedingung, 

welche durch passende Wahl von M soll erfüllt werden können, 

ist dann 

TUT ^^^ r \ 

M ä ä- = cos (tla«), 

oder, da nach der Gleichung 10) der sechszehnten Vorlesung 

ö — Q- + ä — JT = 4ä cos (naZ) 
ist, 

M^^^{4.7tM- l)cos(n„4 12) 

Statt des Differentialquotienten nach tia ist der nach n,- genommene 
eingeführt, weil der durch die Gleichung 4) für einen inneren Punkt 
bestimmte Werth von Sl einfacher ist, als der für einen äusseren 
Punkt geltende, durch die Gleichung 3) bestimmte. In der That ist 
nach der Gleichung 4) für einen inneren Punkt, wie schon in der 
zwölften Vorlesung benutzt ist, 

Sl «= Const. - K {Ax" + By" + Cz"), 

*) Hier muss man sich zu tp einen constanten Factor, der die Dimension einer 
reciproken Geschwindigkeit hat, hinzugefügt denken. W. 
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WO Ay Bf C Goustanten sind, die die durch die Gleicliungen 4) jener 
Vorlesung angegebenen Werthe haben. Es folgt hieraus 

dn.cz dn^ \ « / 

Die Gleichung 12) ist daher erf&llt^ wenn 

gemacht wird. 

Wenn f&r eine stationäre Flüssigkeitsbewegung, für welche ein 
Oeschwindigkeitspotential gilt, dieses Geschwindigkeitspotential, 9, 
bekannt ist, so erfordert die Bestimmung der Stromlinien noch die 
Integration der Differentialgleichungen 

rf»:dy:d.-|?:||:|f; 14) 

die Integrale dieser, die 2 willkürliche Gonstanten enthalten, sind die 
Gleichungen der Stromlinien. 

Ist 9 eine Function der beiden Argumente e und Yx^ -{■ y^ , 
(eine Bedingung, die in dem hier betrachteten Falle erfüllt ist, wenn 
das Ellipsoid 1) ein Rotationsellipsoid und a «. 6 ist), so kommt 
die Integration der Gleichungen 14) auf die Ausführung von Qua- 
draturen zurück. Setzt man nämlich 

und nimmt q> als eine Function Ton e und (> an, so hat man 

dtp dtp X d^ dtp y ^ 

dx dif Q ^ ^ CQ Q^ 

eine der Gleichungen 14) ist daher 

^dy — y da; — 0; 15) 

daraus folgt 

X 

— =« const. , 

d. h. eine jede Stromlinie liegt in einer durch die iV -Achse gehenden 
Ebene. Aus 15) in Verbindung mit der Gleichung 

xdx + y dy ^^ QdQ 
ergiebt sich weiter 

dx^"^, 
wodurch die zweite der Gleichungen 14) 
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wird. Aus der Gleichung /itp »» lässt sich aber nachweisen, dass 
der integrireude Factor dieser Gleichung p ist, d. h. dass die linke 
Seite der Gleichung 

*l!''?-p|frf*-0 16) 

ein vollständiges Differential ist. In der That hat man 

9*qp 2*9 «• j^ 89 y" 



woraus folgt 



oder 









wodurch die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. Es giebt 
hiemach eine Function U von z und q^ die die Eigenschaft hat, dass 

du d^ du dq> ^»v 

ist; ist sie gefunden, so hat man in 

ü =* const. 

das Integral der Gleichung 16) und die Gleichung der Stromlinien. 
Kennt man eine Function V von und q, fQr welche 

dV-'P und ^F-^+3^ + -^-0 18) 

ist, so kann man 

TT '^^ 

setzen, da hierdurch den beiden Gleichungen 17) genügt wird; die 
Gleichung der Stromlinien wird hierdurch 

dV . 

A -- BS const. 

Bei der durch die Gleichung 11) unter der Voraussetzung, dass 
a^^b ist, dargestellten Flüssigkeitsbewegung genügt man den Be- 
dingungen 18) durch 

die Gleichung der Stromlinien ist daher 

p(j|f|^ + |)- const. 19) 
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Verwandelt sich das Rotationsellipsoid in eine Kugel von dem 

Radius R, und setzt man r *>» Ya^ + (>*, so ist f&r einen äusseren 
Punkt 

8 r 

Hieraus kann man bei Benutzung des Satzes , dass -j- an der Ober- 
fläche der £ugel keinen Sprung erleidet, ableiten, dass 

C = y , also nach 13) 3f == — 
ist; daraus folgt, dass 

und die Gleichung der Stromlinien 

()'(l ---,) = con8t. 

ist. 

Setzen wir die in dieser Gleichung mit const. bezeichnete Grösse 
gleich 0, so wird dieselbe erfüllt durch q m» und durch r »: ü; eine 
Stromlinie setzt sich hiernach zusammen aus den Stücken der jer-Achse, 
die ausserhalb der Kugel liegen und dem Halbkreise , in dem die 
Oberfläche der Kugel durch die Ebene geschnitten wird, die durch 
die ;9 -Achse begrenzt ist und durch die (»-Achse geht. In den Punkten, 
in denen jene Stücke der j^-Achse mit diesem Halbkreise zusammen- 
stossen^ d. h. in den Punkten p »= 0, jer »» + i2, ist die Geschwindigkeit 
gleich 0, wie aus den Gleichungen 



dtp 

dg ° 



?1 /8£» _ 1_\ 
2 \r* rV 



hervorgeht, die allgemein die Componenten der Geschwindigkeit nach 
den Achsen der z und q angeben. Diese Punkte haben dabei die 
Eigenschaft, dass sie von keinem der Flüssigkeitstheilchen, die in 
einem Augenblicke in endlicher Entfernung von ihnen liegen, jemals 
.erreicht werden; die Rechnung ergiebt nämlich die Zeit, die hierzu 
erforderlich sein würde, als unendlich. Wir wollen das zeigen für 
die Theilchen, die auf dem genannten Halbkreise liegen; für ein solches 
Theilchen ist r = Ä, also 

§7 = T (^. - l), ^nd d^her ^i - -L(^. - l) ; 

bezeichnet man den Werth von /, für welchen e ^^ ist, durch (q, so 
erhält man hieraus durch Integration 
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woraus in der That />=<x)fBr« — — iJ sich ergiebt. 



§3. 

Wir köiinen den abgeleiteten Oleichongen noch eine andere 
Bedeutung beilegen^ als wir es gethan haben. Nach den im § 4 der 
vierten Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen gelten für ein 
Goordinatensystem, dessen Achsen mit gleichbleibender Geschwindig- 
keit in einer Richtung fortschreiten ^ dieselben Differentialgleichungen 
der Bewegung, wie für ein ruhendes. Denken wir uns die Achsen 
der ., y, ™ dem Ellipsoid fest verbunden und mit diesem in einer 
Richtung mit gleichbleibender Geschwindigkeit bewegt; die im vorigen § 
entwickelten Formeln gelten dann für die relative Bewegung der 
Flüssigkeit gegen das Ellipsoid. Nehmen wir an, dass das letztere 
mit der Geschwindigkeit 1 in der Richtung -der jer-Achse fortgeht, so 
wird dabei die absolute Geschwindigkeit der Flüssigkeitstheile in der 
ünendHchkeit gleich NuU. 

Wir Wollen jetzt einen Fall betrachten, der den eben bezeichneten 
als speciellen in sich schliesst. In einer Flüssigkeit, die in der Un- 
endlichkeit überall ruht, bewege sich ein starrer Körper von irgend 
einer Gestalt in gegebener Weise; es soll die Bewegung der Flüssig- 
keit gefunden werden. Wir wollen dabei aber voraussetzen, dass das 
Geschwindigkeitspotential 9, welches existiren soll, einwertliig ist; 
dadurch beschränken wir das Problem in dem Falle, dass der Körper 
einen mehrfach zusammenhängenden Raum erfüllt \md in Folge hier- 
von auch die Flüssigkeit einen mehrfach zusammenhängenden Raum 
einnimmt. 

Wir benutzen die in der fünften Vorlesung gebrauchten Be- 
zeichnungen, führen also zwei rechtwinklige Coordinatensysteme ein, 
von denen das eine, das der (, 1], {;, im Räume fest, das andere, 
das der x, y, jer, in dem Körper fest ist, und schreiben die Glei- 
chungen zwischen den Coordinaten desselben Punktes in den beiden 
Systemen 

6 « « -f «jo: + «,y + «jiT 

V--ß + ßiX + ß,y+ß,e 20) 

wir nennen femer u, 1;, w die Componenten der Geschwindigkeit des 
Anfangspunktes der rr, y, g nach den Achsen der rr, y, g, und p, 9, r 
die Componenten der Drehungsgeschwindigkeit des Körpers in Bezug 
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auf dieselben Achsen. Die Ausdrücke 1) der sechsten Vorlesung, 

nämlich die Ausdrücke 

^ + eq — yr 

V '\' xr — ep 21) 

sind dann die Componenten der Geschwindigkeit des Punktes {xy y, z) 
des Korpers nach den Achsen der x^ y, e] sie sind auch die Com- 
ponenten der Geschwindigkeit nach denselben Achsen eines Flüssigkeits- 
theilchens, wenn dieses in relativer Ruhe gegen den Körper sich befindet. 

Aus dem letzten Umstände ist zu schliessen, dass, wenn wir 
X, yy z auf dasselbe Flüssigkeitstheilchen beziehen, 

dy dqp , 

dz dw I 

ist. Die Integration dieser Differentialgleichungen giebt die relative 
Bewegung aller Flüssigkeitstheile gegen den Körper, weim ti, v, u^, 
Py q, r bekannte Functionen von t sind und fp ermittelt ist; will man 
die absolute Bewegung derselben finden, so muss man |, ij, g durch 
die Gleichungen 20) aus den bekannt gewordeneu Werthen von Xy y, z 
berechnen. 

Sehen wir nun zu, wie (p zu bestimmen ist. Bezeichnet man 
durch n die nach dem Innern der Flüssigkeit gerichtete Normale eines 
Elementes der Oberfläche des Körpers, so geben die Ausdrücke 21), 
wenn sie mit cos(n:t7), cos (ny), cos(nz) multiplicirt und addirt werden, 
die Componcnte der Geschwindigkeit des betrachteten Elementes nach 

der Richtung von n; diese Componeute muss aber ■» ö^, d. h. es muss 

g^=(M+j53— yr)cos(«a:) + (t;+a;r— jPjp)cos(ny)-|-(M?+yj?— a;g)cofl(wi8:) 

sein. Hierzu kommen die folgenden Bedingungen: In der Unendlich- 
keit verschwinden ^, J^y «^; in dem von der Flüssigkeit erfüllten 

Räume ist z/g? «= und ^; ä^^; ^" sind einwerthig und stetig; dass 

fp einwerthig ist, haben wir bereits angenommen; ohne die Allgemein- 
heit weiter zu beschränken, können wir voraussetzen, dass q> auch 
stetig ist, da es bisher nur durch seine Differentialquotienten defiuirt 
ist. Nach den im § 7 der sechszehnten Vorlesung gemachten Aus- 
einandersetzungen ist hiernach q) bis auf eine additive Constante be- 
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stimmt; es ist völlig bestimmt, wemi wir noch festsetzen, was erlaubt 
ist; dass es in der Unendlichkeit verschwindet. Allen diesen Forderungen 
genügen wir, wenn wir 

g> « W9i + v(pi + W(p^ + P94 + 595 + rtp^ 22) 

setzen und die 6 Functionen ^i, tp^, . . so bestimmen , dass jede yon 
ihnen der Gleichung J(p = und den für q) angegebenen Stetigkeits- 
bedingungen genügt , in der Unendlichkeit verschwindet^ und dass an 
der Oberfläche des bewegten Körpers 

-^ = cos(wa;), ^ — y cos(n^) — ^cos(ny) 

y^ -= COS (ny) , -^ ob: g cos (nx) — a; cos (ng) 23) 

_?i -. cos(n0), -^ — :rcos(wy) - ycos(nx) 

ist; durch diese Bedingungen sind die Functionen q>^y (p^^ . . vollständig 
bestimmt; sie hangen nicht von der Bewegung des Körpers, sondern 
ausschliesslich von der Gestalt desselben ab. 

Ist der Körper das EUipsoid, dessen Oberfläche die Gleichung 1) 
hat^ so können wir die Functionen 9),, 9,, . . nach einer im § 2 aus- 
geführten Rechnung leicht angeben. Bei der dort benutzten Bezeichnung 
und der Richtung, die wir der Normale n hier beigelegt haben, ist 
nämlich 

g^j^ = 2« (2 — Ä) cos (na?) 
a^?y-2«(2-B)cos(ny) 24) 

^^^ = 2ä(2 — C)co8(nÄ). 

Daraus ergiebt sich zunächst 

1 da _ 1 da \ dO, 

^» ■*" 2jr(2 --A)dx' ^« ~ "2% (2 - B) dy^ ^^ ~ 2» (2 — C) dz * 

Weiter werden wir zeigen können, dass, wenn N eine passend 
zu bestimmende Constante bedeutet, 

,^/ da da\ o^v 

oder, was dasselbe ist, 

^^ ^ d^ 
ist, wenn 

a; = pcosd, y<=s()sin^ 

gesetzt wird. Allen für <Pq aufgestellten Bedingungen mit Ausnahme 
der letzten der Gleichungen 23) genügt der angegebene Ausdruck bei 
jedem Werthe von N, und diese Gleichung wird bei einem gewissen 
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Werthe von N erfüllt. Dieselbe ist nämlich in Folge der Gleichungen 24) 
und der Gleichungen 

dSl ^ . dSl ^ T> 

^ 27tAx, ^ 2nBy 

^ = cos (nx), gj = cos (ny): 

xcos(ny)— ycos(nx)«2ÄjN^(a:co8(«y)(2--jB4--4)— ycos(Ma;)(2— ^+jB)j*. 

Sie ist in Bezug auf x und y linear und homogen; aus diesem 
Grunde, und da 

cos {nx) : cos (ny) «= — , : |^ 

ist, so darf man in ihr für x und y resp. a^ cos (na;) und &'cos(ny) 
setzen; es tritt dann auf beiden Seiten der Factor cos (no;) cos (ny) 
auf; bei Fortlassung desselben wird sie 

o« — 6* 



N 



2« (2 (a* - 6») + (A — B} (a- + b^)) 



Für 9^ und ^^ lassen sich ähnliche Ausdrücke aufstellen^ wie der 
in 25) für ^g gegebene. 

Wenn o* — 6* verschwindet, wenn also das EUipsoid in ein 
Rotationsellipsoid übergeht, dessen Achse die ;Sf-Achse ist, so erhält 
das Verhältniss A — JS : a* — J*, also auch N einen leicht angebbaren, 
endlichen Werth; der Factor von N in der Gleichung 25) wird aber 
Null, es verschwindet also ip^. 

Verwandelt sich das Ellipsoid in eine Kugel vom Radius ü, so 
ist hiemach 

94 = 0; ?>5 = 0, (p^ « 0; 

eine Drehung der Kugel um ihren Mittelpunkt ist von keinem Ein- 
fluss auf die Bewegung der Flüssigkeit. Nach den im § 2 gemachten 
Angaben ist ferner 

^1 li Til. 

^i=Ta^' ^* = T-ä7' ^3-Vä7^ 26) 

wo 

r = Yx^ + y' + ^'. 
Man hat daher für die Kugel 



E^( ^7^ ^-f 



-1 
'+^^7- 27) 



y ' dz 
Dieses 9 genügt 4er Bedingung, dass an der Oberfläche der Kugel 

g^ = w COS (nx) + V cos (ny) + w cos (m) 

Kirohh off, Mechanik. 4. Aufl. 16 
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ist. Es möge angeführt werden, dass der f&r q> angegebene Ausdruck 
fibereinstimmt mit dem Potential eines magnetischen Molekfi^ welches 
sich im Mittelpunkte der Kugel befindet, dessen magnetische Achse 
die Richtung der Bewegung hat, und dessen magnetisches Moment 

gleich der Geschwindigkeit des Mittelpunktes, multiplicirt mit ^ ist^ 

in Bezug auf einen Magnetpol, der im Punkte (x, y, 0) liegt und die 
Einheit magnetischer Flüssigkeitsmenge enthalt. Es folgt daraus, dass 
die Geschwindigkeit im Punkte (x, y, 0) der Grösse und Richtung 
nach der Kraft gleich ist, welche das bezeichnete magnetische Molekfil 
auf diesen Pol ausfibt. 

Die Bewegung einer Kugel in einer Flüssigkeit ist zuerst von 
Dirichlet*), die eines Ellipsoids von Clebsch**) behandelt worden. 

§4. 

Wir haben in dem yorigen Paragraphen angenommen, dass die 
Flüssigkeit im Endlichen allein begrenzt ist durch die Oberfläche 
eines bewegten festen Körpers; in diesem Falle empfiehlt es sich, das 
Gesckwindigkeitspotential g> auf ein in dem Körper festes Coordinaten- 
system zu beziehen, weil dasselbe dann ausschliesslich durch die G^ 
stalt des Körpers und seine Bewegung in dem betrachteten Augenblicke 
bedingt wird. Sind aber ausser dem gedachten Körper im Endlichen 
noch andere feste Körper vorhanden, welche sich bewegen oder ruhen, 
so ist das Geschwindigkeitspotential immer auch von der relatiren 
Lage aller Körper abhängig; es ist dann zweckmässig dasselbe yon 
vorn herein auf ein im Räume festes Coordinatensystem zu beziehen. 
Wir wollen jetzt uns vorstellen, dass in der unendlichen Flüssigkeit 
jsioei bewegte, feste Körper im Endlichen vorhanden sind, und dass 
das Achsen- System der x, y^ g im Räume fest ist. Es seien u, t^, tr 
die Gomponenten der Geschwindigkeit eines Punktes des ersten Körpers, 
u'y v'j iv' die eines Punktes des zweiten; j), 9, r die Gomponenten der 
Drehungsgeschwindigkeit nach Achsen, die den Coordinatenachsen 
parallel sind, für den erstell Körper, p\ q\ r' die entsprechenden 
Grössen für den zweiten. Der Gleichung 22) entsprechend kann man 
dann setzen 

+ u>j + »>; + «;>; +!>>; + g>5 + r>;, 

^^ 9>if Vif ' ' 9if 9i " Functionen von x, y, z sind, die nicht von 
der Bewegung der beiden Korper, aber von ihrer augenblicklichen 
Lage abhängen. Eine jede von ihnen muss in dem von der Flüssigkeit 

*) Monatsberichte der BerL Akad. 1862, p. 12. 
«*) Crelle*B Journal fid. 52, p. 103 und Bd. 68, p. 287. 
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erfüllten Baume der Gleiclmng ^9 «■ genügen, mit ihren ersten 
Differentialquotienten einwerthig und stetig sein, in der Unendlichkeit 
verschwinden und an den Oberflachen der beiden Körper zwei gewisse 
Gleichungen erfüllen. Sind a, by c und a^ b', c die Coordinaten der 
beiden Punkte, deren Geschwindigkeitscomponenten mit u, t;, w und 
«'1 v', w' bezeichnet sind, so muss nämlich an der Oberfläche des 
ersten Körpers 

ä- — COS (na;) ä— *= 

^~ _ cos Uxt) 3— «. 

dn ^ ' dn 

^ — (y - b)coB(n0) - (xf — c)cos(iiy) -^* = 
^ — s (je; — c)cos(na;) — (a? — a)co8(njBi) y^.= 

»9's »9's 

_ = (a;— a)cos(ny)— (y— 6)cos(na;) ^ = 

und an der Oberfläche des zweiten 

-3— -= -5- — cos (nx) 
dn dn ^ ^ 

dfp» d^» 

^~ — ^- -B cos (ny) 

dn dn ^ ^^ 

_«.0 ^-608(n*) 

^^^ - ^^* - (y - ftOcosM - (5 - Oc<»(ny) 

» 9>jc d 9)5 

y- =B -^ = (jBT — c ) cos (nx) — (a; — a') cos (ni») 

äiT " ^ äiT "^ (* ■" «')co8(ny) — (» - 6')co8(nrc) 

sein. Diese Gleichungen, welche den Gleichungen 23) entsprechen^ 
sind auf demselben Wege, wie diese, abzuleiten. Die angegebenen 
Bedingungen bestimmen die 12 Functionen 9^, 9,, . . vollständig. 

Der einfachste hierher gehörige Fall ist der, dass die beiden 
Körper Kugeln und die Punkte (o, 6, c), {a\ b\ c') ihre Mittelpunkte 
sind; dann ergeben die fQr 9)4^ 9»; 96> 94; ^>'hy 9>6 aufgestellten Be- 
dingungen, dass diese 6 Functionen gleich Null sind, und es wird also 

9 = i*9j + v^>^ + w^>^ + u>; + vV^ + w>;. 

Es lässt sich in diesem Falle ^> mit Hülfe der sogenannten Kugel- 
functUme9i als eine unendliche Reihe finden, die immer conrergirt^ und 
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um 80 schneller convergirt; je grösser der Abstand der Kugeln im 
Verhältniss zu ihren Radien ist. Wir wollen auf die Theorie der 
Eugelfunctionen hier nicht eingehen und daher nur im Allgemeinen 
den Weg bezeichnen^ auf dem die genannte Aufgabe gelöst werden 
kann, und das Resultat in so weit angeben^ als es für spätere Be- 
trachtungen nöthig ist. 

Was die Eugelfunctionen unmittelbar leisten, ist dieses. Sie er- 
lauben eine Function U zu finden, welche ausserhalb einer Kugel der 
Differentialgleichung ^U = genügt, mit ihren Differentialquotienten 
einwerthig und stetig ist, in der Unendlichkeit verschwindet, und an 

O TT 

der Oberfläche der Kugel der Bedingung genügt, dass ^ beliebig 

gegebene, stetig sich ändernde Werthe erhält. Aus einer unendlichen 
Zahl solcher Functionen U lässt sich eine convergirende Reihe bilden 
für das Geschwiudigkeitspotential (p für eine Flüssigkeit, in der jswei 
Kugeln in gegebener Weise sich bewegen. Um das zu zeigen, nennen 
wir die Kugel, deren Mittelpunkt (a, b, c) ist, die erste, die andere 
die zweite. Man bilde die Function Uj, für welche an der Oberfläche 
der ersten Kugel 

—L = ^ d. h. = ü cos (nx) + V cos (ny) + ^ ^os (nz), 

und die Function üi, für welche an der Oberfläche der zweiten 

-^ = ^ d, h. = tt' cos (nx) + v' cos (ny) + w' cos (iijs) 
ist, und setze 

Dieses V^ ist dann das erste Glied der für q> aufzustellenden 
Reihe. Die Function q> — V^ soll an den beiden Kugelflächen den 
Bedingungen genügen, dass an der ersten 

dn dn ^ 

an der zweiten 

dn dn 

ist; man bilde die Functionen U2 und {72, für welche an der ersten 



Kugelfläche 



und an der zweiten 



ist, und setze 



az7j_ du[ 

dn dn 

du; ^ du^ 

dn dn 
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es ist dann V^ das zweite Glied der Reihe für 9. Für die erste 
Eugelfläche soll nun 





d(v 


- ^1- 


Kj) c t/j 






Sn 


dn 


fiSr die zweite 










d(v 


-^1- 


V^) d Ui 






dn 


dn 


sein. Man setze 









nachdem Ui und C/j so bestimmt sind, dass an der ersten Kugelfläche 

dn dn 

und an der zweiten 

dn dn 

ist. In dieser Weise fahre man fort; dann hat man 

Diese Reihe convergirt, wie hier aber nicht bewiesen werden soll, 
immer; nimmt man die Radien der beiden Kugeln als unendlich klein 
gegen ihren Abstand an, so ist dabei jedes folgende Glied unendlich 
klein gegen das vorhergehende. Jede der Grössen Fg, Fg, . . erhält 
man in Kugelfunctionen selbst durch eine unendliche Reihe ausgedrückt, 
die auch die Eigenschaft hat, dass jedes folgende Glied unendlich klein 
gegen das vorangehende ist, wenn die Radien der Kugeln unendlich 
klein gegen ihren Abstand sind. Will man unter dieser Voraussetzung 
qp nur bis auf Grössen einer gewissen Ordnung finden, so hat man 
nur eine beschränkte Zahl der Grössen V, und in jeder von diesen 
eine beschränkte Zahl von Gliedern zu berücksichtigen. 

Die Grössen TJi und J7i, also auch die Grösse Fi, findet man 
unmittelbar aus der Gleichung 27). Bezeichnet man die Abstände 
des Punktes {x, y, z) von den Mittelpunkten der beiden Kugeln durch 
r und r', ihre Radien durch B und i?', und benutzt, dass r eine 
Function von x — a, y — 6, s — c, r eine Function von x — a', 
y — 6', z — c ist, so ergiebt sich 






dl . 1 

— c — 

r , r 


2'- 

+ «^ .: 


oa ' ch 


. 1 

+ W -r—r 



28) 



Die Summe dieser beiden Ausdrücke, also F^, giebt den Werth 
von q> in erster Näherung an. Bezeichnet man B und 22' als un- 



230 Achtsehnte VorleBung. 

endlich kleine Grössen erster Ordnung und den Abstand der Kugeln 
als endlich, scf müssen, damit das Geschwindigkeitspotential und die 
Geschwindigkeiten im Allgemeinen endlich seien, u, Vy to, u\ v\ w' 
unendlich gross von der dritten Ordnung sein; an den Eugelflächen 
werden dann ^> und seine Differentialquotienten unendlich gross. In 
endlicher Entfernung von den Eugelflächen giebt die Gleichung 9> »* F| 
die Geschwindigkeiten bis auf unendlich kleine Grössen an, nicht aber 
an diesen Flächen. Um hier dasselbe zu erreichen, muss man TJ^ 
bilden, wobei es aber ausreicht, die Glieder höchster Ordnung zu be- 
rücksichtigen. Dieser Umstand bewirkt^ dass wiederum die Gleichung 27) 
JJ^ und ZJg zu berechnen erlaubt. Um U^ zu finden, ist fQr die erste 

Kugelfläche -g— zu bilden; es ist aber 

TS" " -ä5"^*(**^) + '^^08(ny) + -g^cos(nir); 

setzt man hier für Ui seinen Werth aus 28), führt statt der Differential- 
quotienten nach X, y, z die negativen nach a', &', c genommenen ein, 
schreibt, was bei der beanspruchten Genauigkeit erlaubt ist^ r^ für r', 
wo Tq den Abstand der Mittelpunkte der Kugeln bezeichnet, also 



^0 - V (« - ^y + (6 - hj + ip-c j 

sein soll, und ersetzt die Differentialquotienten nach a', h% c durch 
die nach a, (, c genommenen, so ergiebt sich 



d 
1 







cos (ny) 



T V dbda "^^ 36« 



mithin nach 27) 



»--i^V« W +" ä^ + «' j^JjT 

' 4 \ tfcco ' cccb ' de*/ de 
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Entsprechend ist 



i 






4 \ öc^a 



96' 



, 5>5'M " ro , ro , 




acd6 

Bildet man mit Hülfe dieser Werthe Yon Ui und üi die Gleichung 
9 «» Fl 4~ ^sy so giebt dieselbe auch an den Eugelflächen die Ge- 
schwindigkeiten bis auf unendlich kleine Grossen und den Werth yon 
9 mit Einschluss unendlich kleiner Grossen erster Ordnung genau an. 
Wir werden eine Rechnung durchzuführen haben, bei der wir die 
Werthe yon 9 an jeder Eugelfläche mit dieser Genauigkeit kennen 
müssen, um sie zu finden, kann man mit den in 28) angegebenen 
Werthen yon üi und üi noch ei^ie Umformung yomehmen. Es handle 
sich darum, für die erste Kugelfläche tp zu ermitteln. Die in dem 

Ausdrucke yon Ui yorkommende Grosse — kann man nach Potenzen 

r 

von X — a, y — 6, ß — c, die unendlich klein yon der ersten Ordnui^ 
sind, entwickeln und hat nur die ersten Potenzen zu berücksichtigen 
nothig. Da 

o; — a «» 1! cos {nx)y y — 6 = JB cos (wy), x? — c « 22 cos (nd) 
ist, so hat man daher 

F -= 7; + ^\^<^(»^) + ly «>«(«y) + -ä?«>»M/ 

ZU setzen-, hieraus ergiebt sich 



^* 2 V da 

( d-^ 



+ ^V«'-5^ +»' äT^ + ^^'p^TSr/cosC««) 





a» 


+ »' 


ab 




a-i- 


+ «' 






^«^ 


+ «' 


ro 


1 / 


^0 



Aus 28j folgt femer 

17, = — Y (tt cos (nrr) + t? cos («y) + w' cos (nj?)] , 



+ -rU'«7^+«'p7^+«''^5>;co«M- 
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da 

-^=-g,co8(na;), ^«-cos(ny), -^»-cosM 

ist. Benutzt man diese Relationen , um auch den in 29) für U^ an- 
gegebenen Ausdruck umzugestalten, und erwägt, dass üi von höherer 
Ordnung, als der ersten, unendlich klein ist, so erhält man f&r die 
erste Eugelfläche mit der verlangten Genauigkeit 

9 = — (u cos {nx) + V cos (ny) + w cos {ngu 

V -r-r + w -7^ 
CO ' cc 

t f r^ \ cos (nx) 30) 







j_?i^'U'— ^^-2;' —^ 4.w'—^ cos(ny) 



Den Werth von 9 an der zweiten Eugelfläche findet man, indem 
man in diesem Ausdrucke die gestrichenen Buchstaben mit den un- 
gestrichenen vertauscht. 

Ein allgemeineres Problem, als das hier besprochene, ist von 
Bjerkues behandelt in seinem Memoire sur le mouyement simultane 
de Corps spheriques variables dans un fluide indefini et incompressible, 
presente ä la societe des sciences de Christiania le 15 sept, 1871. 



Nen]i2e]iiite Yorlesnng. 

(Differentialgleichungen für die Bewegung eines Körpers in einer Flüssigkeit, auf 
den gegebene Kräfte wirken. Anwendung des Hamilton*schen Principes auf diesen 
Fall. Bewegung des Körpers, wenn keine Kräfte wirken. Vereinfachung der 
Aufgabe durch Voraussetzung gewisser Symmetrieen. Kugel. Rotationskörper. 
Bewegung zweier unendlich kleiner Kugeln in der Flüssigkeit. Kräfte, die diese 

auf einander ausüben.) 



§ 1. 

Bei den in der vorigen Vorlesung betrachteten, durch die Bewegung 
eines festen Körpers bedingten Bewegungen einer Flüssigkeit, die nach 
allen Richtungen sich in die Unendlichkeit erstreckt, nahmen wir die 
Bewegung des Körpers als eine gegebene an. Wir wollen uns jetzt 
mit der Aufgabe beschäftigen, diese Bewegung zu bestimmen, wenn 
auf den Körper und die Flüssigkeit gegebene Kräfte wirken. Dabei 
werden wir von der auf ein Flussigkeitstheilchen sich beziehenden 
Kraft voraussetzen, dass sie ein einwerthiges Potential hat, da wir die 
Annahme, dass ein Geschwindigkeitspotential existirt, wie wir es dort 
betrachtet haben, festhalten wollen. 

Um die genannte Aufgabe zu lösen, könnten wir so verfahren, 
dass wir mit Hülfe der Gleichung 20) der fünfzehnten Vorlesung die 
Drucke berechneten, welche die Flüssigkeit auf die Elemente der Ober- 
fläche des Körpers ausübt, und diese als Kräfte einführten in die 
Differentialgleichungen der Bewegung eines starren Körpers, die in § 2 
der sechsten Vorlesung entwickelt sind. Auf kürzerem Wege aber er- 
reichen wir unseren Zweck, m&nn wir von dem Hamilton'schen Princip 
ausgehen, welches, wie in § 6 der eilften Vorlesung gezeigt. ist, auch 
für einen Fall, wie er uns jetzt vorliegt, gilt; und welches auf solche 
Fälle zuerst von Thomson und Tait^) angewandt worden ist. 

Wir bezeichnen durch m die Masse eines der materiellen Punkte, 
welche den festen Körper und die Flüssigkeit bilden, durch |, 17, S 
die Coordinaten desselben in Bezug auf ein im Räume festes Coordi- 
natensystem zur Zeit t, durch LT die Arbeit aller wirkenden Kräfte 

*) Handbuch der theoretischen Physik von W. Thomson und P. G. Tait, 
deutsche üebersetzung, Bd. 1, p. 296. 
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f&r unendlich kleine; Yirtuelle Verrückungen ihrer Angriffspunkte, auf 
welche Verrückungen das Zeichen d sich beziehen soll^ endlich durch 
' T die lebendige Kraft des ganzen Sy stemes. Nach dem Hamilton'schen 
Prindne ist dann 



O '0 



wo die Summe sowohl in Bezug auf die yerschiedenen Massen als auf 
die yerschiedenen Coordinaten einer jeden Masse zu nehmen ist; und 
t^ und t' irgend zwei Werthe Yon t bedeuten. Ueber die Variationen 
d(; auf welche wir diese Gleichung anwenden wollen^ setzen wir 
Fönendes fest: fClr den festen Körper sollen sowohl f&r < »= ^^^ als für 
t^i' alle dl — O sein; für ^ — ^0 soll dasselbe für die Flüssigkeit 
gelten; fEbr die yarürte Bewegung der Flüssigkeit, für die Bewegung 
alsO; bei der | -|- 8%^ 17 -|- 8riy S + ^S ^^^ Coordinaten der Masse m 
zur Zeit t sind, soll ein Oeschwindigkeitspotential, wie für die ge- 
suchte, existiren. Aus den Werthen, die S% für die Theile des festen 
Körpers hat, sind dann die ViTerthe von 8% für alle Theile der 
Flüssigkeit vollkommen bestimmt. Für t ^^ t' verschwinden die 
letzteren im Allgemeinen nicht\ trotzdem verschwindet, wie gezeigt 
werden soll, die linke Seite der Gleichung 1). Dieselbe ist nach den 
gemachten Festsetzungen, wenn dt ein Element des von der Flüssig- 
keit erfüllten Baumes und fi die Dichtigkeit dieser bezeichnet, gleich 
dem Werthe, den 

<•/"• @ 't + tI " + 3I «) 

für t '^ i' annimmt. Es ist aber 



dl 


Cfp 


drj dtp 


dt dfp 


dt' 


~ di' 


dt dri' 


dt "" dt' 



also dieser Ausdruck 



"ß' (rl '«+!?'' + Ü '«) 



Statt der Bedingung, dass die Flulisigkeit in der Unendlichkeit 
ruht, führen wir hier die Annahme ein, dass dieselbe in eine unendlich 
grosse, feste Kugelfläche eingeschlossen ist; nach dem am Ende des 
§ 7 der sechszehnten Vorlesung bewiesenen Satze ist diese Annahme 
mit jener gleichwerthig. Nennt man ds ein Element der Oberfluche 
des Körpers oder der genannten Kugelfläche, n die nach der Flüssigkeit 
gerichtete Normale von ds^ so verwandelt sich durch theilweise Inte- 
gration die zu untersuchende Grösse in 

r^ fddi ,dd7i ,ddt\ 



« 
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— [i I dsq> (di C08 (n|) + dij cos (nij) + dt cos (ng) K 
Wegen der iDCompressibilitat der Flüssigkeit ist allgemein 

für jedes Element der Oberfläche des Körpers ist; wenn t «» t'f 

d|cos(n5) + *ij cos(niy) + Jgcos(ng) — 0, 

weil für den bezeichneteni Zeitpunkt die Variationen der Coordinaten 
der Punkte des Körpers yerschwinden sollen, und dieselbe Gleichung 
besteht für jedes Element der einschliessenden Kugelfläche, weil diese 
fest ist. 

Hiemach ist die Oleichung 1) 

t' 

0~fdt{dT+ ü^. 2) 

Die lebendige Kraft des betrachteten Systemes, T, setzt sich zu- 
sammen aus der lebendigen Kraft des festen Körpers und der der 
Flüssigkeit. Die erste ist nach der Oleichung 2) der sechsten Vor- 
lesung eine homogene Function zweiten Grades von u, v^ i€, p, g, r 
mit Constanten Coefficienten; die zweite , nämlich 

oder, was dasselbe ist, 

ist in Folge der Oleichung 22) der yorigen Vorlesung eine ebensolche 
Function; auch T ist daher eine homogene Function zweiten Grades 
von t#, V, tu, Py qy r mit constauten Coefficienten, deren Werthe von der 
Gestalt des Körpers, der Masse dieses und ihrer Vertheilung, sowie 
von der Dichtigkeit der Flüssigkeit abhängig sind. 

Die Arbeit V setzt sich zusammen aus der Arbeit der Kräfte, 
welche auf den Körper wirken, und der Arbeit der Kräfte, welche auf 
die Flüssigkeitstheile ausgeübt werden. In Bezug auf die letzteren 
haben wir schon voraussetzen müssen, dass sie ein einwerthiges Poten- 
tial besitzen. Daraus folgt, dass, wenn der feste Körper ersetzt wäre 
durch eine Flüssigkeitsmasse, die mit der äusseren gleichartig ist, die 
Arbeit der sämmtlichen Kräfte für eine Verrückung der gedachten 
Flüssigkeitsmasse Null wäre, und dass daher die Arbeit der auf die 
wirklich vorhandene Flüssigkeit wirkenden Kräfte gleich ist der negativ 
genommenen Arbeit der Kräfte, welche auf die gedachte Flüssigkeits- 
masse, wenn sie vorhanden wäre, wirken würden. 



2 
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Die Gleichung 2) stimmt in Allem überein mit derjenigen^ aus 
welcher wir im § 2 der sechsten Vorlesung die Differentialgleichungen 
der Bewegung eines starren Körpers im leeren Baume entwickelt 
ha'ben. Diese DififerentialgleichungeU; nämlich die Gleichungen 12) 
und 13) oder 14) und 15) der genannten Vorlesung, gelten also auch 
für den hier betrachteten Fall; nur bedeuten hier X, Y, Z^ Mx, My, Jf, 
die Componentensummen und Drehungsmomente in Bezug auf die 
Achsen der x^ y^ 2] S, H, Z, M^^ Mf^, Mc die Componentensummen und 
Drehungsmomente in Bezug auf die Achsen der ^, rj, g der Kräfte^ 
welche auf den Körper wirken, und der negativ genommenen Kräfte, 
welche auf die vom Körper yerdrängte Flüssigkeit, wenn sie vorhanden 
wäre, wirken würden; überdies haben die Coefficienten in dem Aus- 
drucke von T hier andere Werthe, als dort. 



§2. 

Wir werden jetzt annehmen, dass auf den festen Körper und die 
Flüssigkeit keine Kräfte wirken; die Resultate, zu denen wir dabei 
kommen werden, gelten in gewissen Fällen auch, wenn Kräfte vorhanden 
sind, z. B. wenn die Schwere wirkt, der Körper aber überall dieselbe 
Dichtigkeit, wie die Flüssigkeit besitzt. Die Gleichungen 12) und 13) 
der sechsten. Vorlesung sind dann 

dt du dv -^ dw- 

d dT^_ dT_ dT_ 
dt cv ^ dw du 



d^dj^ _ dT cT 

dt cw ^ du ^ CD 

d dT dT dT . cT dT 



3) 



w V 



+ r q 

' CO ^ 



dt dp cv dw ^ rq ^ dr 

d dT cT dT , dT cT 

dt cq CIO du * -^ dr dp 

d cT dT dT , cT dT 

dt er CU CV ^ cp ^ Cq 

Es möge zuerst eine particuläre Lösung derselben erwähnt werden. 
Man genügt ihnen, wenn man l> •= 0, g = 0, r = und w, v, w gleich 
Constanten setzt, deren Verhältnisse die Bedingung 

_dT dT dT 

CU CV CW 

erfüllen. Es verschv^inden dann die rechten Theile der Gleichungen 3), 
und es verschwinden auch die linken, da u, v, w, p, q, r Constanten 
sind. Erwägt man, dass, wenn p, q^ r verschwinden, T eine homo- 
gene Function zweiten Grades von u, v, iv wird, und zwar eine, die 
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stets positiv bleibt, da die lebendige Kraft nicht negativ sein kann, 

so sieht maU; dass die Bestimmung der Verhältnisse u:v :w aus 

der genannten Bedingung übereinkommt mit der Bestimmung der 

Hauptachsen eines gewissen EUipsoids, des EUipsoids nämlich, dessen 

Oleichung 

T = const. 

ist, wenn man u, v, w als die rechtwinkligen Goordinaten eines 
Punktes ansieht. Nimmt man die Achsen der u, Vy w parallel mit 
d^nen der x, y, z an, so sind die Richtungen der Hauptachsen des 
bezeichneten EUipsoids drei auf einander senkrechte, im Körper feste 
Richtungen, in deren jeder dieser, ohne sich zu drehen, mit gleich- 
bleibender Geschwindigkeit in der Flüssigkeit fortschreiten kann. 
Andere Richtungen, die dieselbe Geschviindigkeit haben, giebt es nicht^ 
wenn das EUipsoid nicht ein Rotationsellipsoid ist; ist dies der Fall, 
so hat d^ Richtung der Rotationsachse und jede auf dieser senk- 
rechte Richtung die genannte Eigenschaft Jede Richtung besitzt sie, 
wenn das EUipsoid eine Kugelist. 

Wir untersuchen nicht^ unter welchen Bedingungen die besprochene 
Bewegung eine stabile ist, d. h. unter welchen Bedingungen immer 
Pf q, r unendlich klein sind und u, t;, tv bis auf unendUch Kleines 
die . bezeichneten Werthe haben, wenn in einem Augenblicke dieses 
stattfindet. 

Ohne eine beschränkende Annahme einzuführen, kann man drei 
Integrale der Gleichungen 3) finden; zu diesem Zwecke hat man 
dieselben 

mit u oder mit 



V 



w 



dT 

du 


oder 


mit 


dT 
dp 


dT 






dT 


dv 






dq 


dT 






dT 


dw 






dr 









dT 

du 











dT 
dv 

dT 



dw 

zu multipUciren und jedesmal zu addiren. Erwägt man bei Benutzung 
des ersten Factorensystemes, dass nach einem bekannten, auf homogene 
Functionen bezüglichen Satze 

^„, dT . dT . dT . dT , dT . dT 

dass ferner 
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dt '^ du dt "^ dv dt "^ dw dt ' dp dt "• a« d« "*" dr dt* 
und daher 

"dr""**d*au '^^dtdv "^^dtdw '^^dt'Ii'^^dtdqt '^^dtdr 
ist^ 80 ergiebt sich auf diese Weise 

du dp "^ dv dg '^ dw dr ^ * 

wo Ly M, N willkürliche Constanten bedeuten. 

Sechs andere Integrale des yorliegenden Problem^ erhält man 
aus der zweiten Form seiner Di£ferentialgleichungen, die aus den 
Gleichungen 14) und 15) der sechsten Vorlesung hervorgeht^ wenn 
man in diesen Sy Hy Z^ M^^ M^^ M^ gleich Null setzt Die einen 
geben 

ar , ar , dT , 

dT , dT , dT ^ 

ytTiT + yi-äT + y^-asr-^^ 

und die andern bei Rficksicht hierauf 

dT , dT 1 dT f^t I Aa T> 

yi-ä7 + y»"ar + y»"ar - ^ + ^^--^«' 

wo Ay By Cy Ay B'y C willkürlichc Constanten sind und die 12 
Grössen a, ßy y die in den Gleichungen 20) der Yorigen Vorlesung 
angegebene Bedeutui^ haben. 

Die beiden letzten der Gleichungen 4) sind Folgen der Gleichungen 
5) und 6)^ und die Constanten Jf und TS sind ausdrückbar durch die 
Constanten Ay By C> A', B'yC. Quadrirt man nämlich die Gleichungen 5) 
und addirt sie, multiplicirt man dann die Gleichungen 5) mit den 
Gleichungen 6) und addirt wieder, so erhält man bei Bücksicht auf 
die Gleichungen 4) und die Relationen, die zwischen den CosiüUB 
«i; ßi, Vxy «s; ß^y 7%j «8» A> y^ bestehen, 
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Hat man u^ v, w, p, q, r den Gleichungen 3) gemäss als 
Functionen von t bestimmt, so erfordert die vollständige Losung des 
vorgelegten Problems, d. h. die Bestimmung der 12 Grössen a, ß, y 
nur noch die Ausführung von Quadraturen^ wie nun gezeigt 
werden soll. 

In Bezug auf die willkürlichen Constanten Ay By Cy die in den 
Gleichungen 5) vorkommen^ kann man, ohne die Allgemeinheit der 
betrachteten Bewegung zu beeinträchtigen, annehmen, dass ^ ->• 0, 
£ CS und C positiv ist; man verfBgt dadurch nur über die Richtung 

der g- Achse. Sieht man nämlich -g — , -g — , -g — als die Componenten 

der Geschwindigkeit eines Punktes nach den Achsen der x^ Py b an^ 
so zeigen die Gleichungen 5), dass die Componenten dieser Geschwindig- 
keit nach den Achsen der |, r^y ^ den Constanten Ay By C gleich 
sind; giebt man der g- Achse die Richtung dieser Geschwindigkeit, so 
verschwinden A' und B, während C positiv wird. Multiplicirt man 
nach dieser Festsetzung die Gleichungen 5) mit a, , ß^y y^ oder 
a^y ß^y y^ oder a^y ß^y y^ und addirt sie jedesmal, so erhält man 

^^'^ C du' ^^~ C dv ^ y^~ dio' ^f 

Um die 6 andern Cosinus zu finden, führen wir die durch die 
Gleichungen 8) der fünften Vorlesung definirten Winkel ^, /*, q> ein. 
Wir haben dann 

yi = cos/'sinö', y^ «= sin/*sin ö", y, «=» cos -ö*, 8) 

woraus f und d" zu bestimmen sind. Zur Bestimmung von (p führt 
die Gleichung 12) der siebenten Vorlesung, nämlich die Gleichung 



ans welcher folgt 



ä9 «- ^^^^ diy 

n + rl 

BT , dT 



Um endlich die Coordinaten a, ßy y des Anfangspunktes der 
Xy yy B 9^B Functionen von t darzustellen , setzen wir die in den 
Gleichungen 6) vorkommenden Constanten Ä und B' gleich Null; 
auch dadurch beeinträchtigen wir nicht die Allgemeinheit der be- 
trachteten Bewegung; wir verfügen nur über die Lage der ^-Achse; 
da, ' wie aus den Gleichungen 6) hervorgeht, eine Veränderung der 
Werthe von Ä und B' compensirt wird durch Hinzufügung von 
additiven Constanten zu ß und a. Die beiden ersten der Gleichungen 6) 
geben dann 
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„ 1 / dT , dT . dT\ 



und y ist aus der Gleichung 

dy 



dt 



d.h. 



zu ermitteln. 



dy 



1 ( dT , dT , dT\ 

C \ ^u ' ^ü ' cwj 



§3. 

Die Zahl der in dem Ausdruck von T vorkommenden Constanten 
ist im Allgemeinen 21; unter gewissen Bedingungen verringert sich 
aber diese Zahl und die Integration der Dififerentiklgleichungen 3) 
wird dann erleichtert. Eine solche Vereinfachung tritt ein, wenn die 
Oberfläche des Körpers und die Vertheilung der Masse in ihm 
symmetrisch in Bezug auf eine Ebene ist. Um das zu zeigen, fassen 
wir zuerst den Theil von T ins Auge, den die lebendige Kraft der 
Flüssigkeit bildet. Das Doppelte dieser lebendigen Ejraft setze man 

= «iiti* + 2a,2M2; + 2a^^uw -f- 2a^^up + 2a^^uq + 2a,6ur 

+ 0^22^;* + 2ai^viv + ^a^^vp +,2aj5vg + 2a^^vr 

+ a^^ + • 

• • ■ 

Dieser Ausdruck ist dann, wie wir in § 1 gesehen haben ; 



^Jdsy IJ ; 



in Folge der Gleichung 22) der vorigen Vorlesung hat man daher 

flu V-Jdsif, ^^^ 

• • • m • • 

Es werde nun angenommen^ dass die Oberfläche des Körpers 
symmetrisch in Bezug auf die j;£i- Ebene ist, d.h. dass, wenn Xy y, 
die Coordinaten eines Punktes derselben sind, sie auch den Punkt 
{x, — y, 0) enthält. Zwei Punkte, wie diese, sollen entsprechende 
Punkte genannt werden. In zwei entsprechenden Punkten der Ober- 
fläche haben dann, den Gleichungen 23) der vorigen Vorlesung zu- 
folge, -^S 15, 1^ gleiche und -J, -^^, ^ entgegengesetzte 
Werthe. Daraus lässt sich beweisen, dass in irgend zwei entsprechen- 
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den Punkten des Yon der Flüssigkeit erfüllten Raumes 9|, (p^, 95 
gleiche, 9,, 9^, fPß entgegengesetzte Werthe besitzen. Bezeichnet 
man näitilich durch 91 den Werth von g)^ in dem Punkte {x^ — y, g), 
aufgefasst als Function ton Xy y^ z (den Coordinaten des Punktes, 
auf den sich tp^ bezieht), so genügt tpy^ — 91 derselben partiellen 
Differentialgleichung und denselben Stetigkeitsbedingungen, wie tp, 
es ist, wie dieses, in der Unendlichkeit »= 0, und an der Oberfläche 
des Körpers ist 

d (vi — 91) _ 



d-n 



0; 



daraus folgt 91 «= 9>i. In ähnlicher Weise sind die über 9,, 9)3, .. 
ausgesprochenen Behauptungen zu beweisen. Da hiemach auch in 
entsprechenden Elementen der Oberfläche des Körpers 9>|, 9^3, fp,^ 
gleiche und 9^, 9^, tp^ entgegengesetzte Werthe haben, so zeigen 
die Gleichungen 9), dass diejenigen a verschwinden, bei denen 
ein Index der Reihe 1, 3, 5, der andere der Reihe 2, 4, 6 an- 
gehört. 

Das Doppelte der lebendigen Kraft des Körpers ist, wenn dm 
ein Element seiner Masse bezeichnet, das die Coordinaten rc, y, e 
hat, wie schon in der Gleichung 2) der sechsten Vorlesung an- 
gegeben ist, 

= j\lm[n^ -f ^^ + w" + (y^ + z^) p" + {z" + x") q- + (x^- + y«) r^ 

4- 2x (rr — wq) -f- 2y (wp — ur) + 2z {uq — vp) 

— 2yzqr — 2zxrp — ^^ypq}] 

ist die Vertheilung der Masse symmetrisch zur rrjer-Ebene, so ver- 
schwinden hier diejenigen Glieder, welche die Fäctoren 

ivp — wr, qr, j)Q 

enthalten. Setzt man allgemein die doppelte lebendige Kraft des 
Körpers 

«= ftjiU* + 2612UV -f- 26ijMf«; + 2b^4,^p + 

+ ^M«'* + 2bi^vw + 2b^^vp + 



so verschwinden daher, wie man leicht sieht, diejenigen &, bei denen 
ein Index der Reihe 1, 3, 5, der andere der Reihe 2, 4, 6 an- 
gehört 

Daraus folgt, dass, wenn man 

2T = Ci,u* -f 2ciiUv -f 2ci^uw + ^(^a^P + 

+ Cn^^ + 2r,3t;fc; + • • . • 



Kirchhoff, Mechanik. A. Aufl. 16 
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setzt, diejenigen c gleich Null sind, bei denen ein Index 1, 3 oder b, 
der andere 2, 4 oder 6 ist, falls der Korper sowohl in Bezug auf seine 
Gestalt, als in Bezug auf die Vertheilung der Masse symmetrisch in 
Bezug auf die o;;?- Ebene ist. 

Findet eine solche Symmetrie in Bezug auf die ya;-Ebene oder 
die j?^-Ebene statt, so treten an Stelle der Reihen 1, 3, 5 und 
2, 4, 6 die Reihen 2, 1, 6 und 3, 5, 4 oder die Reihen 3, 2, 4 und 
1, 6, 5. 

Es sei nun der Körper symmetrisch nach Gestalt und Vertheilung 
der Masse in Bezug auf zwei, auf einander senkrechte Ebenen; nehmen 
wir diese zur xe- und j/r-Ebene, so ergiebt sich hieraus 

2T = c^y + Cjjjv« + c^u^ + e^^ + c^j* + c^r^ 

+ 2^15«? + 2c^^vp. 

Wir specialisiren den betrachteten Fall noch weiter, indem wir 
annehmen, dass es noch ein zweites Paar auf einander senkrechter, 
durch die j? -Achse gehender Ebenen giebt, in Bezug auf welche Symmetrie 
stattfindet. Wir führen ein zweites Goordinatensystem, das der x\ y\ z\ 
ein, dessen x' z- und y' ;?'- Ebenen diese Ebenen sind; für denselben 
Punkt ist dann 

a: = ic' cos d* + y' sin d* 

y a« — a;' sin ö" + y' cos ö* 

z = z\ 

wo d^ einen der Winkel bedeutet, den die rr£-Ebene mit der a;'j8f'- Ebene 
bildet. Bezeichnen wir durch gestrichene Buchstaben dieselben Grossen 
in Bezug auf das neue Goordinatensystem, welche in Bezug auf das 
alte die ungestrichenen bedeuten, so ist zugleich 

u = u cos -0" + v' sin d^ y P '^ p' cos d' -^ q sind' 

V = — u' sin d- -{' v' cos ^ q= — p' am& -}- q' cos 9' 
w ^^ w' r ^^ r' 

und 

2T= cuu'« + eist;'« + c^w' + c'^p'^ + cUq^ + cier'^ 

+ 2cUu'q' + 2cUv'p\ 

Setzt man die beiden Ausdrücke von 2 T einander gleich, so er- 
hält man eine Gleichung, welche identisch sein muss bei Rücksicht 
auf die Relationen zwischen u, v, w, p, q, r, und u', t?', w\ p', q\ r\ 
Drückt man jene 6 Grössen durch diese aus, so ergiebt die Vergleichung 
der Goefficienten von u v\ p' q und Mi p' — v q' 

und die Vergleichung der Goefficienten der übrigen Glieder, dass 
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die Grossen c' den entsprechenden Orossen c gleich sind. Hier- 
nach ist 

2T =. c„ («» + ««)+«„«;« + c,4 (p« + a*) + «M»^ + 2«,8 («« - »!»)• 

. Dieser Aasdmck lasst noch eine YereinfiEu^hung zu durch eine 
passende Wahl des Anfangspunktes der Coordinaten auf der jer-Achse. 
Um das zu zeigen^ führe man neben dem Goordinatensystem der 
Xj iff z ein zweites, das der x'j y', z ein, das so gewählt sein soll, 
dass f&r jeden Punkt 

ist Bei einer ähnlichen Bezeichnung, wie sie eben gebraucht ist, hat 
man dann 

U = tt^ ag', J>=as|)' 

IT «= «?' r ^^T 

und 

Cii (w* + t;*) + c^v? + C44 (i)« + «*) + Ceer» + 2c,5 (wg — «i)) 
-cn (w'« + 1;'«)+ cisir'*+ c'u (p'*+ ff'*)+ c«r'»+ 2c;5 {u'i - t;'i>a 
woraus folgt 

Cii = Cii , Css = C88 , C66 = Cm , 

C44 = cii + 2afi'6 + (J?c[^ 
Ciö «=» ciö + acii.*) 

Hieraus geht hervor, dass, wenn der Anfangspunkt der z' beliebig 
gewählt ist, a so bestimmt werden kann, dass 

C,5 « 

ist. Es wird dann 

2 r - c» («« + 1;») + c„«>» 4- c« (P* + «•) + c«,r«. 10) 

Die Voraussetzungen, auf welchen die Herleitung dieser Glei- 
chung beruht, sind erfüllt, wenn der Körper der Gestalt und Ver- 
theilung der Masse nach ein Rotationskörper ist; sie sind aber auch 
in mannigfaltigen andern Fällen erfüllt, z. B. wenn der Körper ein 
homogenes, gerades Prisma oder eine homogene, gerade Pyramide 
von quadratischem oder regelmässig sechseckigem Querschnitt ist; 
in solchen Fällen wollen wir sagen, dass er den Charakte}' eines 
Rotationskörpers hat. 

Ist der Körper ein Rotationskörper in Bezug auf zwei auf ein- 
ander senkrechte Achsen, d. h. ist er eine Kugel, in der die Masse 
symmetrisch zum Mittelpunkte vertheilt ist, oder hat er den Charakter 
eines Rotationskörpers in Bezug auf zwei auf einander senkrechte 
Achsen, was z B. bei einem homogenen Würfel oder einem homogenen, 

1) In den frOheren Auflagen hatte acU irrthümlich den Factor 2. W. 

16* 



244 Neanzehnte Vorlesung. 

regulären Oktaeder der Fall ist^ und nimmt man diese Achsen zu 
zweien der Coordinatenachsen, so ist fQr ihn 

27- C.1 («* + «« + «;*) + c« (j,« + g» + f«). 

Das hierdurch bestimmte T ist von derselben Form^ wie die 
lebendige Kraft des Körpers selbst; nur seine Masse und seine Träg- 
heitsmomente in Bezug auf die Coordinatenachsen erscheinen durch 
die Flüssigkeit vergrössert; die Aufgabe, seine Bewegung in der 
Flüssigkeit zu bestimmen, ist auch in dem Falle, dass beliebige Kräfte 
auf ihn wirken, dieselbe, wie die Aufgabe, seine Bewegung im 
leeren Räume zu finden. Ist der Körper eine Kugel, so findet eine 
Vergrösserung der Trägheitsmomente durch die Flüssigkeit nicht statt; 
die Vergrösserung der Masse ist, wenn R den Radius bezeichnet^ 
den Gleichungen 26) der vorigen Vorlesung und den Gleichungen 9) 
zufolge 

d. h. gleich der Hälfte der Masse der von der Kugel verdrängten 
Flüssigkeit. 

§4. 

Wir nehmen nun an, dass der in der Flüssigkeit bewegte Körper 
ein Rotationskörper ist oder den Charakter eines solchen hat, so dass 
die Gleichung 10) gilt. In diesem Falle lassen sich die Differential- 
gleichungen 3) yollständig integriren. Die letzte von ihnen wird 

^ «= 0, d. h. r = const.; 

die andern werden 

du 

Cii^= - c^^ur + c^wp 

Cz5^=Cii{M — ^P) 11) 

Cu $ — (css — ^ii) ^^ + (Peo — <^aa) Pr- 

An Stelle von ti, t?, p, q soUen hier 4 andere Variable eingeführt 
werden. Nach den Gleichungen 7), 8) und 10) ist 

man kann daher setzen 

u = 5 cos/" p '=^ 6 cos{f+ tj/) 

V ^= s ainf g = <y sin (/* + ^), 
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wobei 

u* 4- V* ■* ^f 1^* + 2* = ^} 

ii|) + vg -» 5<y cos ^ , uq — vp =: söainilf 

wird. Benutzt man noch, dass hiernach 

sds s== udu + i'dt; <yd<y ^=pdp + jd? 

s^d/* = udv — vdu tf* (d/* + dii) = pdj — qdp 

ist; so findet man leicht aus den Gleichungen 11) 

dw ,1 

Ci, ^ — — CsjW<y8inV' 

^44 x^ — (cti — ^i) «^Sßin* 12) 

^i^==^8«^7Cos* — c^r 

Drei Integrale dieser Gleichungen hat man in den Gleichungen 4). 
Sie sind bei den neu eingeführten Zeichen 

^88^66**^'' + ^11^44^ <T COS ^ — • iV", 

Führt man neue Constanten a, b, g^ a\ b\ g' ein, die in gewisser 
Weise von Lj M^ N, r und den Grössen c abhängen, so kann man 
dieselben schreiben 

s — Ya — au^ 



söcoaif "^g — g'w. 
Hieraus folgt 

5tf sin V' — y(a — aw^) {b - Vtü^ — {9 — g'^oY- 
Die erste und vierte der Gleichungen 12) werden dadurch 

dt — ^« ■ ■ r- 

c,i V{a- a'to')(6 - 6' «;«) — (^ _ ^' »)« 

df^-rdt+C-^y , Qr-p-iDtcdi. 

* \CiiJ (a — a'«;") V(o — o'ic«)(6 - 6'«;«)- (^ — ^'»)« 

Diese Gleichungen sind integrabel; ihre Integrale yerrollstiLndigen 
die Integration der Gleichungen 12). 
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§5. 

Weiter fOhren wollen wir die Berechnung der Bewegung des 

Körpers nur fttr einen Fall, der in dem im yorigen § behandelten als 

specieller enthalten und durch gewisse Anfangswerthe der Grössen 

u, V, u?f p, 9, r charakterisirt ist. Man genügt den Gleichungen 11), 

wenn man 

t; — 0, p — 0, r — O 

setzt und u, tv, q passend bestimmt; die Bew^ping hat dann das 
Eigenthümliche, dass die J;;er- Ebene im Baume dieselbe bleibt Durch 
die genannte Annahme werden zwei Ton den Gleichungen 11) identisch 
erfüllt, die drei andern geben 

• du 

^11 ^ = - Cn^i 

dw 

^^ S " (^M ~ ^")****'- 

Vergleicht man diese mit den identischen Gleichungen 

d sin am Xt 



dt 

d C08 am Xt 
di 

dJB^mlt 
di 



«» l cos am UJ am It 

a» — AÄ^^sinamAfcosamil^, 



in denen die im § 1 der siebenten Vorlesung erklärte Bezeichnungs- 
weise benutzt ist und h den Modul der elliptischen Functionen be- 
deutet, so sieht man, dass sie erfüllt werden, wenn man den Grossen 
v, Wy q die Werthe 

{sinamA^, mcosamA^, nJarnkt 

giebt und die Constanten k, A, !, m, n passend bestimmt. Zwei Ton 
diesen Constanten bleiben dabei noch willkürlich; sie sind zwei Ton 
den drei Constanten der Integration, die die Tollständigen Integrale 
der Torgelegten Differentialgleichungen enthalten müssen; die dritte 
könnte man einführen, indem man zu t eine additive Constante hin- 
zufügte. Die angegebenen Werthe können unter u, u;, ^ so vertheilt 
werden, dass alle in Betracht kommenden Grössen reell sind und k 
ein echter Bruch ist. Um das zu bewirken, gehe man von den 
Gleichungen 

^1*1 •*' + 4^* = ^ 
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aus, in welcbe die Gleichungen 4) bei dem durch 10) bestimmten 
Werthe Ton T und den über v^ p, r gemachten Annahmen übergehen, 
und welche Integrale der Differentialgleichungen, um die es sich 
handelt, sind. Bedenkt man, dass, wenn die genannte Absicht erreicht 
ist, cos' am und d* am abnehmen, während sin' am wächst, so folgt 
aus der zweiten yon diesen Gleichungen, dass eine 7on den beiden 
Grössen u und ir durch sin am ausgedrückt werden muss, weU ihr 
zufolge u' und w^ in entgegengesetztem Sinne sich gleichzeitig ändern. 
Aus den beiden Gleichungen ergiebt sich femer 

^11 (<^83 — ^ii) w* + c^c^^q^ — const. 
und 13) 

Da tiun c,^, c^, C44 positiye Grössen sind (weil T nie negatiy 
sein kann), so folgt aus derselben Eigenschaft der elliptischen Functionen, 
dass u oder w durch sin am ausgedrückt werden muss, je nachdem 
c^i kleiner oder grösser als c^ ist. Jeder dieser beiden Fälle theilt 
sich wiederum in zwei, die sich durch das Vorzeichen einer der in 
13) Torkommenden Constanten unterscheiden. Ist Cn<c^^j also u 
durch sfoam ausgedrückt, und ist die Gonstante 

— ^88 («88 - «11) «^' + CnCui^ 

positiv, so kann q nicht yerschwinden, es muss daher q durch z/am, 
w durch cos am ausgedrückt werden, da cos am fQr gewisse Werthe 
des Arguments yerschwindet; das Umgekehrte findet statt, wenn die 
genannte Gonstante negatiy ist. Eine ähnliche Betrachtung ist auf 
den Fall c^ > C33 anwendbar. 

In Bezug auf die Formeln, welche in diesen Tier Fällen die 
sämmtlichen Unbekannten des Problems als reelle Functionen der Zeit 
darstellen, möge auf eine Abhandlung*) yerwiesen werden, in der auch 
ein Fall der Bewegung des Rotationskörpers in der Flüssigkeit unter- 
sucht ist, in dem v, p und r nicht gleich Null sind, ein Fall, in dem 
der Anfangspunkt der rr, y, z in einer Schraubenlinie sich bewegt 

§6. 

Im § 4 der Torigen Vorlesung haben wir das Geschwindigkeits- 
potential 9 fQr den Fall berechnet, dass in der Flüssigkeit auf ge- 
gebene Weise zwei Kugeln sich bewegen, deren Radien unendlich klein 
gegen ihren Abstand sind. Hiemach sind wir jetzt im Stande, die 
Differentialgleichungen aufzustellen, nach denen die Bewegung dieser 
Kugeln Tor sich geht, wenn gegebene E^räfte auf sie wirken. Hierzu 
ist es nöthig, die lebendige Kraft der Flüssigkeit zu berechnen. Diese 

*) Eirchhoff, üeber die Bewegung eines Rotationskörpen in einer Flfissigkeit; 
Borchardt*8 Journal, Bd. 71. 
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isty wenn die Dichtigkeit der Flüssigkeit <= 1 gesetzt wird^ gleich 
dem Integral 

über die beiden Eugelflächen ausgedehnt; den Werth desselben für 
die erste Kugelfläche erhält man aus der Gleichung 30) der yorigen 
Vorlesung, wenn man benutzt, dass hier 

? = M cos (nx) + V cos (ny) + ^ cos (ne) 
I d$ cos (nx) = 0, I ds cos (ny) — 0, j ds cos {nz) = 
I ds cos* (nx) = j ds cos* (ny) = j ds cos* (»ijb') = J^ ü* 

1 ds cos (ny) cos(n g)^= f ds cos (n^s) cos (nx)^^ i ds cos (nrc) cos (ny) = 

ist; yertauscht man in dem gefundenen Ausdrucke die gestrichenen 
mit den nicht gestrichenen Buchstaben, so erhält man den Werth 
desselben Integrales für die zweite Kugelfläche. So ergiebt sich die 
lebendige Kraft der Flüssigkeit 

- I ü^ (u* + t;* + «;*)+ J iJ'» (u'* + tJ'* + u;'«) + F, 
wo 

Dieser Ausdruck ist genau bis auf unendlich kleine Grössen, wenn 
man den Abstand der Kugeln als endlich und die Geschwindigkeit 
der Flüssigkeitstheile in endlicher Entfemimg von diesen als endlich 
bezeichnet. Man hat zu ihm die lebendige Kraft der Kugeln zu addiren, 
um die lebendige Kraft T des ganzen Systemes zu erhalten. Wir 
wollen annehmen, dass jede Kugel ihren Schwerpunkt in ihrem Mittel- 
punkte hat und nicht rotixt; sind tn und m' die Massen der Kugeln, 
so ist dann ihre lebendige Kraft 

-= J (w* + t;* + «;*) + ~ (u'* + v'' + u;'*). 

Finden Drehungen der Kugeln um ihre Mittelpunkte statt, so 
gehen diese gerade so vor sich, als ob die Flüssigkeit nicht vorhanden 
wäre, und haben keinen Einfluss auf die Bewegung der Flüssigkeit 
und der Mittelpunkte der Kugeln. 
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Bezeichnet man durch X, Y, Z und X', Y, Z' die Summen der 
Componenten der Kräfte, welche auf die beiden Eugeki wirken , so 
sind die Differentialgleichungen der Bewegung ihrer Mittelpunkte, 
d. h. der Punkte (a, 6, c) und (a', 6', c'), nach dem Hamilton'schen 
Principe, also der Gleichung 2), diese 



da db 
dt""' dt' 


de 
"^' dt ^' 


da' . db' 
-dl " ** ' dt 


, de' 


d BT dT ^ 
dt du aa "T" -* > 


d dT ^^ , Y' 
dt du' '^ da' ■*■ ^ 


d dT dT , y 
dt dv~ dh^ ^* 


d dT 3^ 1 TT 

dt dv' " a6' "f" ^ 


d dT dT „ 
dtdw^ de "^ ^' 


d dT dT ^, 

dt dw' " ac' ■+" ^ • 



16) 



Wir wollen nicht darauf ausgehen, diese Gleichungen unter 
speciellen Voraussetzungen über die Kräfte X, F, Z, X', Y\ Z' zu 
integriren, sondern aus ihnen die Werthe berechnen, die diese Kriifte 
haben müssen, damit die Kugeln in gewisser Weise sich bewegen; 
dabei werden wir nur den Fall ins Auge fassen, dass eine jede Kugel 
in gleichförmiger Bewegung begriffen ist, u, v, u^, u', v\ w' also 
Constanten sind. Wäre nur eine Kugel yorhandeix, so würde diese 
gleichförmig sich bewegen, wenn "keine Kraft auf sie wirkt; die Kräfte, 
deren Componenten — X, — Y, — Z und — X', — Y\ — Z' sind, 
kann man daher als solche bezeichnen, die die beiden Kugeln auf 
einander ausüben. In Folge der Annahme, dass u, t;, w^ u\ v', t<;' 
constant sind, dürfen wir in den Gleichungen 15) für T das durch 14) 
definirte V setzen. Macht man 



so ist 



/■ al ai. aJL\ 
W ^' + v' J^ + w' J^ } , 

\ öa ' ob * cc / ^ 



^ dP . dP , dP 

da ^ do * de 

Da P von a unabhängig ist, folgt hieraus 

dV ^d_P 
du da 

und dann weiter bei Rücksicht darauf; dass P eine Function von 
a — a', 6 — 6', c — - c ist, 

±dV_dV d/,dP_. ,dP_. ,dP\ 

dt du da " ~Ta r ai "■" ^ TS ■*■ ^ Tc)' 

Dieser Ausdruck ist — X. Hiemach sind — X, — Y, — Z die 
nach a, b, c genommenen partiellen Differentialquotienten Ton 
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/ ai-L gi-L aiJL 



1 «. 1 



und, wie durch eine ähnliche Rechnung sich ergiebig — X\ — Yy — Z' 
die nach üy b\ c genommenen partiellen Differentialquotienten yon 

/ atJ_ aii_ atJL 
a"— a«— a«— \ 

* ohcc * acaa ' caoh J 

Es ist bemerkenswerth; dass hiemach die Kraft, mit welcher die 
eine Eugel auf die andere wirkt, yon der Geschwindigkeit der letzteren 
unabhängig ist, und dass daher die EnLfbe, die die Kugeln auf einander 
ausüben, im Allgemeinen nicht gleich und entgegengesetzt sind. Es 
findet dieses nur statt, wenn die Geschw^digkeiten beider Kugeln yon 
gleicher Grösse und gleicher oder entgegengesetzter Richtung sind. 
Es möge angefahrt werden, dass die Kraft, die die zweite Kugel auf 
die erste ausübt, dieselbe Grösse und die entgegengesetzte Richtung 
als die Kraft hat', mit der ein magnetisches Molekül in der zweiten 
Kugel auf eines in der ersten wirkt, wenn die magnetischen Achsen 
beider parallel der Bewegungsrichtung der zweiten Kugel und ihre 
magnetischen Momente gleich den Producten der Geschwindigkeit 
dieser in 

sind. 

Ist ü = B', u ^^Mi,'y i; ™ 17 ', und «; = — u?', so dass Symmetrie 
in Bezug auf die a;y-Ebene besteht, so bleiben die Flüssigkeitstheile, 
welche in einem Augenblick in dieser Ebene liegen, in derselben; man 
kann diese Ebene dann in eine feste Wand yer wandeln, ohne die Be- 
wegung zu stören. Dadurch kommt man auf den Fall einer Kugel, 
die in der Nähe einer ebenen Wand sich bewegt; die aufgesteUten 
Formeln lehren die Kraft kennen, mit welcher die Wand auf die 
Kugel wirkt 

Es hat keine Schwierigkeit in ähnlicher Weise ßlr den Fall, dass 
f(, Vy Wy u'y v'y w^ dB! Zoit uach yeränderlich sind, die Kräfte zu be- 
rechnen, die die beiden Kugeln auf einander ausQben. Ist das geschehen, 
so kann man auch die mittlere Ejraft finden, mit der eine Kugel, die 
kleine Schwingungen ausführt, auf eine andere, ruhende wirkt. 



Zwanzigste Vorlesmig. 

(Wirbelbewegimgen. Gerade und parallele WirbelHUlen. Bewegung mehrerer 
solcher Wirbelfftden Ton unendlich kleinen Querschnitten. Gerade Wirbelf&den, 
die einen Cylinder ypn elliptischem Querschnitt stetig erfüllen. Kreisförmige 
Wirbelfäden mit gemeinsamer Achse. Bewegung eiues Wirbelringes und zweier 

Wirbelringe Ton unendlich kleinen Querschnitten.) 

§ 1. 

Wir haben bis jetzt nar Bewegungen einer incompressibeln 
Flüssigkeit betrachtet, bei denen für alle Theile derselben ein Ge- 
schwindigkeitspotential existirt; wir wollen jetzt annehmen, dass für 
gewisse Theile es ein solches nicht giebt, dass also, nach der im 
§ 3 der ftLn&ehnten Vorlesung erklärten Ausdrucks weise, Wirheifäden 
in der Flüssigkeit Torhanden sind. Wir werden yoraussetzen, dass 
die Wirbelfaden ganz im Endlichen sich befinden, die Flüssigkeit 
den ganzen Raum erfÜUt, in der Unendlichkeit ruht, und dass die 
Geschwindigkeiten u, v, w im Punkte (o?, y, z) sich stetig mit o:, y, e 
ändern. Bei den Differentialquotienten Ton. n, v, u? nach ^, y, jer 
wollen wir die Stetigkeit nicht yoraussetzen, sondern endliche Sprünge 
derselben an Flächen als möglich ansehen. 

Bezeichnen wir nun durch |, 17, ^ die Componenten der Drehungs- 
geschwindigkeit im Punkte (x, y, is\ so ist nach den Gleichungen 13) 
der fOn&ehnten Vorlesung 

■ 

dv) dv 



21 



dy de 



cx dy 
In Folge der Incompressibilität der Flüssigkeit haben wir femer 

fe + Ä + ^-o- 2) 

Wir zeigen zunächst, dass ii, v, to yoUkommen bestimmt sind, 
wenn |, 17, ( überall gegeben sind Gesetzt es gäbe zwei Werth- 
systeme yon u, v, k;, die den genannten Bedingungen genügen; ihre 
Unterschiede bezeidmen wir durch u\ v, w'\ dann ist 
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dv) cv' ^ du dw ^ dv du^ ^ 

dy cz ' dz dx ' dx dy ^ 

d. h. es sind u\ v, w die partiellen Diiferentialquotienten nach r, y, z 
einer Function, die wir cjr/ nennen wollen; sie sind femer im ganzen 
Räume stetig und in der Unendlichkeit gleich Null; für 9' ergiebt 
die Gleichung 2) die Differentialgleichung /iq)'= 0. Zur näheren 
Bestimmung der nur durch ihre Differentialquotienten definirten 
Function 9' können wir noch hinzusetzen, dass ^' überall stetig sein 
soll; es ist 9' dann auch einwerthig, da der Raum, den wir betrachten, 
ein einfach zusammenhängender ist. Nach einem im § 7 der sechs- 
zehnten Vorlesung bewiesenen Satze folgt hieraus aber, dass tp'^=^ const., 
also i4'«== 0, t;'«= 0, u;'= ist. 

Setzt man 

dW dV 



u 



w =* 



dy dz 

du cW 

dz dx 

dV du 



3) 



dx dy ^ I 

wo Uy F, W drei neue unbekannte Functionen bezeichnen, so wird 
die Gleichung 2) erfdllt; auch den Gleichyngen 1) wird genügt, wenn 

^/tr— -2g, z^F=-2i7, JW 25 

und 

dU dV dW_ . 

ist. Die drei ersten von diesen Gleichungen bestehen der Gleichung 11) 
der sechszehnten Vorlesung zufolge, wenn man 






ndj^ 5) 



W 



2«J r 



macht^ wo dt ein Element des von den Wirbelfaden erfiillten Raumes 
und r die Entfernung desselben Ton dem Punkte bedeutet, auf den 
U, V, W sich beziehen. Dabei sind ü, F, W mit ihren ersten 
Differentialquotienten im ganzen Räume stetig und in der Unendlich- 
keit gleich Null, woraus dann folgt, dass auch ti, v, w stetig sind 
und in der Unendlichkeit verschwinden. Dass auch die letzte der 
Gleichungen 4) erfüllt wird, lehrt die folgende Betrachtung. Aus 
den drei ersten der Gleichungen 4) ergiebt sich 

.(dU dV dW\_ (di . ^^ 4. ^i) 
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also in Folge der Gleichungen 1) 



\dx ^^ dy *^ dz / 



Cä TT O ¥^ Q XW 

Die Function ö^- + ^ + -q— ist überdies im ganzen Räume 

stetig und verschwindet in der Unendlichkeit. Ihre DifPerential- 
quotienten nach x, y, z sind auch überall stetig, ausser etwa an der 
Oberflache des yon den Wirbelfaden erfüllten Raumes. Es soll bewiesen 
werden, dass sie auch hier keine Sprünge erfahren. Es sei ds ein 
Element dieser Oberfläche, n,- die innere, rta die äussere Normale von 
ds\ nach dem durch die Gleichung 10) der sechszehnten Vorlesung 
ausgesprochenen Satze ist dann 

ä;i;a^+a;i:;^^-25cos(n,x) 

woraus folgt 

an.Ua: ■^" ^y "^ ^j? / "^ (?f»^ U^J "^ ^y "^ a^/ 

«= — 2 (g COS («,a:) + n cos («/y) + S cos (n,jp)) • 

Nach der im § 3 der fünfzehnten Vorlesung gegebenen Definition 
eines Wirbelfadens ist aber der Ausdruck auf der rechten Seite dieser 
Gleichung gleich Null. Es erleidet daher 



i^ \dx "' ^y * dz } 



keinen Sprung an der Oberfläche des mit Wirbelfaden erfüllten Raumes. 
Nach einer im § 7 der sechsten Vorlesung gemachten Auseinander- 
setzung ergiebt sich hieraus die letzte der Gleichungen 4)< 

Hiermit ist bewiesen, dass, wenn für einen Augenblick g, i}, g für 
alle Theile der Wirbelfaden gegeben sind, die Gleichungen 3) und 5) 
die Geschwindigkeiten u, Vj w aller Flüssigkeitstheile für denselben 
Augenblick kennen lehren. Aus den Gleichungen 

dx dy m dz 

kann man dann weiter die Verrückungen finden, welche irgend ein 
Flüssigkeitstheilchen, also auch ein Element eines Wirbelfadens, in 
dem Zeitelemeut dt erleidet. Aus den Verrückungen aber, welche 
die Theile der Wirbelfaden in dieser Zeit erfahren, erlauben die im 
§ 3 der fünfzehnten Vorlesung bewiesenen Sätze die entsprechenden 
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Aenderungen von §^ 17, g zu berechnen. Wenn |, 17, g fQr die Zeit t 
gegeben sind, sind sie daher auch für die Zeit t -}- dt bestimmt; die 
Bewegung der Flüssigkeit ist also ToUkommen bestimmt, sobald für 
einen Augenblick |, rj, t gegeben sind. 

Die Gleichungen 3) und 5) zeigen, dass jedes Element der Wirbel - 
faden dt gewisse Theile zu den Werthen der Geschwindigkeits- 
componenten u, v, w beiträgt; diese Theile sind 




6) 



a.V dx ^ dy )' 



Sieht man diese Grössen als die Componenten einer Geschwindig- 
keit an, so ist die Richtung dieser senkrecht auf der Drehungsachse 
des Elementes dr uud senkrecht auf der Linie r; das erste folgt 
daraus, dass die Ausdrücke 6) mit |, 17, £ multiplicirt eine Ter- 
schwindende Summe geben, das zweite daraus, dass dieselben Aus- 
drücke auch, wenn sie mit g— , 0-, 0— multiplicirt sind, die 

Summe Null haben. Die Grösse der resultirenden Geschwindigkeit 
ergiebt sich leicht 

wenn 0* den Winkel zwischen der Richtung der Drehungsachse yon 
dt und der Richtung der Linie r bezeichnet. Die Zweideutigkeit, 
die in Betreff der Richtung der Geschwindigkeit geblieben ist, hebt 
sich durch die Erwägung, dass diese Richtung stetig mit dem Orte 
sich ändert und in der Nähe des betrachteten Theiles des Wirbel- 
fadens durch den Sinn der Drehung dieses bestimmt ist. Es möge 
erwähnt werden, dass die in Rede stehende Geschwindigkeit der 
Richtimg und Grösse nach mit der Kraft übereinstimmt, welche ein 
Element eines elektrischen Stromes, das am Orte yon dt sich befindet 
und die Richtung der Drehungsachse hat, auf einen Magnetpol ausübt, 
dessen Coordinaten x, y, e sind. 

Wir leiten noch einen merkwürdigen Ausdruck für die lebendige* 
Kraft der Flüssigkeit ab. Bezeichnen wir dieselbe wieder durch T 
und setzen die Dichtigkeit der Flüssigkeit = 1, so ist 

T - iJrfT («« + r« + «,% 7) 

WO die Integration über einen Raum auszudehnen ist, der durch eine 
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geschlossene Flache begrenzt ist^ deren sämmtliche Punkte in der Un- 
endlichkeit liegen. Welches die Gestalt dieser Fläche ist^ ist in Bezug 
auf den Werth Ton T gleichgültig, wie die Rechnung zeigen wird, die 
wir durchfahren wollen. Mit Htilfe der Gleichungen 3) giebt die 
Gleichung 7) 

T-iM^-'-^' + i^-'-^' + i^-'^"}- 

Jeden der 6 Theile, in welche dieses Integral sich zerlegen lasst, 
integrire man partiell nach Xj y oder g'^ da U, V, W und u^ v, w 
überall stetig sind und in der Unendlichkeit der Art unendlich klein 
werden, dass, wenn 12 die Entfernung des Punktes, auf den sie sich 
beziehen, yon einem im Endlichen liegenden Punkte bezeichnet, 

BU, BF, RW und B}u, J?v, iPw 
nicht unendlich sind, wenn B es ist, so ergiebt sich dann 

oder nach 1) 

T=Jdx{m+Vri+Wiy 8) 

Bezeichnet man durch dx' ein zweites Yolumenelement, durch 
£', ri'j i' die Werthe yon £, i}, ( für dasselbe, und durch r den Ab- 
stand der Elemente dx und dx^ yon einander, so kann man in Folge 
der Gleichungen 5) hierfür auch schreiben 

^-hJS^^ (55' + nn' + eO. 9) 

§2. 

Beyor wir yon den im yorigen § entwickelten Gleichungen eine 
Anwendung machen, wollen wir entsprechende Gleichungen für einen 
Fall ableiten, in dem die Rechnungen yiel einfacher werden, als in 
dem dort behandelten, für den Fall nämlich, dass die Bewegung überall 
parallel eifier Ebene, der a:y-Ebene, und unabhängig yon der ir-Ordinate 
des betrachteten Punktes ist. Wir wollen uns yorstellen, dass die 
Flüssigkeit durch zwei der rry-Ebene parallele Wände begrenzt ist; 
zwischen diesen soll sie sich in die Unendlichkeit erstrecken und hier 
ruhen. 

Unter den genannten Voraussetzungen ergeben die Gleichungen 1) 

6-0, 1,-0 
und 



256 Zwanzigste Vorlesung. 

Daraus folgt, dass die Wirbelfaden der ier-Achse parallel sind. 
Da sie hiernach ihre Länge nicht ändern , so muss nach einem im 
§ 3 der fünfzehnten Vorlesung bewiesenen Satze der Werth von 
S für irgend ein Flüssigkeitstheilchen der Zeit nach unveränder- 
lich sein. 

Sind für einen Augenblick die Werthe von t &!& Functionen von 
X und y gegeben , so findet man u und t; für denselben Augenblick 
aus der Gleichung 10) und der Gleichung 

dx ^ dy ' 

welche die Bedingung der IncompressibUität ausspricht. Diese Glei- 
chungen in Verbindung mit der Festsetzung^ dass u und v überall 
stetig sind und in der Unendlichkeit verschwinden; bestimmen u und v 

eindeutig und ergeben 

dW dW 

oy ' ox 

wo df ein Element der a;y -Ebene bedeutet, ^ auf dieses sich bezieht 

und Q die Entfernung desselben von dem Punkte (Xy y) der rry-Ebene 

bezeichnet Beide Behauptungen lassen sich leicht beweisen mit Hülfe 

der im § 9 der sechszehnten Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen 

durch Betrachtungen, die denen ganz ähnlich sind, durch welche die 

entsprechenden im vorigen § bewiesen sind. 

Hat man aus 11) %i und v bestimmt, so findet mau aus den 

Gleichungen 

dx dy 

bei Benutzung des Umstandes, dass {; für jedes Flüssigkeitstheilchen 
ungeändert bleibt, die Bewegung des Theilchens, auf welches man 
X und y bezieht. 

Die Gleichungen 11) zeigen, dass jeder Wirbelfaden, dessen Quer- 
schnitt df ist, gewisse Theile zu den Werthen von n und v beiträgt, 
nämlich die Theile 

^ Q oy n Q ox 

Sieht man dieselben als die Gomponenten einer Geschwindigkeit 

an, so ist die Richtung dieser senkrecht auf der Linie q und ihre 

Grösse ist 

1 tdf 

Setzt man den Abstand der beiden, der ;ry- Ebene parallelen, 
die Flüssigkeit begrenzenden Wände ==■ 1 und sucht einen Ausdruck 
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für die lebendige Kraft T auf einem Wege, der dem im vorigen § 
bei der Berechnung von T eingeschlagenen analog ist, so ergiebt sich 
T als unendlich; es sei denn^ dads 



/' 



ist. 

Wir definiren die Grossen x^ und y^ durch die Gleichungen 

xoßdf-^fxtdf, -Voßdf^ßidf; 12) 

bezeichnen wir ^ als die Dichtigkeit einer Masse, die auf dem Element 
df der ^y-Ebene ausgebreitet ist, so werden x^ und y^ die Coordi- 
naten des Schwerpunktes der ganzen yorhandenen Masse; wir wollen 
den Punkt, dessen Coordinaten Xq und y^ sind, den Schwerpunkt der 
Wirbelfäden nennen. Dieser Punkt yerändert nicht seinen Ort, wie 
die folgende Betrachtung lehrt. Da i und df^ bezogen auf dasselbe 
Flüssigkeitstheilchen, der Zeit nach unyerimderlich sind, so folgt aus 
den Gleichungen 12) 



da?o 
dt 



ßdf^Juidf, ^ßdf^fvtdf. 



Setzen wir hier für u und v ihre Werthe aus 11); so erhalten 
wir, wenn df ein zweites Element der xy-Ebene und q die Ent- 
fernung der Elemente df und df yon einander bedeutet, 

^-^ßdf^-'-JJu'dfdfy-^y- 

Jedes dieser beiden Doppelintegrale ist gleich Null. Jedes Paar yon 
Elementen der Fläche, über die zu integriren ist, kommt nämlich 
zweimal in ihm yor; einmal ist das erste Element für df^ das zweite 
für df zu setzen, und umgekehrt das andere Mal; bei der Yer- 
tauschung der gestrichenen und ungestrichenen Buchstaben nehmen die 
zu integrirenden Grossen aber die entgegengesetzten Werthe an, es 
heben sich daher paarweise die Elemente eines jeden der beiden 
Doppelintegrale au£ Daraus folgt 

dx^ r. dyo_ ^^ A 
dt ^' dt ^' 

d. h. der Schwerpunkt der Wirbelfaden ändert seinen Ort mit der 
Zeit nicht. 

§3. 

Die im yorigen § entwickelten Sätze wollen wir nun auf den 
Fall anwenden, dass nur ein Wirbelfaden oder einige Wirbelfäden 

Kirchhoff, Moohanik. 4. Aufl. 17 
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von uueDdlich kleinem Querschnitt Torhanden sind. Wir nehmen 
zunächst an, dass nur ein solcher ezistirt und setzen für denselben 



/' 



tdf^m; 13) 

dabei sehen wir m als endlich an; es muss dann ^ unendlich grosse 
Werthe haben. Wir setzen nicht voraus, dass {; constant ist; aber 
sein Vorzeichen soll ( nicht wechseln; der Schwerpunkt des Fadens 
liegt dann immer in oder unendlich nahe an seinem Querschnitt. Für 
alle Punkte, die in endlicher Entfernung Ton dem Wirbelfaden liegen, 
ist den Gleichungen 11) zufolge 

wo der Anfangspunkt 7on p ein beliebiger Punkt des Querschnitts 
des Fadens ist. Unendlich nahe an und in dem Faden sind W^ u, v 
im Allgemeinen unendlich gross und ihre Werthe sind von seinem 
Querschnitt und den Werthen, die i für die einzelnen Theilchen hat, 
abhängig; für den Schwerpunkt des Fadens sind aber nach dem am 
Ende des § 2 bewiesenen Satze u und v gleich Null. Insofern können 
wir sagen, dass der Wirbelfaden an seinem Orte bleibt, obwohl im All- 
gemeinen sein Querschnitt sich ändert und sein Schwerpunkt zu ver- 
schiedenen Zeiten in verschiedene Flüssigkeitstheilchen fällt; jedes 
Flüssigkeitstheilchen, das in endlicher Entfernung von ihm sich be- 
findet, beschreibt um ihn einen Kreis mit der gleichbleibenden Ge- 
schwindigkeit 

m 

■ • 

Nun seien mehrere solche Wirbelfaden, wie wir eben einen uns 
gedacht haben, vorhanden; mj, m,, .. seien die Werthe des in 13) 
= m gesetzten Integrals für dieselben; x^, yj, x^y y^, . . die Coordinaten 
ihrer Schwerpunkte zur Zeit t] (»„ q^, . . die Entfernungen dieser von 
dem Punkte (a;, y); dann ist für alle Punkte, die in endlichen Ent- 
fernungen von den Wirbelfaden liegen, 

wo die Summe in Bezug auf den Index zu nehmen ist. Die Schwer- 
punkte der Wirbelfaden bewegen sich; diejenigen Theile von u und t; 
für den Schwerpunkt eines Fadens, die von diesem Faden herrühren, 
sind aber Null; es ist daher, wenn wir u^ und v^ auf den Schwerpunkt 
des Fadens beziehen, für welchen der Index 1 gilt, vorausgesetzt, 
dass je zwei Fäden in endlicher Entfernung von einander sich be- 
finden. 
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WO Qiif Qiif . . die Entfernmigen des Schwerpunktes des Fadens 1 

von den Schwerpunkten der Fäden 2, 3, . . bedeuten. Die Gleichungen, 

welche nach dem Muster dieser gebildet werden können, lassen sich 

schreiben 

dx^ _ dP dx, dP 

äy, _ dP dy, dP ... 

wo die Summe in Bezug auf alle Combinationen je zweier yerschiedener 
Indices zu nehmen ist. 

Einige Integrale der Gleichungen 14) lassen sich finden, wie gross 
auch die Zahl der Wirbelfaden ist. Der Werth von P bleibt un- 
geändert, wenn o;,, x^, . . oder y,, y^y . . um dieselbe Grösse yermehrt 
werden; daraus folgt 

j^ dxi ** ^ dy^ *" ^ 

d.h. 

^ 9»! a;, e» const. und y Wj^i ■= const. 15) 

Diese Integrale lehren nichts Neues; sie sprechen den schon be- 
wiesenen Satz aus, dass der gemeinsame Schwerpunkt der Wirbelfaden 
an seinem Orte bleibt. 

Multiplicirt man die Gleichungen der ersten Horizontalreihe, in 
14) mit dy^y dy^, . ., die der zweiten niit — dx^, — dx^y . . und addirt 
dieselben, so erhält man 

dP=0, d.h. P=» const. 16) 

Ein viertes Integral findet man, wenn man statt der rechtwinkligen 
Coordinaten Polarcoordinaten einführt, durch die folgende Ueberlegung. 
Es sei 

Xi = Qi C08^, , ^2 °^ 9s cos ^2 f ' ' 

y, «= Q^ sind, , yt = ?j sind,, • • 

Die Differentialgleichungen 14) gehen durch, diese Substitutionen 
über in 

dQi _ dP dp, dP 

d»i cP d*, dP 

^i^idt dVr "^^^ dt F^' • 

Aus dem Umstände, dass P nach der in 14) gegebenen Definition 

angeändert bleibt, wenn die Winkel d^, dg, . . um dieselbe Grösse 

wachsen, folgt 

17* 
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y-^-0- 

die Gleichungen der oberen Horizontalreihe in 17) ergeben daher 

^ *»i qI = const. 18) 

Wir ziehen auch aus den Gleichungen der unteren Horizontal- 
reihe in 17) einen Schluss. Werden, wahrend die Winkel d'^, &^, . . 
ungeändert bleiben, Qi, p,, . . in dem Verhältnisfl yon 1 : n yergrossert, 
also lg Qi, lg P21 • • u^ ^S ^ vermehrt, so wachsen die Grössen pj, auch 
in dem Verhältniss Im, also die Grössen IgQi^ um Ign; nach 14) 
wächst dann also P um 



Daraus folgt 



oder 



2rSr--42'"''"' 



2 



dP 1 Vf 



und daher den Gleichungen 17) zufolge 

^fny,d»,~^^tn,m. 19) 

Sind drei Wirbelfäden vorhanden, so kommt hiemach die Aufgabe, 
ihre Bewegung zu bestimmen, auf die Auflösung von Gleichungen und 
die Ausführung yon Quadraturen zurück. Führt man nämlich als zu 
bestimmende Variable etwa pj, p^, p^, d'^ — ^1, ^s — ^1 ^^^ ^1 ^üi, 
multiplicirt die Gleichungen 15) einmal mit cos^,, sin^O*,, dann mit 
— sin «d", , cos «d", , und addirt sie jedesmal, so kann man durch Auflösung 
der so entstehenden Gleichungen und der Gleichungen 16) und 18) 
von den Variabeln p,, p,, pj, ^^ — ■ö',, ^^ — ^j vier durch, die fünfte 
ausdrücken. Gresetzt, es seien durch p, die übrigen ausgedrückt; aus 
19) und der Gleichung 

m,piddi = — ^d^, 

welche in dem Systeme 17) yorkommt, kann man dann durch Qua- 
draturen ^1 und i als Functionen von p^ finden.*) 

Sehr leicht angebbar ist die Bewegung der Wirbelfaden, wenn 
deren nur iswei vorhanden sind. Man nehme den Schwerpunkt der- 
selben zum Anfangspunkte der Goordinaten; dabei wird dann 

die Gleichungen 16) und 18) ergeben 

Pi «BS const., P2 <» const. 

*) Vergl. 6r5bli, Inaugural-Dissertatioii, Gröttingen 1877. 
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und SOS 19) folgt 

dt - <**"«m,,j4-4,j' ^^ 

Mit der hierdurch bestimmten Winkelgeschwindigkeit drehen sich 
die beiden Wirbelfaden um ihren Schwerpunkt Dabei ist 

wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem m^ und m^ Yon 
gleichem oder entgegengesetztem Vorzeichen sind, d. k je nachdem 
die Wirbelföden in gleichem oder entgegengesetztem Sinne rotiren. 
Aus 20) folgt daher 



9x 



dt n pt± ^1 



9% 



dt ^9i± Qi 

Eine besondere Betrachtung verdient der Fall, dass 

Wlj «= — W| 

ist; der Schwerpunkt der Fäden Uegt dann in der Dnendlichkeii^ 
(^1 und p2 ^^^^ unendlich gross, aber die Differenz dieser Langen ist 
endlich und gleich dem Abstände der Fäden von einander. Die 
Bewegung der Fäden ist eine, bei der sie mit gleicher Geschwindig- 
keit senkrecht zu ihrer Verbindungslinie fortschreiten. Diese Ge- 
schwindigkeit ist 

Pi^r oder -- ^ 



dt n p, — 9i 

Die Theilchen, welche zwischen den beiden f%den liegen, bewegen 
sich in derselben Richtung, wie diese; die Theilchen, welche in dei 
MiiU zwischen ihnen sich befinden, mit einer 4mal so grossen Ge- 
schwindigkeit, als sie. 

Die Flüssigkeitstheilchen, welche in . einem Augenblicke in der 
Ebene liegen,* welche den Abstand der beiden f^den halbirt und 
senkrecht schneidet, bleiben in dieser Ebene. Die gedachte Bewegung 
der Flüssigkeit kann daher auch bestehen, wenn die genannte Ebene 
eine feste Wand ist; man kann dann die Flüssigkeit auf der einen 
Seite dieser sich fortdenken, und kommt so auf den Fall eines Wirbel- 
fadens, der parallel einer, die Flüssigkeit begrenzenden, festen Wand 
fortschreitet. 

§4. 

Wir wollen nun noch die im § 2 abgeleiteten Gleichungen auf 
einen Fall anwenden, in dem die Yorhandenen Wirbelfäden sich stetig 
an einander schliessen und einen Gylinder von endlichem Querschnitt 
bilden. Wir nehmen an, dass g denselben Werth für alle Punkte 
des Querschnitts hat und dass dieser in einem Augenblick eine 
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Ellipse ist; die Rechnung wird zeigen, dass alloi Bedingongen des 
Problems dann durch die Annahme genügt wird, dass derselbe immer 
eine Ellipse ist, deren Achsen gleiche Langen behalten nnd mit 
gleichV>leibender Geschwindigkeit sich drehen. Die Gleichung der 
Grenzlinie des Querschnitts zur Zeit i schreiben wir 

Fix, y, - 0; 

da diese Linie immer dieselben Flüsttgkeitstheilchen enthalt, so muss 
nach den bei der Gleichung 31) der zehnten Vorlesung gemachten 
Auseinandersetzungen für sie auch 

dF , cV , cF ^ 
oi ^ dx * öy 

oder bei RQcksicht auf die Gleichungen 11) 

dF idJWdF_dWdF ^Q 20 

dt ' dy dx dx dy ^ 

sein. Nun setzen wir 

wo a,| , Aji , a|| gewisse Functionen Yon i sind. Führen wir neben 
dem Coordinatensystem der z, y ein zweites, das der x\ y' ein, dessen 
Achsen in die Hauptachsen der in Rede stehenden Ellipse fallen, 
schreiben wir die Gleichung dieser 

und setzen 

a;'— o; cos # + y sin #, y'— — a; sin ^ + y cos *> 22) 

so wird 

a^b^a^^ — V cos*^ + a* sin*^ 

fl«6«a„ — (6* — a*) cos » sin a- 23) 

a%^a^ — V sin* # + a* cos" #, 

wo % von t abhängig ist, a und h aber constant sind. Was den, 
aus 11) zu bestimmenden Werth von W betrifiFlb, so ist nach der in 
der Gleichung 10). der achtzehnten Vorlesung gemachten Angabe 

W - const. — -^ (bx'* + ay'*) 

für jeden Punkt im Innern der Wirbelfaden oder in ihrer Grenze. 
Mau hat daher für diese Punkte 

W — const. — ~^-^ {A,,x^ + 2Ai^xy + ^,y«), 

wo 

An «» b cos' * + ^ sin*^ 

A^2 ■■ (fc — ö) cos 0" sin 0" 24) 

^,j -= b sin* ^ + a cos- d; 
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Die Gleichung 21) ist hiemach nicht allein an der Grenze, sondern 
fftr alle Punkte des Querschnitts der Wirbelfäden erfüllt, falls d' so 
als Function von t bestimmt wird, dass den drei Gleichungen 

Genüge geschieht. Die Gleichungen 23) und 24) zeigen nach leichter 
Rechnung^ dass das der Fall ist; wenn 



dt "'*(a + 6)" 

gemacht wird. Mit der hierdurch bestimmten Winkelgeschwindigkeit 
dreht sich der elliptische Gylinder^ den die Wirbelfäden bilden, um 
seine Achse; dabei erfahren die Faden aber auch relative Verschiebungen. 
Man findet diese, w^enn man die auf dasselbe Flüssigkeitstheilchen 
bezogenen Coordinaten x', y' durch die Zeit ausdrückt. Durch eine 
Betrachtung, wie wir sie schon an die Gleichungen 2) der neunten 
Vorlesung zu knüpfen hatten, und bei Berücksichtigung des Umstandes, 
dass die Componenten der Geschwindigkeit nach den Achsen der x 
und y 

sind; folgt aus 22) 

dx' _ dW I . d^ dy^ _ dW^ _ , d^ 
dt '^ dy "^^ dt' dt "^ dx ^ dt ' 
d. h. 

dx 2ta' ' dy_ 2^5« . 

dt (a + ft)«"' d**"(a + 6)»^' 

Setzt man der Kürze wegen 

d. h. nennt man k die Winkelgeschwindigkeit, mit der der be- 
trachtete elliptische Cylinder sich dreht; so sind die Integrale dieser 
Gleichungen 

x'=^ ax cos {It + fi); y'«= bx sin (A^ + ii), 

wo X und fi die Constanten der Integration sind und das Flüssigkeits- 
theilchen betimmen, auf welches x*^ und y' sich beziehen; die erste 
von diesen muss ein echter Bruch sein, da die durchgeführte Rechnung 
nur für die Flüssigkeitstheile gilt, welche die Wirbelfäden bilden. 
Berechnet man x und y aus x' und y' mit Hülfe der Gleichungen 22) 
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und wählt den Anfangspunkt der Zeit so, dass ^ und t gleichseitig 
verschwinden y so ergiebt sich 

0? a» ax cos(A< + fi) cosAt — bx 8in{Xt + §») sinXt 

y ==:s ax cos(A^ + ii) sin A^ + bx sin(A^ + fi) cos kt 
oder 

X = ^-Y~xco8(2A^ + n) + ^^"i~* <5^8|ü 
ij = — ~- X sin(2A< + f») g— X siufi. 

Diese Gleichungen zeigen, dass ein jedes der betrachteten FlOssig- 
keitstheilchen sich in einem Kreise Yon gleichbleibender Geschwindig- 
keit bewegt und einen Umlauf auf diesem in der Zeit -.- yollendet; 

die Radien und Mittelpunkte dieser Kreise sind far die verschiedenen 
Theilchen verschieden. 

Ist eine you den Halbachsen a und b der Ellipse als unendlich 
gross gegen die andere zu betrachten, so verschwindet A; die Linie, 
in welche die Ellipse sich dann verwandelt, erleidet also keine 

Drehung. Ist a «» &, so wird A = |^; die Theile des Kreises, in 

welchen die Ellipse dann übergeht, drehen sich ohne Veränderung 
ihrer relativen Lage um den Mittelpunkt mit der Winkelgeschwindig- 
keit l 

§5. 

Es soll jetzt von den in § 1 entwickelten Gleichungen eine 
Anwendung auf den Fall gemacht werden, dass alle vorhandenen 
Wirbellinien Kreise sind, die zur gemeinschaftlichen Achse die jv-Achse 
haben. Wenn dieser Zustand in einem Augenblicke besteht, so besteht 
er immer; setzt man 

so ist Gestalt und Lage jeder Wirbellinie zu irgend einer Zeit durch 

die beiden Yariabeln p und e bestimmt; die Bahn eines Flüssigkeits- 

theilchens liegt in einer durch die j? -Achse gehenden Ebene und ihre 

Gleichung ist eine Gleichung zwischen q und z. 

Macht man 

a; BS p cos d, y '^ Q sin 0-, 

so wird unter der genannten Annahme 

g = — 6 sin 9 y fj = 6 cosd'y 5 = 0, 

wo 6 nicht von ^ abhängt. In Folge der letzten dieser Gleichungen 
und der letzten der Gleichungen 5) ist 

W—O, 
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also nach 3) 

dV du dV du «.V 

Bezeichnet man durch d%' ein Element des Volumens, durch 6\ 
^\ (f'y z' die Werthe von <y, ^; p, jir f&r dieses und durch r seine 
Entfernung von dem Punkte (^, p, i) oder {Xy y, z)^ so folgt aus 5) 
weiter 

^-TnJ r ' ^~aj -r 5 

dabei hat man 

dt' '^ q' df' dz' d(^' 

f^ = (z''-- zy + f'^ + p* — 2p' pco8(d' — »). 

Führt man an Stelle von d"' 

9 = d' — d- 

ein und bemerkt, dass in Bezug auf q> Yon bis 29r integrirt werden 
kann, und dass 

J* fiio q>dip 



ist, so ergriebt sich 

U— — SBin», r=8co8», 26) 

wo S nicht von d abhängig ist Setzt man 

i9t 





80 wird 



J* C09 <pd<p 

y^^^f~+yv=:^~--2g' ^~^^ ^R{z' -- z, q\ p), 27) 



S « a^/'A' p' rfp' di?' B. 28) 

Bezeichnet man noch durch s die Componente der Geschwindig- 
keit nach der Richtung, in welcher p wächst, d. h. macht man 

u «= 5 cos fl", t; «s 5 sin d, 

so ergeben die Gleichungen 25) und 26) für die beiden zu bestimmenden 
Geschwindigkeitscomponenten s und w 

5p ^— , i«;p — -g— . 29) 

Dabei ist für ein jedes Flüssigkeitstheilchen 

äo dz 



266 Zwanzigste Vorlesung. 

Für die lebendige Kraft der Flüssigkeit, 1\ findet man aus 8) 

T^ Csödr 
oder 

T=2nCsQ0df 30) 

oder auch 

^ "^Rggaö'dfdry 



-ff' 



wo df und df die Querschnitte der vorhandenen Wirbelfaden be- 
zeichnen. 

Was den Werth der Function K anbelangt, so findet man aus 27), 
wenn man 

setzt, 



n 



j>^_A f (1—2 sin« t^) (Irp 



oder, wenn man 



(.-' - zY + {9 + üY 

n n 

1 2 



macht, 

W^ir wollen nun Betrachtungen anstellen, die denjenigen ent- 
sprechen, welche wir im § 2 an die Gleichungen 12) geknüpft haben. 
Es beruhten diese wesentlich auf dem Umstände, dass die Function 

lg yw^^xf + (y' -7/ 

die Eigenschaft besitzt, dass ihre nach x und y genommenen Differential- 
quotienten die entgegengesetzten Werthe annehn^on, wemi mau die 
gestrichenen Buchstaben mit den ungestrichenen vertauscht. Nun hat 
die durch 27) oder 31) definirte Function R die ähnliche Eigenschaft, 

o 7? 

dass ^ den entgegengesetzten W^erth erhält, wenn man die gestrichenen 
Buchstaben mit den ungestrichenen vertauscht; daraus folgt 

i^öö'dfdf 

CS ' ' 

oder bei Rücksicht auf die Gleichung, die durch Differentiation nach 
z aus 28) entsteht, 



-fß,- 
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Nach 29) lässt sich diese Gleichung schreiben 

Cqso df=0 oder /p ^ <y d/" « 

oder ^ 32) 

j Q* 6 df=^ constf 

da 6 df für jeden Wirbelfaden der Zeit nach unveränderlich ist. 

Dieser Gleichung lässt eine zweite sich an die Seite stellen. 

Bildet man aus dem Werthe von h^ den Ausdruck für lg h und 

di£Perentiirt die so erhaltene Gleichung partiell nach q und nach b^ 

so erhält man 

1 ^A; _ {t' — zy + g'' - g' 

* * a^ ~ (iP' - »)^ + (e' + rt' 33^ 



2 at 2« (jp' — z) 



also 



t - ajp (,' « ^)« + (^' + rt* ' 

2/ a* , a*\ j g-« - g' + g^' - g' 
*v^a^"+"^ai; "" («'-i^r+ce' + rt* 



Da X; bei der Vertauschung der gestrichenen und ungestrichenen 
Buchstaben sich nicht ändert, so ist hieraus zu schliessen, dass 

^V^-^^Tz 

bei dieser Vertauschung den entgegengesetzten Werth bekommt. 
Dieselbe Eigenschaft hat daher auch nach 31) 

dB/ dk , dk\ 

oder, was dasselbe ist, da 

' dB ?:^^_1:B ^ ^ ?* 

dg ^ dhdQ « e' dz ~ dk dz' 

dB , dB . 1 T> 

Hienos folgt 

oder bei Rücksicht auf die Gleichung 28) 

Da 

ist, so lässt sich hierf&r nach 29) und 30) auch schreiben 



/(' 
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/' 



(w9 — sg)if(fdf-m-±^ 



oder endlich 34) 

Noch führen wir die Gleichung 

T = const. 35) 

an; sie spricht den Satz Yon der Erhaltung der lebendigen Kraft aus, 
der für den vorliegenden Fall gilt 

§ 6. 

Wir wollen jetzt den Fall verfolgen^ dass nur ein kreisförmiger 
Wirbelfaden von unendlich kleinem Querschnitt Yorhanden ist. Die 
Dimensionen des Querschnitts seien von der Ordnung der unendlich 
kleinen Länge c; wir setzen 

'födf 36) 

und nehmen m als endlich an; es ist dann 6, Yon dem wir voraus- 
setzen^ dass es überall dasselbe Vorzeichen hat, von der Ordnung 

von -i' Es seien femer 

die Oleichungen einer Kreislinie , von der wir jetzt nur festsetzen, 
dass sie in dem Wirbelfaden oder unendlich nahe an ihm sich be- 
findet, die wir spater aber genauer bestimmen wollen. Für alle 
Punkte, die in endlicher Entfernung von dieser Kreislinie liegen, ist 
dann nach 28) 



m 



hieraus sind mit Hülfe von 29) und 31) für diese Punkte die Oe- 
schwindigkeiten 5, u^ zu berechnen, r^ und j^^ sind aber Functionen 
der Zeit; diese müssen gefunden werden, wenn die Bewegung irgend 
eines Flüssigkeitstheilchens ermittelt werden soll, und hierzu ist die 
Betrachtung solcher Punkte nothig, die der Ej-eislinie (p^, 0^) unendlich 
nahe, nämlich in dem Wirbelfaden liegen. Für solche Punkte sind 
8, s und U7 unendlich gross; wir wollen zusehen, von welchen Ordnungen 
sie es sind. 

Der Gleichung 28) zufolge ist S im Innern des Wirbelfadens 
von derselben Grossenordnung , wie JR fttr Werthe von p, 0, q\ e\ 
die zwei Kreislinien entsprechen, deren Abstand von der Ordnung von 
B ist. Setzt man 
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i» — 1 - Jfc« _ (''" '^ + ^^'- ^)' 

80 ist daher S Yon derselben Ordnung^ wie Jß f&r einen Werth Yon 
i,, der von der Ordnung von b ist. Um diese zu finden, bemerken 
wir zunächst, dass, wenn \ unendlich klein ist, man bei Vernach- 
lässigung von unendlich Kleinem 



E «. /cos ^ <I^ — 1 



hat; wir schreiben ferner 






. r ^» + r ^y 

^ y /co8* ^ + il J sin* ^ y j/sin* 9 + *J 



008^9 



und nehmen ^' als unendlich klein, aber gegen Jcy unendlich gross an. 
Bis auf unendlich Kleines richtig ist dann 











Hierauif folgt 



d.L 
also 

Hiemach ist 5 im Innern des Wirbelfadens von der Ordnung 
von lg %\ Ton derselben Ordnung ist nach 30) auch die lebendige 
Kraft T. 

Um die Grössenordnungen von s und vo aus den Oleichungen 
29) und 28) ermitteln zu können, müssen wir noch die Ordnungen Ton 

-^ und ^ - , also die Ordnung von -^ ftlr ein unendlich kleines \ 

aufsuchen. Aus den Gleichungen, welche K und E definiren und der 
Gleichung 



^ n-^zu^'^+^f*^ ä^ 

J (1 - *» rin» t)T 
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welche aus der identischen Gleichung 

sin tfr cos iff 1 — 2 s'm^ib + Jb* sin^ifr , . 

d :-^=====z^= «= ^— ' j — — dif 



(1 — Ä;»sin*'V')* 



Vi — k* sin* V» 

sich ergiebt, findet man leicht 

dK E-Ii^^K dE^_ K- E 
dk ^ jci^ ' dk k ' 

Es folgt hieraus^ dass, wenn Jc^ anendlich klein ist^ ^ von der 
Ordnung von — ^ wird; da nach 33) ^ und ^ von der Ordnung von 

i*! sind, so werden - und -^- von der Ordnuug von t-- Inner- 
halb des Wirbelringes ist A:, von der Ordnung von £; die Gleichungen 29) 
und 28) führen daher zu dem Schlüsse, dass hier die Geschwindig- 
keiten s xuid w von der Ordnung von — sind. 

Wir setzen jetzt genauer die Bedeutung der Zeichen Qq, s^^ fest, 
die bereits eingeführt, aber noch nicht vollständig definirt sind. Es 
soll das durch die Gleichungen 

glf^df^fg^ödf 
^ ^ 37) 

^0 J (P* ^ df ^Jz Q* 6 df 

geschehen. Da, wie wir vorausgesetzt haben, a überall dasselbe Vor- 
zeichen besitzt, so liegt dann, wie es sein sollte, der Kreis (pq, a^ 
in dem Wirbelfaden oder ihm unendlich nahe. Aus 82) und dem 
schon mehrfach benutzten Umstände, dass 6 df mit der Zeit sich 
nicht ändert, folgt dabei, dass auch Qq der Zeit nach unveränderlich 
ist Die Grösse s^ aber ändert sich mit der Zeit; wir wollen unter- 
suchen, wie. Aus den Gleichungen 37) und 36) folgt 

»»Po ^0 =j» 9^ ^ df 
und daraus weiter 

Die Gleichung 34) lässt sich hiernach schreiben 

-^^S-ä + ^/.p^,..^^. 38) 

Das erste Glied auf der rechten Seite dieser Gleichung ist, wie 
wir gesehen haben, constant und unendlich gross von der Ordnung von 
lg c; das zweite Glied ist endlich, wie aus der Gleichung 32) in Ver- 
bindung mit der Thatsache hervorgeht, dass die Unterschiede der Werthe, 
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welche z in ihm erhalt; von der Ordnung von By die Werthe von 
-~- aber Yon der Ordnung von ~ sind. Daraus folgt, dass -—■ unendlich 

€1 » c (IC 

gross von der Ordnung von lg £ und, falls man Endliches gegen Grössen 
von dieser Ordnung vernachlässigt; constant ist. 

Der Wirbelfaden behält daher denselben Radius, schreitet aber 

in der Richtung der j^-Achse mit der Geschwindigkeit ~ fort. Diese 

Geschwindigkeit hat dasselbe Vorzeichen wie m oder 6] es folgt das 
aus der Gleichung 38), da T eine positive Grösse ist. Diesen Satz 
wollen ¥rir noch in anderer Weise aussprechen. Nach den bei den 
Ausdrücken 6) gemachten Auseinandersetzungen fliesst die Flüssigkeit 
durch alle Theile der durch den Wirbelfaden begrenzten Kreisfläche; 
welche in endlicher Entfernung von diesem sich befinden; in der 
Richtung der j?-Achse oder der entgegengesetzten Richtung je nach 
dem Vorzeichen von <r. Aus der am Anfange des § 5 für 6 gegebenen 
Definition folgt; dass in Punkten; für welche der dort mit d be- 
zeichnete Winkel gleich Null ist; <y »» 17 wird; und aus der Festsetzung; 
die über eine positive Drehung im § 2 der fünften Vorlesung (Seite 47) 
gemacht und ohne Ausnahme beibehalten ist; dass in der genannten 
Kreisfläche die Bewegung die Richtung der jer-Achse hat; falls 17 für 
^ = positiv ist. Daraus ergiebt sich; dass der Wirbelfaden in der- 
selben Richtung fortschreitet; in der die Flüssigkeit in der durch ihn 
begrenzten Kreisfläche strömt. 

Diese Resultate sind zuerst von Helmholtz abgeleitet in seiner 
Abhandlung: Ueber Integrale der hydrodynamischen Gleichungen; welche 
den Wirbelbewegungen entsprechen (Borchardt's Journal Bd. 55). Er 
schliesst dieselbe mit den folgenden Bemerkungen: 

;;£s lässt sich nun auch im Allgemeinen übersehen; wie sich zwei 
ringförmige Wirbelfäden; deren Achse dieselbe ist^ gegen einander ver- 
halten werden; da jeder abgesehen von seiner eigenen Fortbewegung 
auch der Bewegung der Wassertheilchen folgt; die der andere hervor- 
bringt. Haben sie gleiche Rotationsrichtung; so schreiten sie beide 
in gleichem Sinne fort; und es wird der vorangehende sich erweitem; 
dann langsamer fortschreiten; der nachfolgende sich verengern und 
schneller fortschreiten; schliesslich bei nicht zu difPerenten Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten den andern einholen; durch ihn hindurchgehen. Dann 
wird sich dasselbe Spiel mit dem andern wiederholen; so dass die 
Ringe abwechselnd einer durch den andern hindurchgehen. 

;;Haben die Wirbelßlden gleiche RadieU; gleiche und entgegen- 
gesetzte Rotationsgeschwindigkeiten; so werden sie sich einander näherU; 
und sich gegenseitig erweitem; so dass schliesslich; wenn sie sich 
sehr nahe gekommen sind; ihre Bewegung gegen einander immer 
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schwächer wird, die Erweiterung dagegen mit wachsender Geschwindig- 
keit geschieht. Sind, die beiden Wirbelfaden ganz symmetrisch, so 
ist in der Mitte zwischen beiden die der Achse parallele Geschwindig- 
keit der Wassertheilchen gleich Null. Man kann sich hier also eine 
feste Wand angebracht denken, ohne die Bewegung zu stören und 
erhält so den Fall eines Wirbelringes, der gegen eine feste Wand 
anläuft. 

,Jch bemerke noch, dass man diese Bewegungen der kreisförmigen 
Wirbelringe in der Natur leicht studiren kann, indem man eine halb 
eingetauchte Ereisscheibe, oder die ungefähr hidbkreisförmig begrenzte 
Spitze eines Löffels schnell eine kurze Strecke längs der Oberfläche 
der f^lüssigkeit hinf&hrt, und dann schnell herauszieht. Es bleiben 
dann halbe Wirbelringe in der Flüssigkeit zurück, deren Achse in 
der freien Oberfläche liegt. Die freie Oberfläche bildet also eine 
durch die Achse gelegte Begrenzungsebene der Wassermasse, wodurch 
an den Bewegungen nichts Wesentliches geändert wird. Die Wirbel- 
ringe schreiten fort, erweitem sich, wenn sie gegen eine Wand laufen, 
und werden durch andere Wirbelringe erweitert oder verengert, ganz 
wie wir es aus der Theorie abgeleitet haben.'^ 



Einundzwaiuiigste Yorlesung. 

(Functionen eines complexen Arguments. Ihre Anwendung, um mögliche Flflssigkeits- 
bewegungen zu findöi. In den kleinsten Theilen ähnliche Abbildung eines ebenen 
Flächenstückes auf einem andern. Lineare Functionen. Mehrwerthige Functionen. 

Abbildung einer Sichel auf einer andern.) 

§ 1. 

Eine sehr interessante iKlasse von Fiüssigkeitsbewegongen ist 
diejenige, zu welcher die FlüssigkeüsstircMen gehören, wie sie etwa bei 
dem Ausfluss Yon Wasser sich bilden. Bis jetzt ist es nicht gelungen, 
eine solche Bewegung in dem Falle durch Rechnung zu bestimmen, 
dass das Geschwindigkeitspotential, dessen Existenz yorausgesetzt werden 
soll, von den 3 Goordinaten ^, y, b abhängig ist; man kann das aber 
unter der Annahme, dass das Geschwindigkeitspotential nur eine Function 
Yon X und y ist. Die Vereinfachung, die durch diese Annahme bei 
hydrodynamischen Problemen hervorgebracht wird, haben wir schon 
in der vorigen Vorlesung an einem Beispiel kennen gelernt. Der 
hauptmchUchste Grund dieser Vereinfachung liegt darin, dass die 
partielle Differentialgleichung, der das Geschwindigkeitspotential genügt^ 

erfallt wird durch den reellen oder auch den imaginären Theil irgend 

einer Function des complexen Arguments x ^ iy. 

Man setze 

i» — a? + iy, 

bilde irgend einen analytischen Ausdruck von jp, der Z genannt werden 

möge, und der ausser reellen Grössen neben g auch i enthalten kann; 

man transformire diesen nach den ftir reelle Grossen geltenden Bechnungs- 

regeln, indem man i wie eine unbekannte reelle Constante behandelt, 

dabei aber 

i* = — 1 

setzt. Bekanntlich lässt sich dadurch Z auf die Form 

Z^X + iY 

bringen, wo X und Y reelle Functionen von x und y sind* Man 

Klrehhoff, ÜMhuaik. 4. Avfl. IS 
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nennt z und Z complexe Grössen^ x und X ihre reellen, iy und % Y ihre 
imaginären Theile, Z eine Function von z. Zwei complexe Grossen 
heissen einander gleich, wenn sowohl ihre reellen, als ihre imaginären 
Theile einander gleich sind; die positiv zu nehmende Wurzel 



heisst der Modul yon z. 

Bei der angegebenen Bedeutung der Zeichen ist 



d.h. 



^^ ^^ L^ „ • ^ 1 • ?^ «« ^? 

ex di ^ dy dz ^ dx dy^ 



dx dx dy ' dy ' 



mithin 



— = ~ und — = — — . n 

dx dy dx ^ dy ^ 



Die.se beiden Gleichungen können wir als eine Definition, die allgemeiner 
als die vorher angeführte ist, dafür ansehen, dass Z eine Function 
von z ist. Aus ihnen folgt 

d'x* "•" äy« ~ ^' dx^' "T" ayt — ^' 
und auch 

^cY dJCdJf ^ 
cx ex cy cy ^ 

welche Gleichung ausspricht, dass die Linien X <= const und die 
Linien Y »» const. sich senkrecht schneiden. 

Nach den gemachten Auseinandersetzungen findet man eine 
mögliche Flüssigkeitsbewegung, wenn man für Z einen beliebigen 
Ausdruck in z annimmt und das Geschwindigkeitspotential ^ einer 
der beiden Grössen X und Y gleichsetzt. Die audere von diesen hat 
dann auch eine einfache Bedeutung; nennt man sie ^, so ist nämlich 

^ «» const. 

die Gleichung der Stromlinien. 

Wir wollen einige einfache Beispiele betrachten. Wir setzen 

zuerst 

Z = Igje, also z — e^. 

Macht man 

a: = r cos %j y =^ r sin 0^, 

so folgt hieraus 

r (cos 0" + «' sin i^) =■ e^ (cos F + i sin Y) 

oder 

X = lgr, Y^», 



§ 1. Functionen eines complezen Arguments.* 275 

wo unter Igr der reelle Werth dieser Grösse zu verstehen ist. Wir 
haben daher entweder 

^ = Igr und ^ = d 
oder 

9 ■« d und if = Igr. 

Im ersten Fall sind die Stromlinien die nach dem Punkte j? «» 
gerichteten Geraden, die Linien gleichen Geschwindigkeitspotentials 
die um diesen Punkt beschriebenen Kreise; im zweiten findet das 

Umgekehrte statt. In beiden Fällen ist die Geschwindigkeit «^ ~ • 

Immer können zwei Stromlinien in feste Wände verwandelt werden^ 
ohne dass die Bewegung zwischen ihnen eine Aenderung erleidet; die 
aufgestellten Formeln gelten also auch^ wenn zwei von dem Punkte 
z = ausgehende Gerade oder zwei um diesen Punkt als Mittelpunkt 
beschriebene Kreise feste Wände sind. 

Um ein zweites Beispiel zu erhalten, setzen wir 

wo c^ und ^2 zwei complexe Constanten bedeuten. Macht man 

X — ^% ^ ^2 <508 ^j 

y — ftj — r, sind,, 



und 


X — 


«1 


Cl 


n 


«1 
cos 


-1-1 




y- 


fti 


— 


»•i 


sin 


*., 


« 

80 folgt 


daiaos 
















Nehmen wir 9 «» X, ^ *» F an, so sind die Stromlinien, wie 
elementare geometrische Betrachtungen lehren, die Kreisbögen, welche 
die Punkte ^^ c^ und j? *« r, mit einander verbinden. Aus dem 
einen dieser beiden Punkte strömt die Flüssigkeit aus, in den andern 
strömt sie ein. Die Linien gleichen Geschwindigkeitspotentials sind 
die Kreise, welche über dem Abstand zweier Punkte als Durchmesser 
beschrieben sind, die zu den Punkten jer «^ ^ und ;9 •» c, harmonisch 
liegen. Irgend zwei Stromlinien, z. B. die beiden Theile eines durch 
diese Punkte gelegten Kreises, können feste Wände sein. Setzen wir 
umgekehrt 9 = Y, ^ = X, so vertauschen die beiden Systeme von 
Kreisen ihre Rollen. 

Wir kommen auf einen speciellen Fall der in der siebenzehnten 
Vorlesung behandelten Strömungen, wenn wir 

Z SS arc sin 0^ also ^^ sinZ 
setzen. Es wird dann 

18* 
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^ as sinX 



2 



Daraus folgt 



r — Y 
«= cos X r 



sin' X 008* X 



Die Gleichungen X »b const. und F «» const. stellen hiemacli zwei 
Systeme confocaler Hyperbeln und Ellipsen dar, deren Brennpunkte 
die Goordinaten ^ »» + 1 ; y <» haben. 

§2. 

Wir haben in den Gleichungen 1) des vorigen § dafür, dass 
X + i F oder Z eine Function von x + iy oder e ist, eine Definition 
aufgestellt, welche nicht voraussetzt, dass ein analytischer Ausdruck 
für Z gegeben ist. Von dieser ausgehend, wollen wir nun beweisen, 
dass, wenn Z eine Function von e, auch umgekehrt z eine Function 
von Z ist. Wir setzen 

- m' + (if )■ - m. + Q' ^) 

^dXdT_dXdY 
dx dy dy dx^ 

welche Ausdrücke in Folge der Gleichungen 1) alle einander gleich 
sind. Durch Auflösung der identischen Gleichungen 

1 dxdX,dx_dY ^ ^ ?Z -i. 1?. ^ 

f^_dx^dX,dx^dY - ly^^o.^^ 

^~ dXdy '^ dY dy ^'^dX dy '^ dY dy 

erhält man dann 

i? J^ax dy^ 1 dY 

dX^ M'dx dX~ M*dx 

dx l^dX dy^ J_?Z 

ar~ M^dy dY'^ M^dy' 

und hieraus folgt bei Bücksicht auf die Gleichungen 1) 

dx 'dy , 3|x dy^ 

dx^dY ™^ ar~ dx^ 

wodurch die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. 
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Sind iZT -■ X -|- » Y imd ^ — X -\- iT" Functionen von t, so ist 
anch ZZ' eine Function von m. Es ist iSmlich 

zz' — XX' — r F + » (zr 4. X' y); 

feiner ist 

d(XX'-TT) y.dX',y..dX ^dT ^dT 

8(jx'-rr') -ri^. Y/?^ T,dT ^,dY 

a(zr + x'Y) _^ j-ar . ^.zy . ^ai' , j, az 

j« a« "'' a« "■ a« ' ax 

and hienas folgt mit Hfllfe der Gleichangen 1) and der Olei- 
diongen 

dX' dY' dY' dX' 

— a.- . r— nnCL X axt — • 

X dy dx dy 

Wir fiasflen jetst den Differentialqnotienten 

dM ^'^ dx + iäy 
ins Auge; derselbe ist 

dx -f idy 
oder nach 1) 



Er ist daher von dx und dy unabhängig, eine Function von x und y. 
Er ist eine Function von 0, wie man sieht, wenn man die Glei- 
chungen 1) partiell nach x differentiirt 

Wenn in einem endlichen Stficke der «y-Ebene Z eine ein- 
werthige stetige Function von ist, d. h. 2 und Y einwerthige, stetige 
Functionen Yon x und y sind, die den Gleichungen 1) genügen, so 

dZ 

ist, wie wir nun zeigen wollen, auch -j- eine einwerthige stetige 

Function von g in demselben Gebiete. Es seien X und 7 zwei 
einwerthige stetige Functionen von x und y fbr einen Theil der 
jcy. Ebene, deren Element df genannt werden möge; dl sei ein 
Element der Grenzlinie dieses Theiles, 11 die nach seinem Innern 
gerichtete Normale von dl. Nach einem yiel&ch benutzten Satze 
ist dann 
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3) 



Diese Gleichungen transformiren wir zunuchst dadurch , dass wir 
statt der beiden Winkel (nx) und (ny) einen einftihren. Die Drehung 
einer Linie bezeichnen wir als positiv, wenn sie in dem Sinne geschieht, 
in dem die o^-Achse um einen rechten Winkel gedreht werden muss, 
damit sie in die y-Achse fallt, und nennen v den Winkel, um den 
eine Linie in positivem Sinne gedreht werden muss, um aus einer 
Lage, in der sie der i;-Achse parallel ist, in eine zu kommen, in der 
sie parallel der Normale n ist; man hat dann 

cos (nx) s* cos Vy cos (ny) = sin v. 

Diese Werthe von cos (nx) und cos (ny) setzen wir in die Glei- 
chungen 3), nehmen an, dass Z, d. h. X + i Y, eine Function von z, 
d. h. X 4* iy^ ist, wodurch ihre linken Seiten verschwinden, multi- 
pliciren die zweite mit i und addiren .sie zur ersten; wir erhalten 
dann 

== I Z dl (cos V + * sin v). 

Wir bezeichnen durch dz den Zuwachs, den z erleidet, wenn 
der Punkt (xy)y oder der Punkt jsr, wie wir sagen wollen, das Ele- 
ment dl in der Richtung durchlauft, welche die Normale n erhält, 
wenn sie in negativem Sinne um einen rechten Winkel gedreht wird; 
es ist dann 

dz = dl (cos [v — ^) + i sin (v — j\j 

= — idl (cos V + t sin v), 



woraus folgt 



Es sei 



O^Czdz. 5) 



c «*= a + tft, 



wo a und b die Coordinaten eines Punktes der Fläche bezeichnen, 
deren Element df genannt ist; in der Gleichung 5) setzen wir, was 
erlaubt ist, 

an Stelle von Z, 

und wenden sie an auf jene Fläche mit Ausschluss eines Kreises, der 
mit dem unendlich kleinen Radius r um den Punkt c als Mittelpunkt 
beschrieben ist; für die Peripherie dieses Kreises ist 

z — c 's^ r (cos 1/ -}- * BÜa v) 
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und daher nach 4) 



dn . dl 

— i — 



also 



§ — c r 



J~^^d0 = - i2xZcy 



wo Ze den Werth von Z im Punkte c bedeutet. Daraus folgt 
endlicli 

wo die Integration über die Grenzlinie des ursprflnglich gedachten 
Gebietes von ß in dem bei 4) angegebenen Sinne auszudehnen ist. 
Diesen Sinn wollen wir noch auf eine andere Weise definiren. Man 
denke sich auf die rcy-Ebene so gestellt, dass, wenn man in der 
Richtung der positiven a?-Achse hinblickt, die Richtung der positiven 
y-Achse nach links geht; der Sinn der Integration ist dann derjenige, 
in dem man die Theile der Grenze des Gebietes von durchwandern 
musSy um dieses zur Linken zu haben. Es lässt sich das noch 
anders ausdrücken, wenn daj Gebiet von » eine einfach zusammen- 
hängende Flache ist, d. h. eine solche, die vollständig begrenzt ist 
durch eine in sich zurückkehrende, sich nicht schneidende Linie. 
Denken wir uns von einem Punkte einer solchen ebenen Fläche eine 
gerade Linie nach einem Punkte der Grenze gezogen und lassen den 
letzteren einen Umlauf auf der Grenze in dem einen oder dem andern 
Sinne ausführen, so erleidet die gerade Linie eine Drehung um 2« 
in positivem oder negativem Sinne; wir wollen den Umlauf einen 
positiven nennen, wenn bei ihm die Linie um 2x in positivem Sinne 
gedreht wird. Die Integration in 6) ist dann so zu nehmen, dass 
sie einem positiven Umlaufe entspricht. Ist das Grebiet von g nicht 
eine einfach zusammenhängende Fläche, sondern besteht seine Grenze 
aus mehreren geschlossenen Linien, so kann man dasselbe in eine 
einfach zusammenhängende Fläche durch Querschnitte verwandeln, d. h. 
durch Linien, von denen jede zwei Punkte zweier geschlossenen 
Grenzlinien verbindet; die beiden Seiten eines jeden Querschnitts 
hat man dann als zur Grenze des Gebietes gehörig zu betrachten. 
Dadurch wird das in 6) vorkommende Integral nicht geändert, da 

z 

eine einwerthige stetige Function von m ist, so lange nicht 

^mB c wird. 

Die Gleichung 6), die wir auch aus der Gleichung 28) der sechs- 
zehnten Vorlesung hätten ableiten können, beweist die ausgesprochene 

Behauptung, dass -j- in demselben Gebiete, wie Z, eine einwerthige 

stetige Function von ist. 
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Wir knüpfen nun noch eine Folgerung an die Gleichung 5). Es 
sei Z eine einwerthige stetige Function von z in einem einfach zusammen- 
hängenden Theile der jer-Ebene. Von einem Punkte desselben z^ oder 
(^09 ^o) denken wir uns nach einem zweiten Punkt.e z in ihm eine be- 
liebige Linie gezogen und betrachten das Integral 



rzdz^w=u+ir, 



genommen über die Linie in dem Sinne von Zq nach z. Ersetzen wir 
die Linie durch irgend eine andere, die von Zq nach z führt, so können 
wir auf die yon beiden begrenzte Fläche die Gleichung 5) anwenden; 
sie ergiebt, dass für die zweite Linie W denselben Werth hat, wie 
für die erste, dass also W unabhängig ist yon der gewählten Linie; 
es ist also W eine Function von x und y. Es ist TT eine Function 
▼on Z] denn man hat 

U~j{Xdx- Ydy) 






F— /'(Xdy+ Ydx) 



und hieraus folgt 



*bi Fo 



dx dy ^ dy dx 



§3. 

Wir haben x und y als die rechtwinkligen Goordinaten eines 
Punktes in einer Ebene bezeichnet; wir wollen ebenso X und Y als 
die rechtwinkligen Goordinaten eines Punktes in einer andern Ebene 
ansehen. Es soll Z eine Function yon Zj also auch z eine Function 
yon Z sein; in den einander entsprechenden Gebieten yon z und Z, 
die wir betrachten, soll Z eine einwerthige stetige Function yon Zj 
und z eine einwerthige stetige Function yon Z sein. Nach einem im 

yorigen § bewiesenen Satze ist dann auch -^ eine einwerthige stetige 

Function yon Zy und j^ eine solche yon Z; keiner dieser beiden 

DifFerentialquotienten wird daher unendlich und jeder yon ihnen also 
weder Null, noch unendlich. Wir setzen 

— BBT Jüf (cos # + i sind); 

My der Modul des genannten DifFerentialquotienten, ist dann die 
positiye, durch die Gleichungen 2) bestimmte Ghrosse; M und %• 
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sind, da -^ von dx und dy unabhängig ist; Functionen von x und y. 

Die aufgestellte Gleichung giebt 

dX + »dr— Jf (cos # + f sin #) {dx + idy), 
d. h. 

dX «=» Jlf (cos ^ • da? — sin # • dy) 

dY^^ M (sin #• da; + cos ^ • dy). 

Nehmen wir an, dass die Z-Ebene und die jp -Ebene mit einer 
materiellen Ebene^ die X-Achse mit der x-Acbae, die r-Achse mit 
der y-Achse zusammenfallt und betrachten x, y als die Coordinaten 
eines materiellen Punktes in emem Zustande der Ebene X, T als 
die Coordinaten desselben materiellen Punktes in einem verä$ukrtm 
Zustande der Ebene, so haben wir in den Gleichungen 7) einen 
speciellen Fall der in der zehnten Vorlesung discutirten Gleichungen; 
die Gleichungen 7) lehren die Veränderungen kennen , die ein unend- 
lich kleiner Theil der Ebene erfahren hat, imd zeigen, dass diese 
besteht: in einer Verschiebung, in einer Drehung in positivem Sinne 
um den Winkel d, und in einer, in allen Richtungen gleichen Dilatation, 
bei der alle linearen Dimensionen in dem VerhUtniss von 1 : 3f ver- 
gröBsert sind. Wir schliessen daraus, dass ein unendlich kleiner 
Theil der materiellen Ebene sich selbst ähtilieh geblieben ist. Die 
VenLnderung, welche er erfahren hat, dürfen wir uns als continuirlich 
und so hervoi^ebracht Yorstellen, dass M weder Null, noch unendlich 
wurde; ist sie in dieser Weise vor sich gegangen, so ist der Sinn 
eines positiven Umlaufs um den betrachteten Theil, wenn dieser ein 
ein&ch zusammenhängender ist, dabei nicht unbestimmt geworden und 
nicht sprungweise geändert, er ist also derselbe geblieben. Lassen 
wir nun die Vorstellung fallen, dass die js- und Z-Ebenen mit einer 
materiellen Ebene zusammenfallen, so bleibt doch gültig, dass ent- 
sprechende, unendlich kleine Theile derselben einander ähnlich sind, 
und dass positive Umläufe um diese, wenn sie einfach zusammen- 
hängend sind, einander entsprechen. 

Betrachten wir entsprechende, endliche Stücke der beiden Ebenen, 
so sind diese im Allgemeinen nicht einander ähnlich; dieselben sind 
aber in aiUen ihren kleinsten Theilen ähnlich; sie sind durch die 
zwischen Z und b angenommene Beziehung, wie man s^, in den 
kleinsten Theilen ähhlicfi auf einander äbgAildei. Den Punkten der 
Grenze des einen Stückes entsprechen ausschliesslich die Punkte der 
Grenze des andern; einem Punkte im Innern des einen kann nämlich 
nicht ein Punkt in der Ghrenze des andern entsprechen, da einem unend- 
lich kleineu Kreise, . dessen Mittelpunkt jener ist, ein unendlich kleiner 
Ereis, dessen Mittelpunkt dieser ist, entsprechen muss. Ist das eine 
Stück durch eine in sich zurückkehrende Linie vollständig b^renzt, 
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d. h. ist es einfach zusammenhängend, so muss es auch das andere 
sein. Einem positiven Umlauf um das eine Stück entspricht ein 
positiver Umlauf um das andere. 

§4. 

Der'Voraussetzuugy dass Z und z einwerthige stetige Functionen 
von einander sind, wird ohne Beschränkung ihrer Gebiete genügt, 
wenn man die eine einer ganzen linearen Function der andern 
gleichsetzt. 

Lässt man die X-Achse mit der a; -Achse, die Y-Achse mit der 

y-Achse zusammenfallen und sieht man, wie wir früher es thaten, 

X, Y und Xj y als die Coordinaten desselben materiellen Punktes 

der a;y-Ebene in zwei verschiedenen Zustanden dieser an, so entspricht 

die Gleichung 

Z = a -^ ib -{- ß 

einer Verschiebung der Ebene um a parallel der :& -Achse und um b 
parallel der y -Achse, die Gleichung 

Z = (cos a -|- i sin a) g, 
aus der 

X = a: cos a — y sin a 

Y = iP sin a -|- y ^^s a 

folgt, stellt eine Drehung der Ebene um den Winkel a dar; die 

Gleichung 

Z = mg, 

wo m eine positive Gonstaute bedeutet, eine Ausdehnung der Ebene, 
bei der alle Linien in dem Verhältuiss 1 : m vergrossert sind und 
ihre Richtungen behalten haben, der Punkt j? =» an seinem Orte 
geblieben ist. In allen diesen Fällen, also immer^ wenn Z eine ganze 
lineare Function von g ist, sind auch cndlicJie entsprechende Gebiete 
dieser beiden Yariabeln einander ähnlich. 

Macht man Z einer gebrodienen linearen Function von z 
gleich, also 

7 ^L+f'l. - fi — y Z Qv 

wo €C, ß, y, i complexe Gonstanten bedeuten, so sind ebenfalls Z 
und g durchaus einwerthige Functionen von einander; aber sie sind 
nicht überall stetig; wenn y + *^ ~ 0, ist Z^ und wenn ß — da' = 0, 
ist g unendlich, also unstetig. Um die Sätze anwenden zu konneu, 
die wir unter der Voraussetzung abgeleitet haben, dass Z und g 
einwerthige- und stetige Functionen von einander sind, wollen wir 
das Gebiet von g durch zwei geschlossene Linien begrenzen, von denen 
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die eine unendlicli klein ist und den Punkt y -{' de = umgiebt^ die 
andere unendlicli gross ist. Das Gebiet von Z ist dann auch durch 
eine unendlich kleine und eine unendlich grosse geschlossene Linie 
begrenzt^ von denen die kleine der grossen Grenzlinie des j?- Gebietes 
und umgekehrt entspricht. 

Bei der durch die Gleichungen 8) angegebenen Beziehung zwischen 
z und Z entspricht jeder Kreislinie in der 0-Ebene wiederum eine 
Kreislinie in der Z-Ebene. Um diese Behauptung zu beweisen^ führen 
wir zwei neue Variable, m' und Z', ein, indem wir 

0^a + b0\ Z'^A + BZ' 

setzen und wählen die complexen Constanten a, b, A, B so, dass die 
Gleichungen 8) ergeben 

Um die Gleichungen zu finden, denen gemäss zu diesem Zwecke 
a, by A, B zu bestimmen sind, brauchen wir nur auszudrücken, dass 
von den Grössen 0' und Z' die eine yerschwindet, wenn die andere 
unendlich ist, und dass, wenn die eine *« 1 wird, die andere denselben 
Werth erhalt; daraus folgt 

ß — Ad = 
y -(- ad *^0 
a+ aß = Bbd. 

Diesen Gleichungen gemäss lassen sich a, &, A, B immer wählen, 
sobald nur nicht d =^ ist. Diesen Fall aber, in dem Z eine ganee 
lineare Function von e ist, können wir ausschliessen, da für ihn die 
zu beweisende Behauptung im Früheren schon bewiesen ist. Einer 
Kreislinie in der ir^- Ebene entspricht aber eine Kreislinie in der 
2^^- Ebene; denn, ist 

so hat jnan 



-• -.' 



also 



und 



Y'_L l ir=^ i «. X — t y 

._ X' ,_ Y' 



besteht zwischen x und y' die Gleichung 

«I (^" + /*) + ««^'+ «».y'+ d, = 0, 

so ergiebt sich hieraus zwischen X' und Y' die Gleichung 

a, + a,r- a, T-\- a,iX" + F«) = 0; 
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d. h. einer Ereislmie in der ir '-Ebene entspricht eine Kreislinie in 
der Z'-Ebene. Da nun nacb dem Früheren einer Kreislinie in der 
xr-Ebene eine Kreislinie in der f'-Ebene und einer Ejreislinie in der 
Z'-Ebene wieder eine Kreislinie in der Z-Ebene entspricht, so ent- 
spricht auch jeder Kreislinie in der jer- Ebene eine Kreislinie in der 
Z-Ebene. 

In den Relationen 8), welche die Beziehung zwischen b und Z 
feststellen^ kommen 3 yon einander nnabhängige, complexe Constanten 
vor, nämlich die Verhältnisse yon a:ß.:y: i, da diese 4 Grossen 
mit einer Constanten moltiplicirt werden können, ohne dass jene Be- 
ziehung geändert wird. Diese 3 Constanten können aus 3 linearen 
Gleichungen so bestimmt werden, dass 3 beliebigen Punkten der 
;9-Ebene, a, bj c, drei beliebige Punkte der Z-Ebene, A, Bj C, paar- 
weise entsprechen; es entsprechen sich dann auch die Ejreislinien, 
welche durch a, 6, c und Ä, B^ C gelegt werden können. Wir 
wollen die Kreisflächen, welche durch diese Kreislinien begrenzt sind, 
f und F nennen. Dieselben entsprechen sich, falls in / nicht der 
Punkt y -{- dz = liegt; dann ist nämlich f ein einfach zusammen- 
hängender Theil des Gebietes yon g, und diesem muss ein einfach 
zusammenhängender Theil des Gebietes yon Z entsprechen. Liegt aber 
der Punkt y -{- 00=^0 innerhalb der Fläche f, so entsprechen sich 
f und F nicht, sondern jede dieser Flächen entspricht der Ergänsungs- 
fläche der andern, wenn wir als Ergänzungsfläche yon f den Theil 
des Gebietes yon sf bezeichnen, der nach Ausschluss yon f übrig 
bleibt-, man muss dann nämlich aus der Fläche f einen unendlich 
kleinen Theil, der den Punkt y -{• d^r -» enthält, ausschliessen, 
um aus ihr einen Theil des Gebietes yon z zu bilden; die Grenze 
dieses unendlich kleinen Theiles entspricht aber einer unendlich 
grossen geschlossenen Linie in der Z-Ebene. Es ist ersichtlich, 
dass diese Schlüsse auch gelten, wenn f und F zwei irgendwie 
gestaltete, einfach zusammenhängende Theile der 0- und Z-Ebene 
sind, deren Grenzlinien einander entsprechen. Ob diese Flächen sich 
selbst oder ihren Er^mzungsflächen entsprechen, entscheidet man am 
leichtesten mit Hülfe der folgenden Betrachtung. In dem Falle, dass 
der Punkt y -{' de ^^ innerhalb f liegt, yerwandle man durch 
einen Querschnitt die doppelt zusammenhängende Fläche, welche f 
nach Ausschluss eines unendlich kleinen, den Punkt y -{- de »^ 
enthaltenden Theiles bildet, in eine einfach zusammenhängende, und 
lege den entsprechenden Querschnitt in der Erg^Lnzungsfläche yon F. 
Erinnert man sich nun an den Satz, dass, wenn ji und Z einwerthige 
stetige Functionen yon einander sind, entsprechende Umläufe um 
entsprechende, einfach zusammenhängende Flächen yon gleichem 
Vorzeichen sind, und nennt a, ^, 6, B^ c, C entsprechende Punkte 
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der Grenzlinien von f und Fj so sieht man ein^ dass diese Flachen 
selbst sich entsprechen, wenn dbea nnd ABCA umlaufe mn sie von 
gleichem Vorzeichen sind, nnd dass im entg^engesetzten Falle die 
Flachen f imd F ihren Ergänznngsflachen entsprechen. 

Die Kreislinien, die durch zwei Punkte a, h der je^-Ebene gehen, 
entsprechen in der Z- Ebene Sjreislinien, welche durch die entsprechen- 
den Punkte Aj B gehen und unter denselben Winkeln sich schneiden, 
da die eine Ebene in den kleinsten Theilen ahnlich auf der andern, 
abgebildet wird. Bückt der Punkt £ in die Unendlichkeit, so werden 
die durch A gehenden Kreise zu geraden Linien. Wir wollen eine 
Flache, die durch zwei Kreisbogen begrenzt ist, eine Siehd nennen, 
und die Fläche, in welche eine Sichel übergeht, wenn die eine ihrer 
beiden Spitzen in die Unendlichkeit rückt, einen Keü. Die Gleichungen 8) 
erlauben hiernach eine beliebige Sichel in der i?-Ebene auf einer be- 
liebigen Sichel von gleichem Wimkel in der Z-Ebene so abzubilden 
dass den Spitzen jener a, & die Spitzen dieser A^ B und ausserdem 
zwei beliebig gewählte Punkte der Umfange, c und (7, sich entsprechen, 
vorausgesetzt, dass die Punkte c und C so gewählt sind, dass die 
Umläufe um die Sicheln ahca und ABCA yon gleichem Vorzeichen 
sind. Ein specieller Fall dieser Abbildung ist die Abbildung einer 
Sichel auf einem Keile von gleichem Winkel. 

§5. 

Wir haben im vorigen § angenommen, dass Z imd $ unbeschränkt 
einwerthige Functionen von einander sind; wir wollen nun annehmen, 
dass zwischen diesen beiden Yariabeln eine Beziehung festgesetzt sei, 
in Folge deren Z und ß im Allgemeinen mehrwerthige stetige Functionen 
von einander sind. Es werden diese sich aber wie einwerthige ver- 
halten, d. h. jedem Punkte des Gebietes von 8 wird ein Punkt des 
Gtebietes von Z und umgekehrt entsprechen, wenn diese beiden Ge- 
biete passend eingeschränkt sind. 

Es sei Bq ein Werth von e oder, wie wir auch sagen wollen, ein 
Punkt der ir-Ebene. Gehören zu diesem mehrere Werthe von Z oder 
mehrere Punkte der Z-Ebene, so wählen wir von diesen einen, Z^, aus. 
Den Punkten in der Nähe von $^ ordnen wir Punkte in der Nähe 
von Zq zu. Einem hinreichend kleinen Gebiete von g^ das den Punkt 
1^0 enthält, entspricht dann ein in den kleinsten Theilen ähnliches 
Gebiet von Z, das den Punkt Z^ enthält, gerade so, als ob wir es 
mit unbeschränkt einwerthigen Functionen zu thun hatten; das Yer- 
hältniss entsprechender, unendlich kleiner Dimensionen ist überall 

durch den Modul von -r- bestimmt. Nun erweitem wir allmählich 

die Grenzen der beiden Gebiete, indem wir imendlich kleine Theile 
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der ier-Ebene auf der Z-Ebene^ oder umgekehrt, ähnlich und in dem 
durch den genannten Modul bestimmten Verhältnisse abbilden. Wir 

1 7 

vermeiden dabei die Punkte, in denen 3- Null oder unendlich ist. 

und in denen daher auch dieses Verhältniss Null oder unendlich sein 
würde. Es kann eintreten, dass, während das Gebiet von z durch 
eine in sich zurückkehrende, sich nicht schneidende Linie begrenzt 
ist, die dieser entsprechende Linie der Z-Ebene sich selbst schneidet; 
es fallen dann zwei Theile des Gebietes von Z übereinander und z 
hat aufgehört eine einwerthige Function von Z zu sein; so lange der 
genannte Fall nicht eingetreten ist, ist z eine einwerthige Function 
von Z, Wir ziehen hieraus den folgenden Schluss: 

Wenn das Gebiet von z keinen Punkt enthält, für den -3- Null 

' dz 

oder unendlich ist, wenn es begrenzt ist durch eine geschlossene, sich 
nicht schneidende Linie, und die dieser entsprechende Linie der 
Z- Ebene sich nicht schneidet, so begrenzt diese Linie ein Gebiet 
von Z, dessen Punkte eindeutig den Punkten des Gebietes von z ent- 
sprechen; es sind dann Z und z in den genannten Gebieten einwerthige 
Functionen von einander. Die Grenzen des Gebietes von z können 

dabei Punkten, in denen -r- Null oder unendlich ist, unendlich nahe 

' dz ' 

gerückt sein; in dem hierdurch bestimmten Sinne kann man sagen, 

dass solche Punkte in der Grenzlinie des Gebietes liegen können. 

Wir führen einige hierher gehörige Abbildungen an, von denen 
wir Gebrauch zu machen haben werden. 

Zuerst nehmen wir 

Z^z'^ 9) 

an, wo n eine reelle Gonstante bedeutet. Setzen wir 

X = R cos 9 X = r cos 0- 
Y == Ä sin y =^ r sin ^, 

so folgt aus dieser Gleichung 

Einem Kreise r = const. entspricht ein Kreis R = const., einer Ge- 
raden d^ = const. eine Gerade 6 = const. Denken wir uns das ^-Gebiet 
durch 2 Kreise r = const. und 2 Gerade ^ = const. begrenzt, so sind 
die Grenzen des Z- Gebietes 2 Kreise R = const. und 2 Gerade = const. 
Von den Kreisen können die kleineren unendlich klein, die grösseren 
unendlich gross gewählt werden; die beiden Gebiete werden dann 
2 Keile von ungleichen Winkeln. Sind diese Winkel « und J, so ist 
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es entsprechen sich g und Z eindeutig^ wenn keiner der Winkel a 
und A grosser als 2» ist. Da 

dZ n — l 

^^ == njs , 

dZ 

SO ist -T~ für ;? a= Null oder unendlich^ je nachdem n grosser oder 

kleiner als 1 ist. 

Nun wollen wir ableiten^ wie eine Sichel auf einer andern yon 
verschiedenem Winkel so abgebildet werden kann^ dass die Spitzen 
derselben einander entsprechen und zwei beliebig gewählte Punkte 
ihrer Umföinge. Dabei ist vorausgesetzt (und in ähnlichen Fallen 
werden wir stillschweigend voraussetzen); dass die Punkte der Um- 
i^ge, die einander entsprechen sollen , so gewählt sind^ dass ent- 
sprechende Umläufe um die in Rede stehenden Flächen von gleichem 
Vorzeichen sind. Während zwischen s und Z die Gleichung 9) be- 
steht; setzen wir 

z^lc-;^^ und Z=K~-^' 10) 

Dadurch werden die beiden Keile , welche die Gebiete von z und Z 
wieder bilden sollen, resp. auf zwei Sicheln von den Winkeln a und 
A in den Ebenen der e' und Z' abgebildet, deren Spitzen die Punkte 
/assCj, £f'— c,, 2'-« Ci, Z'«=»C2 sind. Die complezen Constanten 
h und K können so gewählt sein, dass zwei entsprechende, sonst 
beliebige Punkte der Keilumfänge zwei beliebig angenommenen 
Punkten der Sichelumüinge entsprechen. Eliminirt man aus den 
Gleichungen 9) und 10) e und Z und setzt 

so erhält man 



N 



Z'—C, 



e-e^)'i >') 



hierdurch sind die beiden Sicheln auf einander abgebildet so, dass 

die Spitzen einander entsprechen und die Punkte, die auf ihren Um- 

d. y 

fangen beliebig angenommen waren. An den Spitzen ist -pr Null 

uz 

oder unendlich, je nachdem A grösser oder kleiner als a ist. 

Wir wollen nun zeigen, wie zwei Sicheln von verschiedenem 
Winkel so auf einander abgebildet werden können, dass 3 beliebigen 
Punkten des Umfangs der einen 3 beliebige Punkte des Umfangs 
der andern entsprechen. Wir wollen annehmen, dass die Sichel in 
der Z'- Ebene, auf die sich die Gleichung 11) bezieht, ein voller 
Kreis, also 
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ist; irgend 2 Punkte des Umfanges können als ihre Spitzen angesehen 
werden. Lassen wir dann noch bei den Zeichen b' und Z' die Striche 
forty so erhalten wir 

n 

Bestimmt man die Gonstanten "S^y C^, C^ in dieser Gleichung so, dass 
drei beliebige Punkte des Umf^mges der Sichel in der isr-Ebene dreien 
in der Z-Ebene angenommenen Punkten entsprechen^ so ist durch 
dieselbe jene Sichel auf der Fläche des Kreises abgebildet, dessen 
Umfang durch diese 3 Punkte geht. Wir fahren nun wieder eine 
neue Variable s' ein und denken uns in der 5'- Ebene eine Sichel, 
deren Spitzen die Punkte g'=^ ci und 0'^^ ci sind, und deren Winkel a^ 
ist; wir setzen dann 



r,^-c; 



.'. o 



und bestimmen die Constanten N', dj C% so, dass drei beliebige 
Punkte des Umfanges dieser Sichel denjenigen Punkten der Z- Ebene 
entsprechen, die bereits bei der Betrachtung der Sichel in der jtf-Ebene 
angenommen sind. Die beiden Sicheln sind dann auf denselben Kreis, 
also auch auf einander abgebildet, und zwar so, dass die 3 Punkte, 
die auf dem Umfange der einen willkürlich angenommen sind, den 
3 Punkten entsprechen, die auf dem Umfange der andern wiUkürlich 
gewählt sind. Die Gleichung zwischen z und z\ welche dieses leistet, 
erluUt man, wenn man Z aus 12) und 13) eliminirt; durch dieselbe 
wird eine der beiden Grossen 



n n 



als eine gebrochene lineare Function der andern ausgedrückt; die 
3 Constanten, welche in dieser Function vorkommen, finden ihre Be- 
stimmung durch die 3 Paare von Punkten, welche einander entsprechen 
sollen. 

Wir werden den Fall zu betrachten haben, dass die eine von den 
beiden Sicheln in einen durch zwei parallele Gerade begrenzten Streifen 
übergegangen ist, und wollen daher diesen Fall noch erörtern. Wir 
wollen annehmen, dass 

— ^ = c^ = m (cos y 4" * sin y) 

ist; dabei bezeichnet dann m den halben Abstand der Spitzen der in der 
«r-£bene gedachten Sichel, y einen Winkel, welchen die Yerbindungs- 
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Fig. 1. 



liuie der Spitzen mit der o; -Achse bildet. Es seien femer die Längen 
der beiden y die Sichel begrenzenden Kreisbögen ^ in Theilen ihrer 
Radien ausgedrückt^ 2u und 2v, so dass 

ist; endlich sei b die Breite der Sichel^ 
d. h. der Abstand der Schnittpunkte 
ihres Umfanges mit der Verbindungs- 
linie der Mittelpunkte der Kreise^ deren 
Theile die Sichel begrenzen. Es ergiebt 
sich dann durch sehr einfache geo- 
metrische Betrachtungen 

6 = m(tgJ — tgj)- 15) 

Die Sichel verwandelt sich in einen 
Streifen der bezeichneten Art, wenn man m unendlich gross ^ v und 
u^ mithin auch Uy unendlich klein werden lässt; die Breite ^ bj des 
Streifens ergiebt sich dann aus 15) 

b- 




ma 



und y ist ein Winkel^ den die Längsrichtung des Streifens mit der 
:r- Achse bildet. Bezeichnet man noch den gemeinschaftlichen, un- 
endlich grossen Werth von — q und c^ durch c, ^ so erhält man für 



n 
a 



welcher Ausdruck sich von dem ersten der in 14) angegebenen Aus- 

drücke durch einen constanten Factor , nämlich den Factor ( — 1)' 
unterscheidet y 



n 
a 



n 
a 



£^) - (' + ^ 1) - 






n 
a 



Lässt man nun a verschwinden, während ac einen constanten Werth 
behält, so folgt hieraus, wie die Entwickelung nach dem binomischen 
Lehrsatz zeigt. 



(r^;) 



HL ^''* 

a ac 



— -(oosy — t tinx) 



e 



16) 



Klrohhoff, Meoh«nlk. .4. Aafl. 
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Zweinndzwanzigste Yorlesnng. 

(Flüssigkeitssirahlen. Sixahl, der aus einem Gelasse von gewisser Gestalt austritt. 
Strahl, der eine ebene Wand trifft. Ebene Wand in einem Strome Ton unendlicher 

Breite. Druck, den diese Wand erleidet.) 

§ 1- 

Bei einer stationären Bewegung einer incompressibelu Flüssig- 
keit, bei der ein Geschwindigkeitspotential, (p, existirt und äussere 
Kräfte nicht wirken, ist der Gleichung 20) der fünfzehnten Vor- 
lesung zufolge 

' - ^ ~ '. m+ 0'+ &)y ') 

wo p den Druck, C eine Constante bezeichnet und die Dichtigkeit 
der Flüssigkeit «= 1 gesetzt ist. Es nimmt hiemach der Druck ab, 
wenn die Geschwindigkeit wächst, und es müsste jener — oo werden, 
wenn diese oo wird. Erfahrungsmässig kann der Druck in einer 
Flüssigkeit aber nicht unter einen gewissen negativen Werth sinken, 
ohne dass die Flüssigkeit zerreisst und dadurch eine gewisse Dis- 
continuität der Bewegung hervorgebracht wird. Hierauf beruht es, 
dass Wasser z. B. einen Strahl bildet, wenn es aus der Oefinung 
eines Gefässes in ruhendes Wasser fliesst. Wir haben bisher ange- 
nommen, dass die Geschwindigkeit überall stetig mit dem Ort« sich 
ändert; wir wollen nun diese Voraussetzung aufgeben und es als 
möglich ansehen, dass in Flächen Flüssigkeitstheilchen an einander 
grenzen, die verschiedene Geschwindigkeiten besitzen, dafür aber die 
Bedingung stellen, dass der Druck nicht unter einen gewissen Werth 
sinkt. Diese Bedingung ist gleichbedeutend mit der, dass die Geschwindig- 
keit einen gewissen, von jener Constanten C abhängigen Werth 
nicht übersteigt. Eine Fläche, an der die Geschwindigkeit sprung- 
weise sich ändert, verhält sich wie die Trennungsfläche zweier ver- 
schiedenen Flüssigkeiten; auf beiden Seiten derselben muss der Druck 
und muss die Gomponente der Geschwindigkeit nach der Normale 
denselben Werth haben. Wir werden uns auf die Betrachtung des 
Falles beschränken, dass wir nur ein Gebiet bewegter Flüssigkeit 
haben, welches an ruhende Flüssigkeit grenzt. Die Fläche, in der 
das geschieht, muss hiemach aus Stromlinien gebildet sein, und die 
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Geschwindigkeit in ihr überall denselben Werth haben. Diesen Werth 
wollen wir gleich 1 setzen. Wir werden femer annehmen, dass das Ge- 
schwindigkeitspotential q> nur von den beiden Coordinaten x und y 
abhängt, werden 

setzen und suchen w so als Function von sf zu bestimmen, dass den 
eben ausgesprochenen Bedingungen genügt wird. Dabei werden wir 
zu benutzen haben, dass 

if «= const. 

die Gleichung der Stromlinien ist. Für die Geschwindigkeit leiten 
wir einen Ausdruck durch die folgende Betrachtung ab. Es ist 

~d» '^ dx*" dx 



also 



dg 1 dx ' dy 

dw 



2) 



Nun setzen wir 

— = {; = g-j-ii2 = P (cos d" + i sin d) 3) 

und betrachten | und tj als die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes in einer Ebene, die wir die {[-Ebene nennen werden^ die 
S -Achse soll dabei parallel der x -Achse, die i; -Achse parallel der 
i/-Achse gewählt sein. Die Vergleichung der Gleichungen 2) und 3) 
zeigt dann, dass, wenn man Ton dem Punkte {; «» nach dem Punkte {; 
eine gerade Linie zieht, die Länge dieser, also p, das Reeiproke der 
Geschwindigkeit und ihre Richtung die Richtung der Bewegung in 
dem Punkte z ist. 

Die Grenzen des von der betrachteten bewegten Flüssigkeit er- 
füllten Raumes oder, wie wir statt dessen sagen wollen, die Grenzen 
des Gebietes von e setzen sich aus drei verschiedenartigen Theilen 
zusammen. Einen Theil bilden Linien, durch welche die Flüssig- 
keit ein- und ausströmt; einen zweiten feste Wände; für diese ist 
it «" const.; den dritten endlich machen die Flächen aus, in denen 
die bewegte Flüssigkeit mit der ruhenden in Berührung ist; wir wollen 
sie die freien Grenzen jener nennen; für sie ist ebenfalls i; «=» const., 
ausserdem aber p «* 1. 

Um Flüssigkeitsbewegungen der in Rede stehenden Art zu finden^ 
sehen wir auch 97 und ^ als die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes in einer Ebene, die wir die tc^-Ebene nennen wollen, an, 

19* 
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maclien über die Gebiete von w und g geeignete Annahmen ^ suchen 
die Relation zwischen to und S, durch welche diese beiden Gebiete 
in den kleinsten Theilen ähnlich auf einander abgebildet werden^ 
und berechnen a aus dieser mit Hülfe von 3). Das Gebiet von 0, 
welches den Gebieten von w und ^ entspricht^ bestimmt den yon der 
bewegten Flüssigkeit erfüllten Raum. 

§2. 
Als Gebiet Ton w wollen wir nun einen Streifen annehmen, dessen 
Grenzen die Gleichimgen 

if ^% (p = — oo 

* = *'o+'* 9 — + 00 

. haben ; wo tf^^ und b zwei Constanten bedeuten; als Gebiet von t 
eine Sichel, bei welcher der eine begrenzende Kreisbogen die Glei- 
chung 

hat und für deren Inneres überall p > 1 ist. Nach den im § 5 der 

vorigen Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen können wir die 

Gleichung zwischen w und i aufstellen^ durch welche das eine dieser 

Gebiete auf dem andern abgebildet wird; dieselbe bestimmt to und t 

als einwerthige Functionen von einander innerhalb dieser Gebiete. 

Dabei können drei Punkte des Umfanges des einen dreien Punkten 

des Umfanges des andern willkürlich zugeordnet werden. Wir setzen 

fest, dass 

g = gl für 9? = — cx) 

g « gg für 9 = + 00 

sei; und nehmen den Punkt ^ auf dem Kreisbogen g = 1, den 
Punkt ti auf dem andern Ejreisbogen der Grenze des g Gebietes an. 
Ohne über das dritte Paar sich entsprechender Punkte eine Be- 
stimmung zu treffen und ohne auf die Gleichung zwischen w und £ 
näher einzugehen, lässt sich dann schon der Charakter des Gebietes 
von jg und der Charakter der den gemachten Annahmen entsprechenden 
Flüssigkeitsbewegung im Allgemeinen angeben. 
Aus der Gleichung 

^=- f tdw, 

die aus 3) folgt, ergiebt sich zunächst, dass das Gebiet von z sich in 
die Unendlichkeit erstreckt, da das Gebiet von w diese Eigenschaft hat 
und g nirgends verschwindet. Es sei Zi ein Punkt der j^-Ebene, für den 
(p sss — cx> ist, und z^ ein Punkt, für den 9 = + 00 ist, so dass 
die Punkte z^ und z^, die in der Unendlichkeit liegen, den Punkten 
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gj und g, entsprechen. Die von dem Pankte ( <= nach g^ und g^ 
gezogenen, geraden Linien wollen wir der Grösse und Richtung nach 
durch Qi und p, bezeichnen, wobei dann die Grösse Ton p^ «» 1; in e^ 
und in endlicher Entfernung daron ist dann die Richtung der Bewegung 



die Ton p^, die Geschwindigkeit gleich -; in 0^ 



und in endlicher Ent- 



fernung davon ist die Richtung der Bewegung die von p,, die Ge- 
schwindigkeit gleich 1. üeberall ist das Gebiet von si eine in den 
kleinsten Theilen ähnliche Abbildung des Gebietes von w, bei der' 
alle Langen im Yerhältniss Ton 1 : p tergrössert sind; bei 0^ ist 
daher das Gebiet von e dem von w congruent und b die Breite des 
Stromes, bei Zi ist diese Breite Qih. Bei jeTj müssen die Grenzen des 
Stromes feste Wände, bei z^ können sie freie Grenzen sein. Freie 
Grenzen können überhaupt die Theile der Grenze des Gebietes von 
sein^ welche den Theilen der Grenze des Gebietes von g entsprechen, 
für welche p = 1 ist, während die Theile der Grenze des Gebietes 
von feste Wände sein müssen, welche den Theilen des zweiten 
Kreisbogens in der Grenze des g- Gebietes entsprechen. Es seien ^ 
und ^4 die Spitzen der Sichel, welche das g- Gebiet bildet, z^ und 0^ 
die entsprechenden Punkte im j?-Gebiete; jeder dieser beiden Punkte 
bildet das Ende einer festen Wand und den Anfang einer freien 
Grenze. Fig. 2 soll die in Rede stehenden Gebiete von ^ und zur 
Anschauung bringen; die stärkeren Linien in dem letzteren sollen die 
festen Wände, die schwächeren die freien Grenzen darstellen; diese 
geben die Gestalt des Strahles an, der aus einem Gefässe austritt, 
dessen Gestalt durch jene bestimmt ist. 

Fig. 2. 





Wir machen auf eine Eigen thümlichkeit noch aufmerksam, die die 
Punkte j?s imd z^ darbieten. In ihnen haben die durch sie gezogenen 
Stromlinien bestimmte Tangenten; es sind diese parallel den Linien 



294 Zweinndswanzigste Vorlesimg. 

p, und Q^ in der ^-Ebene. Es sind aber z^ und g^^ Wendungspimkte, 
und zwar die einzigen^ welebe die genannten Stromlinien besitzen, 
wie daraus herrorgeht, dass fiberall die Tangente mit der dem be- 
trachteten Punkte entsprechenden Linie q parallel ist; Torausgesetzt, 
dassy wie bei der gegebenen Figur, keine Tangente von dem Punkte 
^ an den Kreisbogen i^ ii ^4 gezogen werden kann. Wir wollen 
den Krümmungsradius in e^ oder g^ aufsuchen. Es sei dl ein Element 
einer Stromlinie und d<p die Aendenmg, die das Geschwindigkeits- 
potential auf demselben erleidet; da — die Geschwindigkeit ist, so 
ist dann 

-2. «B — oder dl «= gdw. 

dl Q ^ ^ 

Gebrauchen wir wieder das durch die Gleichung 3) delinirte Zeichen 

'9', so erhalten wir hiernach für den Krümmungsradius von dl den 

Ausdruck 

pdq> 

oder, da fQr jede Stromlinie ^. constant ist und daher dtv für dtp 
gesetzt werden kann, den Ausdruck 

Hier führen wir di an Stelle von dd^ ein; wir haben in Folge der 

Gleichung 3) 

Igt — lgP + »>, 
also 

f-^ + .-rf*. 5) 

Gehört nun, wie wir zunächst annehmen wollen, dl der freien Grenze 
des Strahles an, so ist p — 1, also dg <« 0, mithin 

und daher der in 4) gegebene Ausdruck des Krümmungsradius 

Rückt der Punkt e einem der Punkte 5,, g^, also der Punkt {; einem 
der Punkte ^, f^^ unendlich nahe, so wird ^ unendlich klein, voraus- 
gesetzt, dass der Winkel an den Spitzen der Sichel, welche das 
{[-Gebiet bildet, kleiner als sr ist, da die einander entsprechenden 
Theile der Gebiete von ^ und w^ für welche t unendlich wenig von 
£3 oder ^4 abweicht, als Theile von Keilen betrachtet werden dürfen, 
die auf einander abgebildet sind durch die Relation, die zwischen 
i und tu besteht. Daraus folgt, dass die betrachteten Krümmungs- 
radien unendlich klein sind. 



§ 3. Oeffhting in ebener Wand. 
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Gehort dl einer der festen Wände an^ so ist nicht dg «=» 0; durch 
Differentiation der Gleichung zwischen p und ^, welche den zweiten 
der Kreisbogen darstellt, die das Gebiet Ton g begrenzen, erhält man 
aber dann eine Gleichung zwischen dQ und dd^, aus der in Verbindung 
mit der Gleichung f)) dd- durch d^ ausgedrückt werden kann — es 
sei denn, dass der zweite Kreisbogen in eine gerade Linie übergegangen 
ist, in welchem Falle seine Gleichung '9'«»const., d.h. d9=^0 ist. 
Im Allgemeinen erhält man daher auch hier aus 4) für den Krümmungs- 
radius einen Ausdruck, der -jp als Factor enthält, und also yer- 

schwindet, wenn der Punkt js in dem Punkt 0^ oder z^ rückt. In dem 
genannten Ausnahmsfalle aber ist der Krümmungsradius an der festen 
Wand unendlich und springt von unendlich zu Null, wenn der Punkt 
z durch 0^ oder z^ hindurchgeht. 



§3. 

Die Rechnung, die wir im Torigeu § bezeichnet haben, wollen 
wir nun in einem speciellen Falle durchführen. Von den beiden 
Kreisbögen, welche das Gebiet von g begrenzen, sei der eine, der- 
jenige, für welchen p «» 1 ist, ein Halbkreis, der andere habe einen 
unendlich grossen Radius; der Punkt ti halbire den Halbkreis und 
der Punkt ^ liege in der Unendlichkeit auf der Ton dem Punkte 
{; SS durch ^ gezogenen Geraden. Fig. 3 soll für diesen Fall die 
Gebiete von ( und z darstellen; in ihr sind ausser den Grenzen 
dieser Gebiete die Achsen der |, nj und x, y, die wir einführen 
wollen, angegeben. 

Fig. 3. 

1 3f 




1 



'Z 



Nehmen wir als die Grenzen des Streifens, der das Gebiet von 
w bildet, dio Linien 

^. = und ^ = Ä 
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an, so haben \^ir zunäclist nach der bei den Ausdrücken 14) der 
vorigen Vorlesung angegebenen Regel und der Gleichung 16) der- 
selben Vorlesung 

zu setzen. Zur Bestimmung der drei Gonstanten C, C und K haben 
wir nach den bereits gemachten Festsetzungen die beiden Be- 
dingungen^ dass 

ist; wir fügen diesen willkürlich die dritte hinzu ^ dass 

für g = 1 w = Q 
sei. Daraus ergiebt sich 

Z — — 1, C— 1, C'= — 1, 



also 






w 



Hieraus ist S zu bestimmen; man erhält dafür die quadratische 
Gleichung 

(g - 1)« i^^^ - (e + 1)«^^^^ = 0/) 

d.h. 

f«_25e-«' + l=0, 
woraus folgt 

g_ e-" + l/c-«-'-^i. 7) 

Das Vorzeichen der Wurzelgrosse ist für «Vtf^j Werth von w durch 
die Festsetzung^ die wir getroffen haben, bestimmt, dass l unendlich 
(und nicht Null) werde für 97 &=» — cx); damit ist dasselbe für das 
ganze Gebiet Ton w bestimmt, da, wie wir wissen, für diese Gebiet {; 
eine einwerthige Function Ton w ist. Nach 3) ist nun 



e 



, Ag— + 1/^-«»^ — l)drw, 



wo die untere Grenze des Integrals beliebig gewählt werden kann 
und gleich Null gesetzt werden möge; der Punkt £ => entspricht dann 
dem Punkte S = 1> i^t also der mit g^ bezeichnete Punkt Die 
Integration bei dem ersten Theile des für si gefundenen Ausdrucks 



1) In dieser Gleichung hatte in den fraheren Auflagen das zweite Glied der linken, 
in Gleichung 8) das dritte Glied der rechten Seite unrichtiges Vorzeichen. W. 
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ist unmittelbar ausführbar; bei dem zweiten wird sie es^ wenn man 

als Integrationsvariable j/e"^** — 1 an Stelle von w einfahrt. Man 
erhält so 

;? =i 1 — e-« — yg-2« _ 1 ^ arctgl/e-«« — 1, 8) 

wo der vorkommende arctg fClr te; >» verschwindet. Hieraus sind 
die Grenzen des Oebietes von e zu bestimmen. 

Wenn ^ = ist und tp zwischen und — cx> variirt, so folgt 

aus 8) ^___ 

X = 1 — 6-9 — Ye-^v — 1 + arctg V^c-«y— 1 

wo die Wurzelgrosse (wie jede reelle Wurzelgrösse) positiv gerechnet 
werden soll und der arctg im ersten Quadranten liegt. Durch diese 
Gleichungen ist die negative o: -Achse dargestellt; sie bildet eine feste 
Wand. Für 9 = — oo und ^ = ist also 

Hat 9 einen constanten^ unendlich grossen ^ negativen Werth und 
wächst ^ von Null bis n, so ist 

x = 1 — 2e""y cos ^ + f 9^ 

y «= 2e""y sini/;. 

Bei diesem Schlüsse ist benutzt^ dass arctg if, d.h. 



/ 



du 



1 + tt* 



seinen Werth nicht ändert, wenn der Pimkt u auf einer ganz in der 
Unendlichkeit liegenden Linie bewegt wird. Die Gleichungen 9) stellen 

einen Halbkreis dar, dessen Mittelpunkt die o;- Ordinate 1 -f~-ä; ^i^ 

^-Ordinate Null hat, und dessen Radius 2e~'9 ist. Durch diesen Halb- 
kreis strömt die Flüssigkeit nach seinem Mittelpunkte hiii mit einer 
Geschwindigkeit, die dem Reciproken seines Radius gleich ist. Für 
qo SB — 00 und ^ = Ä ist 

Ist ift ^= 7t und liegt (p zwischen — 00 und 0, so ist 



a; = 1 + e-y + ye-^^ — 1 + ä — arctg j/c-^y _ i 

wo der arctg wieder im ersten Quadranten zu wählen ist. Diese 
Gleichungen stellen den Theil der o; -Achse zwischen den Punkten 
X = 2 -{- 7t und X == + 00 dar; auch er ist feste Wand. Für ^ = w, 
(p assO ist, ebenso wie für ^ »» 0, 9 -» 0, wie aus der Gleichung 7) 
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• dt 
hervorgeht^ j^ uneDdlich; fc = und w -» in sind die einzigen Punkte 

in der Grenze des Gebietes von tv, für welche dieses stattfindet; daraus 
folgt^ dass der Punkt x ^=' 2 -{- x, {/«»O der mit sf^ bezeichnete ist. 
Wenn tlf ^^^ n und (p positiv ist^ so ergiebt sich^ da 

.arctgi«-.ilg?-±^, 

und nun y negativ werden muss^ 

a: = 1 + 6-y + Ä 

1 — Vi — c~*^ 
Diese Linie ist eine freie Grenze des Strahles. 

Für ^ = Ä, 9? = + <3o ist 

:r = l + «, x— 1— lg2 — q>. 

Giebt man dem 9 einen constanten, unendlich grossen, positiven Werth 
imd lässt if von n bis abnehmen, so findet man 

a; «SS 1 -|- ^ 

y «- 1-— lg2 — 9. 

Diese Gleichungen stellen eine der x-Achse parallele Linie von der 
Länge x dar, für die y «=» — 00 ist-, durch diese Linie strömt die Flüssig- 
keit mit der Geschwindigkeit 1 in der Richtung der negativen y-Achse- 
Für 9 es + 00 und ^ — ist 

x=l, y = 1 — lg2-- 9. 

Nimmt man endlich ^ »= und q> positiv an, so ergiebt sich 

j; — 1 — c-y 

Die hierdurch dargestellte Linie ist die zweite freie Grenze des Strahles. 
Setzt man in diesen Gleichungen 9 ki 0, so koiftmt man zu dem 
Punkte 2 ■= zurück, von dem wir bei der Aufsuchung der Grenzen 
des Gebietes von z ausgegangen sind. 

§4. 

Wir wollen nun einen Fall betrachten, der auch den eben be- 
handelten als speciellen in sich schliesst. Das Gebiet von w soll, wie 
in diesem, durch die Linien 

^ aa 9 = — 00 

tl) tssx n fp ffsi -\- 00 
begrenzt sein^ das Gebiet von g aber sei begrenzt durch einen Kreis- 
bogen, der um den Punkt g = mit dem Radius 1 beschrieben ist, 
die Länge a hat und für dessen Endpunkte g die Werthe ^ und ^ 



§ 4. OeiThung sswischen convergirenden ebenen Wänden. 
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besitzt^ durch die Verlängerung der nach diesen Punkten gezogenen 
Radien und einen unendlich grossen^ concentrischen Kreisbogen. Dieses 
Gebiet von ^ lässt sich nach den über die Gleichung 9) der yorigen 
Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen durch die Substitution 

abbilden auf ein Gebiet der Variabeln Z, welches durch einen HalbkVeis 
vom liadius 1, die Verlängerungen der nach seinen Endpunkten ge- 
zogenen Radien und einen unendlich grossen^ concentrischen Halbkreis 
begrenzt ist. Die Werthe, welche Z dabei fftr 5 = Sj und S = £4 
erhält; nennen wir Z, und Z^y so dass 

-Zs =— Ss , z^ = ii 

ist. Das Gebiet Ton Z stimmt im Endlichen aber überein mit dem 
Gebiete, welches wir für g im yorigen § angenommen haben, und wird 
daher durch die Gleichung 

( Z ^ Z,\ ^ _ ^ e ^ ^C 

\Z^ZJ "" e^'-C' 
die der Gleichung 6) nachgebildet ist, auf dem Gebiete yon xv ab- 
gebildet. Daraus folgt dann zwischen £ und \c die Relation 




*3 



K 






10) 



-i: 



wir nennen wieder {;, und £2 ^^^ willkürlich zu wählenden Punkte der 
Grenze des Gebietes yon g, für welche 9? = — 00 und g) ■= -f" <^ ist; 
setzen wir dann noch zwei Punkte der Grenzen der Gebiete von i und w 
als einander entsprechend fest, so sind die Constanten Ky (7, C bestimmt. 
Wir wollen g, in der Unendlichkeit i^ auf dem mit dem Radius 1 
beschriebenen Kreisbogen annehmen; Fig. 4 stellt dann die entsprechenden 
Gebiete yon {; und z dar. 

Fig. 4. 




Die Theile des Gebietes .von z, für welche qj -=» — (x> oder 
^ r= -j- 00 ist, liegen in der Unendlichkeit; die festen "Wände sind. 
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gerade in ihrer ganzen AuBdehnting und haben die Richtungen Ton 
p3 und P4', der Strahl hat in der Unendlichkeit die Richtung von q^ 
und die Breite x. 

Wir betrachten noch einen besondem, hierher gehörigen Fall. 
Es sei 



und für «; = 



a = 2ä, ^ 



ti-^-i 



^ = 0. 



Die Gebiete Ton ( und z sind dann durch Fig. 5 dargestellt. 

Fig. 5. 

3 




n 






Bei der Bildung der Gleichung 10) treten die Grössen }/{^ und 
y]^ auf; diese sind nicht einander gleich^ obwohl g, und ^ es sind, 
sondern entgegengesetzt, weil die eine von ihnen stetig in die andere 
übergehen muss, wenn der Punkt t auf einem, in seinem Gebiete 
liegenden Wege von ^3 nach £47 oder umgekehrt, geführt wird. Hier* 
nach und in Folge der Bedingungen, dass 

fttry« — 00 t — cx> 

M; = S — i 

werde, geht die genannte Gleichung über in 



— e 



d.h. 



Vi + vr) i + e-' 



Die Summe der beiden Werthe von Y^y die sich hieraus ergeben, ist 
— ■ 2 yTe""", ihr Product = + i; die Summe der beiden Werthe von g 
ist — 2i (2e-*"' — 1) und das Product derselben « — 1; für f gilt 
also die quadratische Gleichung 

?-2ti(2e-««-l)~l— 0, 
aus welcher folgt 

e = i(2e-««'— 1 + 2e-«'|/c-*'^— 1). 

1) In dieser Gleichung hatte früher das dritte Glied unrichtiges Voneichen. W. 



§ 4. Parallele ebene Wände. 
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Das Vorzeichen der hier vorkommenden Wurzelgrösse ist dadurch 
bestimmt^ dass^ wenn 9 = — cx) isi^ g unendlich und nicht Null wird. 
Aus 



10 



r/ 



z = \idw 



ergiebt sich hiemach 

z= ^i (e-««' + «;— 1 + r-^yt-^^ — l — lg(c-"' + Ve-««' — l)), 

wo der lg für t c? = verschwindet. 

Ist 1^ acs und nimmt qp von bis — 00 ab^ so ist hiemach 

y = — (e-«y + 9 — 1 + e-yVc-2v — l — lg(e" v 4. ^e-^ «y — l)) , 

durch welche Gleichungen die negative j/ -Achse dargestellt ist. 

Hat (p einen constanten^ unendlichen, negativen Werth und wächst 
^ von bis ä, so wird 

a;= — 2e-*9'sin2^ + 2^ 

y = _2r-«vcos2i/; — 29+ 1 + lg2. 

Ist ^ := 3r und 97 negativ^ so findet man 
x = 2ä 

y «= — {e- »9» + 9 — 1 + e-'/' >/^"»y — 1 — lg(^9' + }/e-«v — 1)). 

Diese Gleichungen stellen die zweite feste Wand dar, Fig. e. 

die also in dem Abstände 2n von der ersten sich 
befindet. Die Breite des Strahles ist den voraus- 
geschickten allgemeinen Betrachtungen zufolge «= %. 

Der eben erörterte Fall eines Flüssigkeitsstrahles 
ist der erste^ welcher mathematisch behandelt worden 
ist, und zwar von Helmholtz.*) 

Giebt man^ ohne sonst in den gemachten An- 
nahmen eine Aenderung zu treffen , dem Punkte ^^ 
eine andere Lage, als sie in Fig. 5 angegeben ist, 
auf dem Kreise p «b 1, so erhalten die Grenzen des 
Gebietes von z die in Fig. 6 dargestellte Gestalt. Diese Grenzen 
schneiden sich selbst; eine dem entsprechende Flüssigkeitsbewegung 
ist nicht möglich. 

§5. 

Wir wollen nun über das Gebiet von w eine andere Annahme 
als bisher machen. Es sei dasselbe begrenzt durch die Linien 




*) Monatsberichte der Berliner Akademie, April 1868. 
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*=■ — I 9 = — cx> 

*~ + f 9 = 4-00 

und durch die beiden Seiten der Linie^ für welche 

^ = und ^>0 

ist. Die folgende Betrachtung lehrt^ wie dieses Gebiet sich auf einer 
Sichel abbilden lässt. 

Das Gebiet y welches aus ihm entsteht^ wenn man die Linie 
^ SS 0, 9 > nicht zur Grenze gehörig rechnet, wird durch 

auf einem Kreise in der Z-Ebene abgebildet, und zwar so, dass 

fRr^»» — 00 Z= — 1 
9« + 00 Z— + 1 

ist; der Radius des Kreisel ist hiernach gleich 1, sein Mittelpunkt ist der 
Punkt Z ^= und entspricht dem Punkte w ^^ 0. Ist ^ =» 0, 9 > 
so ist Z reell und kleiner als 1; der Linie ^ «= 0, ^ > entspricht 
der Radius, der von dem Punkte Z => nach dem Punkte Z = 1 
gezogen ist. Durch die Gleichung 11) wird daher das im Anfange 
dieses § bezeichnete Gebiet von w auf einem Gebiete von Z abge- 
bildet, das durch den genannten Kreis und die beiden Seiten des ge- 
nannten Radius begrenzt ist. Dieses aber wird durch 

Z=Z'2 

auf einem Halbkreise vom Radius 1 in der Z'-£bene abgebildet, also 

auf einer Sichel; der Winkel an den Spitzen derselben ist ^ und für 

ihre Spitzen, ist Z'<» + 1. Auf dieser Sichel ist also das Gebiet von 
U7, das wir angenommen haben, durch 

abgebildet und kann daher mit Hülfe der im § 5 der einundzwau- 
zigsten Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen auf jeder andern 
Sichel abgebildet werden, und zwar so, dass drei beliebigen Punkten 
seines Umfanges drei beliebige Punkte des ümfanges dieser ent- 
sprechen. 

Als Ghrenzen des Gebietes von g wollen wir wieder einen Halb- 
kreis vom Radius 1 und einen unendlich grossen Kreisbogen an- 
nehmen und wollen festsetzen, dass, wenn &> £99 Ss ^^^^ Punkte des 
Halbkreises sind, 
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für 9) == — 00 


5 = S, 


^ < 0, 9 = + 00 


S = S, 


^ > 0, 9 -= + 00 


&-£s 



ist. Der Charakter des Gebietes vou z lässt sich dann wieder im 
Allgemeinen mit Leichtigkeit angeben. Fig. 7 stellt die Gebiete von 
iJOy % und z dar. 



Pig. 7. 




Aus der Unendlichkeit kommt ein Strahl^ der dort die Breite Hy 
die Geschwindigkeit 1 und die Richtung Ton p| hat; in die Unendlich- 
keit gehen zwei Strahlen, die dort die Breite — , die Geschwindigkeit 1 

und die Richtungen von pj ^^^ 9s haben. Die Grenzen jenes Strahles 
gehen in die äusseren Grenzen dieser durch die Linien über, die den 
Kreisbögen ^^ tz ^^^ ti ts entsprechen. Die inneren Grenzen der 
beiden in die Unendlichkeit laufenden Strahlen gehen in einander 
über durch eine Linie, die zum Theil freie Grenze, zum Theil feste 
Wand ist. Die Enden der letzteren entsprechen den Spitzen des« 
Gebietes von t und zwei gewissen Punkten des u'- Gebietes, für welche 
^ =s 0, 9) > ist. Die Wand liegt ganz im Endlichen, ist gerade 
und dem unendlichen Kreisbogen der Grenze des g- Gebietes, so weit 
er im Endlichen liegt, parallel. In ihr giebt es einen Punkt, dem 
Punkte w = entsprechend, wo die Geschwindigkeit Null ist und 
eine Stromlinie sich in zwei theilt. 

Wir gehen näher auf einen Fall ein, der als in dem besprochenen ent- 
halten angesehen werden kann, den wir aber selbständig behandeln wollen. 

Die Grenzen des Gebietes von g seien die in Fig. 7 dargestellten, 
das Gebiet von to aber sei die unendliche Ebene, die durch die beiden 
Seiten der Linie w »» 0, 9 > begrenzt ist. Dabei sei 

für IC — c» g a= — i 

w^l e— + 1; 

die letzte Bedingung ist erfüllbar, da der Punkt u; => 1 zweimal in 
der Grenze des Gebietes von w yorkommt und daher zwei Punkten 



304 Zweiundzwanzigste Vorlesimg. 

in der Grenze des Gebietes Ton £ entsprechen muss. Die Relation 
zwischen w und (, durch welche die Gebiete der beiden Yariabeln 
diesen Festsetzungen gemäss auf einander abgebildet werden, findet 
man leicht durch die folgende Betrachtung. Das Gebiet von u? wird 
durch 

auf der Hälfte der Z- Ebene der Art abgebildet, dass 

für m; = oo Z — oo 
«;— 1 Z—±l 

ist. Dieses Gebiet von Z ist ein Kreis von unendlich grossem Radius; 
die Sichel, welche das Gebiet von £ ausmacht, wird auf demselben 
durch 



so abgebildet, dass 



(1^) 



+ £/ i+Z 



e- + i Z- + 1 
e — 1 Z-.-1 

ist. Daraas folgt die Relation zwischen g und to 



Hieraus ergiebt sich 



also 



{;«-2S-^ + l-0, 



Das Vorzeichen der zweiten der beiden hier vorkommenden Wurzel- 
grossen ist durch die Festsetzung bestimmt, dass ( «= — i für 
tc; B> cx) wird, das der ersten dann dadurch, dass für u; «=> 0, {; un- 
endlich und nicht Null werden muss, da in dem Gebiete von ( 
keine Wertbe vorkommen, deren Modul kleiner als 1 ist. Setzt 
man noch fest, dass z und w gleichzeitig verschwinden, so ergiebt 
sich aus 12) 



^ «s 2 Yw + w Y 1 + arc sinV^w, 

wo der arc sin Null ist fElr tr *» 0. Für die feste Wand ist Yw reell 
und varürt von — 1 bis +1; ^^ dieselbe ist daher y «= und x 
liegt zwischen 

-2-\ und 2 + |- 



§ 5. Ebene Wand in einem unendlichen Strome. 
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Fig. 8 stellt für den jetzt betrachteten Fall die Gebiete von w, ^ 
und B dar. 

Fig. 8. 



iir 



"9 




Ein Strom von unendlicher Breite^ der in der Unendlichkeit 
überall die Geschwindigkeit 1 und die Richtung der negativen y- Achse 
hat, trifft eine Wand Ton der Breite 4 -|- ^, die senkrecht zur j/-Achse 
ist; in den freien Grenzen, die von den Enden dieser ausgehen, 
berührt er ruhende Flüssigkeit. 



§6. 

Wir wollen nun eine Betrachtung über den Druck anstellen, den 
eine feste Wand bei solchen Flüssigkeitsbewegungen, wie wir sie in 
dieser Vorlesung untersucht haben, erleidet. Der Druck p in irgend 
einem Punkt der bewegten Flüssigkeit ist der Gleichung 1) zufolge 
bestimmt durch 



oder 






In der ruhenden Flüssigkeit ist der Druck einer Constanten gleich, 
die durch C^ bezeichnet werden möge. An der freien Grenze der 
bewegten und der ruhenden Flüssigkeit ist der Druck auf beiden 
Seiten derselbe und q ==^ \\ daraus folgt 



C\ 



C- 



also 



2 ' 



i>-=-Co+;(i--i) 



Nun sei dl ein Element einer Wand, die auf der einen Seite mit der 
bewegten, auf der andern mit der ruhenden Flüssigkeit in Berührung 
ist; der Ueberschuss des Druckes, der auf dieses von der ersten Seite 
wirkt, über den von der zweiten Seite wirkenden, oder, wie wir der 

KirQhhoff, Mecbanik. 4. Aufl. 20 
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Kürze wegen sagen wollen, der Druck, den das Element dl erleidet, 
ist daher 



1(1 --^)d?. 



Um mit Hülfe dieses Ausdrucks den Druck zu berechnen, den ein 
endlicher Theil der Wand oder die ganze Wand erleidet, ist es zweck- 
mässig, als Integrationsyariable w einzuführen. Wie wir bereits am 
Ende des § 2 benutzt haben, ist dl •= Qdtpy oder, da für die Wand 
rlf constant ist, dl = Qdw] wobei indessen zu beachten ist, dass dq> 
und dwy ebenso wie dl, positiv zu wählen sind. Der Druck, den 
das Element dl erleidet, wird daher 

Die weiteren Entwickelungen wollen wir auf den Fall beschränken, 
dass die Wand gerade und parallel der o; -Achse ist. An ihr ist dann 
% reell und daher 

wo das Vorzeichen dadurch bestimmt ist, dass q positiv ist. Der 
Druck, den die ganze Wand erleidet, ist also 



/+ 1 (e - t) ''-' 



wo die Integration über die Wand auszudehnen und das Vorzeichen 
so zu wählen ist, dass alle Elemente des Integrals positiv sind. 

In dem Falle, auf den Fig. 8 sich bezieht, ist in Folge der 
Gleichung 12) 



T(8-|)-V'i->- 



Da längs der Wand ^w von — 1 bis -|~ 1 zunimmt, so ergiebt sich 
hieraus der Druck, den die Wand in diesem Falle erleidet, 



= 7C. 



§7. 

Wir wollen endlich uns von einigen Voraussetzungen frei machen, 
die wir in dieser Vorlesung eingef&hrt haben, um die Formeln ab- 
zukürzen. 

Schreibt man in der Gleichung zwischen b und tr, welche eine 

Flüssigkeitsbewegung der betrachteten Art darstellt, — für tr, wo n 

eine positive Constante bedeutet, so stellt die neue Gleichung eine 
Bewegung dar, bei der die Stromlinien die alten sind, die Gteschwindig- 
keit überall proportional mit »?, der Druck, den eine Wand erleidei^ 
proportional mit n' ist. 
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Schreibt man in derselben Gleichung — un4, — für e und tVy 

wo m wieder eine positive Constante ist^ so stellt die neue eine Be- 
wegung dar, bei der die Stromlinien den früheren ähnlich sind und 
die Geschwindigkeit an den entsprechenden Punkten dieselbe ist. Die 
linearen Dimensionen der StromUnien sind mit m proportional; mit 
m proportional ist auch der Druck , den eine Wand erleidet. 

Ist die Dichtigkeit der Flüssigkeit nicht gleich 1, wie wir an- 
genommen haben, sondern gleich ^i, so ist der Druck, den eine Wand 
erleidet, proportional mit fi. 

Kehren wir nun noch einmal zur Betrachtung . der Strömung 
zurück, auf welche Fig. 8 sich bezieht, nehmen aber an, dass l die 
Länge der festen Wand, v die Geschwindigkeit an der freien Grenze 
der bewegten Flüssigkeit oder in der Unendlichkeit, fi die Dichtig- 
keit der Flüssigkeit ist; der Druck, den die feste Wand erfahrt, ist 
dann hiemach 

2 l7t 



= flV 



4 -f TT 



Dreinndzwaiizigst« Yorlesang. 

(Bewegung der Luft oder einer anderen compressibeln Flüssigkeit, auf deren 
Theile keine Kräfte wirken. Es wird die Existems eines Geschwindigkeitspotentials 
TOrausgesetzt und die Geschwindigkeit als unendlich klein angenommen. Auf- 
stellung der Bedingungen, durch welche das Geschwindigkeitspotential bestimmt 
ist. Ebene Wellen. Reflexion derselben. Kugelförmige Wellen. Berechnung des 
Geschwindigkeitspotentials aus dem Anfangszustande für den Fall, dass der Luft- 
raum unbegrenzt ist. Bewegung einer festen Kugel in der LufL Schwingungen 
einer Kugel. Intensität des erzeugten Tones. Schwingungen zweier kleiner Kugeln.) 

§1. 

Wir haben bis jetzt die Bewegung einer Flüssigkeit nur unter 
der Voraussetzung näher untersucht, dass diese als incompressibel 
betrachtet werden kann; wir wollen nun auf die Aenderungen der 
Dichtigkeit Rücksicht nehmen. Zu den Erscheinungen, mit denen 
wir es hier zu thun haben werden, gehören vornehmlich die Schall- 
schwingungen der Luft; wir wollen uns vorstellen, dass die Flüssig- 
keit, um die es sich handelt, die Liift ist, obwohl die Rechnungen, 
die wir durchführen werden, für jede Flüssigkeit gelten. Wir setzen 
die Existenz eines Geschwindigkeitspotentials voraus, nehmen an, dass 
Kräfte nicht wirken, und dass die Geschwindigkeiten überall stetig 
sich ändern; für den Punkt (rr, i/, sf) und die Zeit t bezeichnen wir 
das Geschwindigkeitspotential durch 9, den Druck durch ;), die Dichtig- 
keit durch II. Nach den Gleichungen 20), 21) und 6) der fünfzehnten 
Vorlesung ist dann 

-■p - ^ + : ((fe)"+ (^)'+ (fe)') i) 

, ä(,!») sl,?/.) sU?f) 



-/-' 



"■-, 3) 



WO das für P angegebene Integral aus der Relation zu berechnen 
ist, die zwischen p und fi besteht, und die untere Grenze der 
Integration dabei beliebig gewählt werden kann. Wir f^erden uns 
auf die Betrachtung des Falles beschränken, dass die Geschwindig- 
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keiten, sowie die Aenderungen des Druckes und der Dichtigkeit als 
unendlich klein anzusehen sind. Wir können dann zunächst 

dp «« a* dit 4) 

setzen, wo a eine positive Gonstante bedeutet, die, wie ynr sehen 
werden, die Fortpflaneungsgeschwindigkeit des Schalles in der Luft ist. 
Wir machen femer 

f*-=f*o(l + <y), 5) 

indem wir unter iiq eine Gonstante verstehen, die unendlich wenig 
von den Werthen, die ft erhält, verschieden ist; die Grösse a nennen 
wir die Verdichtung im Punkte (x, y, e) zur Zeit t Berücksichtigen 
wir nur die Glieder niedrigster Ordnung, so folgt aus 3), 4) und 5), 
wenn wir P und 6 gleichzeitig verschwinden lassen, 

und aus 1) und 2) 

|f + a*<r = 6) 

Hieraus ergiebt sich ftlr (p die partielle Differentialgleichung 

1^ « a'^ip. 7) 

Nach dem Begriffe des Geschwindigkeitspotentials sind ~T'y ~^} -^ 

die Componenten der Geschwindigkeit, und nach der Gleichung 6) 

ist i 5^ die Verdichtung <y im Punkte (rc, y, z) zur Zeit i\ alle 

diese Grössen sind daher gefunden, wenn 9> als Function von x^ y^ z 
mid i bis auf eine additive, von diesen 4 Argumenten unabhängige 
Gonstante ermittelt ist. Wir wollen beweisen, dass durch die Glei- 

chung 7) ^> vollkommen bestimmt ist, wenn 9 und -^ fQr ^ »s als 

Functionen von rr, y^ z und fQr alle Elemente der Grenzfläche der 

betrachteten Luftmasse ^ als Function von i gegeben sind und 9> 

als stetig angenommen vrird. Man bezeichne durch dx das Volumen, 
welches ein Element der Luftmasse zur Zeit t einnimmt, multiplicire 

die Gleichung 7) mit ^ dx und integrire nach dx ; die so entstehende 

Gleichung lässt sich schreiben 

Ä/(l7/^^ = 2a«/^^^rfr, 8) 

da das Glied, welches bei der Entwickelung der linken Seite von 8) 
in Folge davon auftritt, dass dx mit der Zeit sich ändert, unendlich 
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klein von höherer Ordnung ist^ als die übrigen Glieder. Dieselbe 
Erwägung ergiebt 

f./(fö" + (U)* + (!!)>• 

Die rechte Seite dieser Gleichung — mithin auch ihre linke —- ist 
nach dem durch die Gleichung 14) der sechszehnten Vorlesung aus- 
gesprochenen Green'schen Satze 

WO ds ein Element der Oberfläche der Luftmasse und n die nach 
dem Innern dieser gerichtete Normale von ds bedeutet; es gilt diese 
Behauptung auch in dem Falle, dass 9 vielwerthig ist, weil auch 
dann die Differentialquotienten von 9 nach x, y, z und t einwerthig 
sind. Die Gleichung 8) wird hiernach 

mjih (H)' + (H)* + (H)* + (!?)>' - - ^/l! H "»i 

sie spricht den Satz von der lebendigen Kraft f&r den Fall, den wir 
betrachten y aus. Ist für alle Elemente der Oberfläche und für alle 

Werthe der Zeit ^ *» 0, so ist die geftindene Gleichung integrabel 

und giebt 

/(MIT)" + (H)' + ©■ + (§!)>- «. 

WO C eine von t unabhängige Grösse bedeutet. Verschwinden überall 

(p und -^ fQr t'^Oj so ist C7= 0; es ist dann 97 unabhängig von 

Xj y, z und ty es ist dann also immer und überall 9 a» 0. Wir 
haben somit bewiesen, dass, wenn q> der Differentialgleichung 7) genügt, 

för ^ = 0, ()p und ^ verschwinden und an der Oberfläche für alle 

c t 

Werthe der Zeit ^ «» ist, allgemein 9 = ist. Es folgt hieraus, 
dass, wenn 97^ und q)^ der Gleichung 7) genügen, für ^«»0 

q>i - 9, und -^-^ - -gj 
und für die Oberfläche 

dn dn 
ist, man allgemein qp, »= q>^ hat. 
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Für ein gewisses Zeitinteryall lässt sich (p für einen jeden Punkt 
der Luftmasse in einfacher Weise durch die Werthe ausdrücken, die 

97 und -^ im Anfangspunkte der Zeit besitzen. Um das zu zeigen, 

wollen ¥rir eine particuläre Lösung der Gleichung 7) benutzen, die 
im nächsten § abgeleitet werden soll. 

§ 2. • 

Nimmt man an, dass q> von x und y unabhängig ist, so geht 
die Gleichung 7) über in diese 

Setzt man 

X ^^ — at, y M=: z -{- aty 

indem man den Zeichen x und y eine neue Bedeutung giebt, so 
hat man 

dt* \dx* ' dy^ cx'dyl 



dz* , a«' ' ^y" "^ dxdy^ 

die Gleichung 9) wird also 

hieraus folgt, dass .^ von y unabhängig, 97 also die Summe einer 

Function von x und einer Function von y sein muss. Die allgemeine 
Lösung der partiellen Differentialgleichung 9) ist daher 

9) « Fl (xf — at) + F^(z + at\ 10) 

wo t\ und F2 willkürliche Functionen der beigefügten Argumente 
bedeuten. 

Gesetzt y es sei 

(p = Fi(z — at) 

und es habe F, variable Werthe nur, wenn sein Argument zwischen 
und € liegt; zur Zeit t hat dann tp variable Werthe nur, wenn e 
zwischen at und 0/ -j- £ liegt, und zwar immer dieselben Werthe, 
welches auch der Werth von t sein möge; man sagt: eine Welle von 
gleichbleibender Gestalt pflanzt sich mit der Geschwindigkeit a in 
der Richtung der £r-Achse fort. Ist 

und hat F^ variable Werthe nur, wenn das Argument innerhalb eines 
gewissen Intervalls liegt, so hat man eine Welle, die mit derselben 
Geschwindigkeit in der entgegengesetzten Richtung sich fortpflanzt. 
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Die allgemeinere^ darch die GleichuDg 10) dargestellte Bewegung 
bezeichnet man als eine, 'bei der zwei Wellen oder zwei Wellensysteme 
vorhanden sind, die mit der Geschwindigkeit a in der Richtung der 
jer-Acj^se und in der entgegengesetzten Richtung fortschreiten. 

Wir wollen nun annehmen, dass eine feste Wand yorhanden 
sei, für welche jer <» 2 ist, so dass ftr diesen Werth von 5 immer 

^ s^ sein muss; für die betrachtete Luftmasse sei e <.l und t 

sei positiv; zur Zeit ^ = sei eine Welle vorhanden, die in der 
Richtung der jgr-Achse fortschreitet und jene Wand noch nicht er- 
reicht hat. Für ^ «a und für hinreichend kleine Werthe von t 
ist dann 

die Function F^ (x) ist dabei fttr alle Werthe von x, die <l sind, 
bis auf eine additive Gonstante bestimmt durch die Verdichtungen 
oder durch die Geschwindigkeiten, die zur Zeit ^-»0 stattfinden; sie 
ist für die genannten Werthe von x völlig bestimmt, wenn wir noch 
festsetzen, dass jF\ (x) «» ist, wenn x nahe -» l ist. Wenden wir 
die Gleichung 10) auf unsern Fall an, so haben wir i^« (y) ~ zu 
setzen für alle Werthe von j/, die kleiner als l sind; für grössere 
Werthe des Arguments bestimmt sich F^ aus der Bedingung, die für 
j? «= Z zu erfüllen ist. Bezeichnet man nämlich durch Fi und Fi die 
nach ihren Argumenten genommenen Differentialquotienten von JPj 
und F^y so muss für alle positiven Werthe von t 

Fi (l — at) + Fi {l + at) = 

sein, oder, wenn man y => l -\- at setzt, für alle Werthe von y, die 
grosser als l sind, 

Fi(y) = -Fii2l-y). 

Integrirt man diese Gleichung, nachdem man sie mit dy multiplicirt 
hat und wählt die Constante der Integration so, dass F^ (y) bei y «= I 
stetig bleibt, so erhält man 

F,(j,)-~F,(2l-y). 

Diese Gleichung gilt zunächst nur für den Fall, dass y > /; man 
kann sie auch für den Fall, dass y < /, in dem jP, (y) «* ist, gültig 
machen, indem man F^ (x), welches bisher nur für Werthe von x 
definirt ist, die kleiner als l sind, für grössere Werthe gleich Null 
annimmt. Man hat dann allgemein 

9> = Fl (je? — at) + F, (2f - £ — at). 11) 

Das zweite Glied in diesem Ausdrucke von tp stellt eine Welle dar, 
die in der der ;? -Achse entgegengesetzten Richtung fortschreitet; man 
sa^ von dieser, sie sei reflecHrt, sei entstanden durch Beflexion an 
der bei z =^ l vorhandenen Wand. 



§ 3. Berechnung Ton fp aus dem Anfangszustande. 313 

Wir wollen den betrachteten Fall noch durch die Annahme 

specialisiren, dass / unendlich gross ist und F, (x) für unendlich 

grosse positive Werthe von x verschwindet. Für endliche Werthe 
von i ist dann die Gleichung 11) 

V = F,(z — at), 

d. h. die Bewegung geht so vor sich, als ob die Wand bei g = l 
gar nicht vorhanden wäre. Für unendlich grosse Werthe von t gilt 
das aber nicht mehr; es hört an irgend einem Orte auf zu gelten, 
sobald die an der Wand reflectirte Welle ihn erreicht hat. 

Wir haben jetzt ebene Wellen untersucht, wir wollen nun kugel- 
förmige ins Auge fassen. Wir setzen 

und nehmen an, dass q> ausser von t nur von r abhängig ist. Da 
dann 

ist, so wird die Gleichung 7) 

dt* ■" \dr* '^ r drf' 

oder nach Multiplication mit r 

a* (t-y) _ . 8' (f y) 

dt* "" " an ' 

Diese Gleichung ist von derselben Form wie 9); ihre allgemeine 
Losung ist 

9-]:Fi(r-at)-\-^F,(r + at), 12) 

WO Fl \md F^ vrieder willkürliche Functionen bedeuten. Hierdurch 
sind zwei Systeme von Eugelwellen dargestellt, von denen das eine 
von dem Anfangspunkt der Coordinaten nach Aussen, das andere 
von Aussen nach diesem Punkte hin mit der Geschwindigkeit a sich 
fortpflanzt. Bei diesen Wellen bleiben aber während des Fortschreitens 
die Geschwindigkeiten imd die Aenderungen der Dichtigkeit nicht sich 
gleich, wie es bei den ebenen Wellen der Fall ist, sondern wegen des 

Factors - nehmen diese Grossen bei den sich ausbreitenden Wellen 
r 

ab, bei den sich zusammenziehenden zu. 

§3. 

Wir sind jetzt vorbereitet, die am Ende des § 1 ausgesprochene 
Behauptung zu beweisen. Es seien U und V zwei Functionen der 
rechtwinkligen Coordinaten x, y, z, die mit ihren ersten Differential- 
quotienten innerhalb eines vollständig begrenzten, einfach zusammen- 
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hängenden Raumes stetig sind-, es sei dr ein Element dieses Raumes^ 
ds ein Element seiner Oberfläche und n die nach seinem Innern ge- 
richtete Normale von ds] nach dem Green 'sehen Satze ist dann 

In dieser Gleichung setze man U gleich einem Geschwindigkeits- 
potential <py wie wir es hier betrachten^ das also der Gleichung 7) 
genügt, und wähle V so, dass 

ist; man hat dann 

und erhält also, wenn man durch T einen beliebigen Werth von t 
bezeichnet, 

/./., (rU - . I-:)- A [jW (,- _ rlf)];. .8) 



Den An&ngspunkt der Coordinaten legen wir in einen beliebigen 
Punkt des Luftraumes, auf den tp sich bezieht, und machen 

aus der Bedeutung, welche die Gleichung 12) hat, folgt, dass dieses 
V der dafür angenommenen partiellen Differentialgleichung genügt, 
üeber die Function F nehmen wir an, dass sie von Null verschiedene 
Werthe nur hat, wenn ihr Argument zwischen af und at' -\- s liegt, 
und hier positiv ist; dabei soll 

0<ar<ai'+€<aT 






dr — 1 

und £ unendlich klein sein; es hat dann F{r) Werthe, welche unend- 

lieh gross von der Ordnung von — sind. Der Raum, dessen Element 

dt ist, soll durch zwei Eugelflächen begrenzt sein, deren gemeinsamer 
Mittelpunkt der Anfangspunkt der Coordinaten ist, und von denen 
die eine einen Radius hat, der unendlich klein auch gegen £ ist, die 
andere einen Radius 12, der gleich der kürzesten Entfernung des 
Anfangspunktes von der Oberfläche des Luftraumes ist, auf den q) sich 
bezieht; dabei soll die Grösse i' so gewählt sein, dass 
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Um unter diesen Voraussetzangen die Gleichung 13) zu entwickeln, 
bemerken wir zunächst, dass das Integral 



M^p.-^n 



ausgedehnt über die Kugel vom Radius R, für alle positiven Werthe 

von t verschwindet, weil hier für diese V und -^ (oder, was das- 

dV\ * 
selbe ist, — y j gleich Null sind, üeber die unendlich kleine Kugel 

ausgedehnt, ist 









^*^l^ 43r<po^(ö0; 



wenn tp^ den Werth von qp im Punkte r == zur Zeit t bedeutet, 
wie man sieht, wenn man ds durch Polarcoordinaten ausdrückt. Durch 
Ausführung der Integration nach t findet man hiemach die linke 
Seite der Gleichung 13) 

wo qpQ auf die Zeit t' sich bezieht. 

Der in den eckigen Klammern auf der rechten Seite derselben 
Gleichung stehende Ausdruck verschwindet für / = T, weil V und 

-^j für diesen Werth von t gleich Null sind; um seinen Werth für 

^ — zu finden, führen wir die Polarcoordinaten r, d, co ein und 
bezeichnen durch F' den Differentialquotienten der Function F 
nach ihrem Argument. Die rechte Seite der Gleichung 13) wird 
dann 

^.fffsin^d» dmdr (F(r) |f - aF (r) ,.), 

WO ^ == in 9 und -^ zu setzen und zu integriren ist in Bezug 

auf d" von bis ^, in Bezug auf m von bis 2;r und in Bezug auf 
r von bis IL Die letzte dieser Integrationen lässt sich ausführen; 
in der That hat man 

ßär i^« If - «<■ I? 



R R 

frdr F' (r) 7 = [rq>F (r)]*- J^g?^ F (r) dr 



a(<» 
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wo in -^ and (p auf der rechten Seite der Gleichheitszeichen 

r ■= at' 
zu setzen ist. Die Gleichung 13) giebt daher 

sie drückt den Werth^ den tp im Punkte r »« zur Zeit t' hat, aus 

durch die Werthe, die -^ in der Eugelfläche und <p in und unendlich 

nahe an der Eugelfläche, welche mit dem Radius ai' um den Punkt 
r BS beschrieben ist, zur Zeit t ss besitzt. Dieser Punkt kann be- 
liebig in dem zu betrachtenden Lufträume gewählt werden; auch t' ist 

beliebig, nur muss es in dem Intervall von bis — liegen. Sind 97 und 

^ fOr ^ SS überall gegeben^ so kann man also (p f&r jeden Punkt 

und ein gewisses Zeitintervall ermitteln; ist der Luftraum als un- 
begrenzt zu betrachten, so findet man auf diese Weise q) vollständig. 

§4. 

Wir haben früher die Bewegung eines festen Körpers in einer 
als unbegrenzt zu betrachtenden Flüssigkeit ausführlich unter der 
Voraussetzung untersucht, dass diese als incompressibel angesehen 
werden kann; wir wollen nun eine solche Bewegung unter den ein- 
fachsten Annahmen mit Rücksicht auf die dabei eintretenden Dichtigkeits- 
änderungen verfolgen. Wir fassen die Luftbewegung ins Auge, für 
welche 

ist, wo r wieder die Linie bezeichnet, die vom Anfangspunkte der 
rechtwinkligen Coordinaten nach dem Punkte gezogen ist, auf den 
(p sich bezieht, F eine Function, über die zu verfügen wir uns vor- 
behalten; diesen Ausdruck kann man für das Geschwindigkeitspotential 
annehmen, da er der Gleichung 7) genügt. Gleichbedeutend mit der 

Gleichung 14) ist 

d /F{r — at)\ dr 

^"a^l — 7 — )'d-z 

oder 

wenn & den Winkel zwischen der i7-Achse und der Richtung von r 
bedeutet. Die Componente der Geschwindigkeit eines Lufttheilchens 

nach der Richtung von r, d h. ^ ist daher bestimmt durch 



£? 11 /F (r — at)\ 



• cosd. 
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Nun sei R ein specieller Werth von r nnd 

'r.(^«— )-A')i 15) 



dB 

f&r r »B i2 ist dann 



|J -/•(') cos*. 



Hieraus folgt^ dass die Gleichung 14) fQr den Fall gilt, dass eine 
feste Kugel vom Radius R, deren Mittelpunkt dem Anfangspunkt 
der Coordinaten unendlich nahe ist^ in der Richtung der jer-Achse so 
sich bewegt, dass f(t) ihre unendlich kleine Geschwindigkeit zur Zeit t 
ist. Ist f beliebig gegeben, so dient die Gleichung 15) zur Be- 
stimmung von F] bezeichnet man den ersten und zweiten Differential- 
quotienten der Function F nach ihrem Argument durch F' und F"j 
so ist nämlich 

setzt m ap 

F(R — at) -« ü(t) oder kürzer — ü, 16) 

so hat man 

die Gleichung 15) wird daher 

Die Integration dieser Differentialgleichung bietet keine Schwierigkeit 
dar; es seien A| und X^ die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

d. h. es sei 

dann ist 

wenn {/j und {7, als Functionen von t ans den Gleichungen 

bestimmt werden, d. h. wenn 
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gemacht wird, wo die unteren Greuzen der beiden Integrale willkürliche 
Constanten sind. Hat man U ermittelt^ so findet man 9 aus den 
Gleichungen 14) und 16), von denen die zweite 

F{r - at) - U{t - '-=^ 18) 

giebt. 

Wir wollen nun über die Function f(t) die Voraussetzung machen, 
dass sie für alle negativen Werthe verschwindet, dass also die Kugel 
zur Zeit / «» sich zu bewegen anfangt; zugleich wollen wir als 
untere Grenze der in den Ausdrücken von üj und ü^ vorkommenden 
Integrale annehmen; es verschwindet dann ü{t) fiir alle negativen 

Werthe von t und es verschwinden (p und ^, wenn / = und 

r > ü ist; die gemachte Annahme entspricht also dem Falle, dass 
zur Zeit ^ »» die Geschwindigkeit und die Verdichtung aller Luft- 
theilchen gleich Null sind. Dabei ist 

F(r — at) = 0, wenn a^ < r — JB; 

ein jedes Lufttheilchen bleibt in Buhe, so lange diese Ungleichung 
besteht. 

Für positive Werthe von t kann f{t) noch willkürlich gewählt 
werden. Gesetzt, es sei für diese 

wo c eine Constante bedeutet, oder, was im Resultat auf dasselbe 
hinauskommt, es nehme, während t von Null bis zu einem unendlich 
kleinen Werthe wächst, f{t) stetig von Null bis zu dem constanten 
Werthe c zu; es ergiebt sich dann 

^(0 - i'fi^^ (i (^' - 1) - i (^' - 1)) 

oder, wenn man die Werthe Ton Aj und il, einfElhrt, 

£r(o=^'(i-V2r"^'cosg-9). 

Nach 18) ist daher, wenn ai>r — B, 

Für sehr grosse Werthe von t wird 

und es erhält das Geschwindigkeitspotential q> denselben Werth, den 
wir früher bei der Untersuchung der Bewegung einer Kugel in einer 
incompressibeln Flüssigkeit gefunden haben. 
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Es lässt sich U auch leicht berechnen , wenn man für positive 

Werthe von t 

/*(<)== c cos xa/ 19) 

annimmt^ wo x eine Constante bedeutet; man kommt dabei am be- 
quemsten zum Ziele, wenn man benutzt, dass die für f(t) angenommene 
Function der reelle Theil von 

ist, diese Exponeutialgrösse für f{t) in den Ausdruck von U einsetzt 
und den reellen Theil desselben bildet; diese Methode ist richtig, weil, 
wenn f{t) der Summe zweier Functionen von t gleichgesetzt wird, 
man für U die Summe derjenigen Ausdrücke erhält, die für U gelten, 
wenn f(i) gleich der einen oder gleich der andern jener Functionen 
ist, und weil U reell ist; wenn f(t) es ist; so findet man U{t) gleich 
dem reellen Theile von 

2 \ 1 + «Ä — i "^ 1 — xA + i J' 
Für sehr grosse Werthe von t ist hiemach 

y«» ^cosxa^ + -Bsinxa^, 20) 

wo A und B Gonstanten sind. Da dieser Ausdruck für U der reelle 

Theil von 

(A — iB)(cosxa^ + isinxa^) 

ist; so müssen dieselben der Gleichung 

~2~ (i + xR~-::ri + i _hä + iJ — ^ — »'^ 

oder der Gleichung 

A — iB ' 



2 -^%'E^ + t2%R 

genügen ; woraus 

Va^ + b*^ , J!^ 

folgt. Diese Werthe von A und B findet man auch leicht aus der 
Gleichung 17), wenn man in diese aus 19) und 20) die Ausdrücke 
für f{t) und U einsetzt. 

Für das Geschwindigkeitspotential tp ergiebt sich aus 20) mit 
Hülfe von 18) und 14) 

d / jCOB*(r — -B — at) ^ sin x (r — Ä — at)\ ^ _^ . 

9>-=^(^ B ^jcosd^. 21) 

Bei einer Luftbewegung, wie sie durch diese Gleichung dargestellt 
ist, ist, wenn xa zwischen gewissen Grenzen liegt, ein einfacher Ton 
vorhanden. Die Höhe desselben ist durch die eben genannte Grösse 



(: 
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bedingt, oder^ was dasselbe ist, durch die Schtcingungsdauer eines 
Lufttkeilchens; mit diesem Namen wollen wir die Dauer einer Doppel- 
schwingung belegen, d.h. den Werth yon 

%a 
Das Beciproke hiervon nennt man die Schwingxwg&uM des Tones. 
Die Strecke, um welche der Schall während einer Schwingungsdauer 

sich fortpflanzt, also 

2« 

heisst die Wellenlänge des Tones, unter der IntensiiiU eines Tones 
von gewisser Höhe verstehen wir eine Grösse, die mit dem Quadrate 
der grössten Verdichtung, welche ein Lufttheilchen erleidet, proportional 
ist, also proportional mit dem Werthe der Mazima, welche 

dt) 

im Laufe der Zeit hat Bei der durch die Gleichung 21) dargestellten 
Luftbewegung ist die Intensität des Tones von r und d' abhängig; 
von r in ziemlich complicirter Weise, von d" einfach so, dass sie mit 
cos'd proportional ist; sie ist also gleich Null in der Ebene, die 
durch denMittelpunkt der schwingenden Kugel, senkrecht zur Schwingungs- 
richtung dieser, gel^ ist. 

§5. 

Li der achtzehnten Vorlesung haben wir den Fall untersucht, 
dass zwei unendlich kleine Kugeln in einer incompressibeln Flüssig- 
keit sich bewegen, und gesehen, dass in ihm da6 Geschwindigkeits- 
potential gleich der Summe der Werthe zu setzen ist, die es hat, 
wenn nur die eine oder die andere der beiden Kugeln vorhanden ist, 
für alle Flüssigkeitstheile, die nicht unendlich nahe an einer der 
Kugeln liegen. Es gilt dieses auch, wenn die Dichtigkeitsänderungen 
der Flüssigkeit zu berücksichtigen sind. Stellen wir uns zwei un- 
endlich kleine, gleiche Kugeln vor, deren Mittelpunkte auf der je^-Achse 
unendlich kleine Pendelschwingungen der Art ausführen, dass ihre 
Geschwindigkeiten in jedem Augenblicke gleich und entgegengesetzt 
gerichtet sind. Es seien r und r' die Entfernungen des Punktes, auf 
den 9 sich bezieht, von den Mittelpunkten der Kugeln; die Luft- 
bewegung, die der am Ende des vorigen § untersuchten entspricht, 
ist dann, wenn der Anfangspunkt der Zeit passend verlegt wird, dar- 
gestellt durch die Gleichung 

^ d /sin X (r — at) sin x (r' — at)\ 

•f^^rzK—r ? — )> 

wo C eine Gonatante bedeutet 
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Suchen wir die Punkte^ in denen die Intensität des Tones gleich 
Null ist, also -^ immer verschwindet, so finden wir f&r diese 

ce\ r r / 

und 

d /coBxr co8.xr'\ ^ 

dz \ r r/ 

Nennt man g den Abstand des Punktes, auf den sich fp bezieht, 
von der jer-Achse, so sind dieses zwei Gleichungen für g und s. Im 
Allgemeinen kann daher die Intensität des Tones nur in einzelnen 
Kreislinien verschwinden, deren gemeinsame Achse die r-Achse ist. 

Es giebt aber eine Fläche, in der die Intensität gleich ist, wenn - , 

d. h. wenn die Wellenlänge des Tones unendlich gross gegen r und 
r' ist; dann wird die erste jener beiden Gleichungen überall erfüllt 
und die zweite ist 

dz \r r / 

oder, wenn für die Mittelpunkte der beiden Kugeln z = c und 
jSf e=s — c ist, 

±( ^ - l \ _ 

dz \y^, _ cy + ^» v{z + cy + Q'J 

Diese Gleichung stellt eine Rotationsfläche dar, deren erzeugende 
Curve eine hyperbelartige Gestalt hat, durch die Mittelpunkte der 
beiden Kugeln geht und Asymptoten besitzt, die mit der ^ -Achse 

Winkel bilden, deren Cosinus + Kj sind. 

In der Nähe der Enden einer tonenden Stimmgabel ist durch 
den Versuch eine Fläche von ähnlicher Art nachgewiesen, in der die 
Intensität des Tones verschwindet. 
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Yierimdzwaiizigste Vorlesung. 

(Einfache TOne. Anwendung des Green^schen Satzes auf das Geschwindigkeits- 
potential eines einfachen Tones. Ebene Wellen. Stehende und fortschreitende 
Schwingungen. Eigentöne einer Luftsäule. Schwingungen der Luft in einer 
oifenen Röhre. Resonanz. Kugelförmige Weilen. Schwingungen der Luft in 
einem Räume, dessen Dimensionen geg^n die Wellenlänge unendlich klein sind. 
Cubische Pfeifen. Berechnung der Resonanz und Tonhöhe cubischer Pfeifen, wenn 
die OefFnung eine Ellipse oder ein Kreis ist. Berechnung der Resonanz und 

Tonhöhe cylindrischer Pfeifen für gewisse Fälle.) 



§ 1. 

Wir wollen uns jetzt näher mit den Bewegungen der Luft 
beschäftigen, die einem einfachen Tone entsprechen^ und eine Reihe 
von particulären Lösungen der Differentialgleichung, mit der wir es 
hier zu thun haben, aufstellen, welche für die Akustik und namentlich 
far die Theorie der Pfeifen von hervorragendem Interesse sind. Für 
einen einfachen Ton von der Schwingungszahl n ist das Greschwindig- 
keitspotential -Yon der Form 

q> = ^'cos2;rn^ + ^"sin23rn^, 1) 

wo ^' und ^" Functionen Yon x^ y^ sind; aus der Gleichung 7) 
der vorigen Vorlesung folgt für jede von diesen, wenn man wieder 

27tn 

«—■ 

a 

setzt, dass sie der partiellen Differentialgleichung 

Ji; -f- x«^ = 2) 

genügt. 

Bevor wir auf die Betrachtung specieller Fälle eingehen, wollen 
wir anführen, was der Green'sche Satz über die Functionen ergiebt, 
welche in einem vollkommen begrenzten Räume dieser Differential- 
gleichung genügen und mit ihren ersten Differentialquotienten ein- 
werthig und stetig sind. Eine Losung der Gleichung 2) ist 

cosxr 

wo r die Entfernung des variabeln Punktes von irgend einem festen 
Punkte bedeutet; man kann das leicht durch Rechnung direct beweisen 
oder auch aus der Gleichung 12) der voiigen Vorlesung ableiten. 



ij' 
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In der Gleichung ^ die den Ausgangspunkt der Betrachtungen des § 3 
der Yorigen Vorlesung gebildet hat und die den Green'schen Satz, 
soweit wir ihn gebrauchen , ausspricht ^ setzen, wir 

wobei wir den Anfangspunkt von r in dem Räume annehmen^ in dem 

^ die genannten. Eigenschaften hat^ und wenden sie auf den Baum 

an, der von diesem übrig bleibt, wenn man eine unendlich kleine 

Kugel ausschliesst, deren Mittelpunkt der Anfangspunkt von r ist 

Durch eine Betrachtung, wie crie im § 3 der vorigen Vorlesung und 

für einfachere Bedingungen im § 4 der sechszehnten durchgef&hrt ist, 

findet man dann 

^ ^ cosxr 
, r 1^ /*, co8xr d^ 

^ dn ^nj r ^n^ 

wo auf der linken Seite des Gleichheitszeichens ^ sich auf den 
Anfangspunkt von r bezieht, und ds ein Element der Oberfläche 
des ursprünglich gedachten Raumes bezeichnet. Wir heben hervor, 
dass, wie diese Gleichung zeigt, bei den Voraussetzungen, die wir 
über if gemacht haben, alle höheren Differentialquotienten desselben 
stetig sind. 

Wir fassen nun den Fall ins Auge, dass 9, also auch ^ (mit 
welchem Zeichen wir jede der beiden Grössen if' und if" bezeichnen 
wollen), von x und y unabhängig ist. Die Gleichung 2) ist dann 

und ihr allgemeines Integral 

• f ^^ ÄcosxB + Bsin xz. 
Wir haben daher 

q) SS (^' cos xz + B' sin xz) cos 27cnt 

+ (^"cos xz + B"sin xz) sin 2%nt^ 

wo A\ B'y A'\ B" willkürliche Constanten bedeuten. Diese Gleichung 
lässt sich^auch schreiben 

q> = AcoHx(z — z^zos2nn{t — Q + jBsinx(ir — ;»jj)sin2«n(^ — ^0), 

wo ^, 1^, Zqj /q °^^^ Constanten sind, oder, wenn man den Anfangs- 
punkt der z und den Anfangspunkt der Zeit passend verlegt, 

9 =» Acjo^xzcx}^2nnt -f- Bsinxz9\n2nnt 4) 

Wir discutiren zuerst die Falle, dass A oder B oder A — B oder 

A'\- B verschwindet. 

Ist 

B — 0, 
so wird 

21* 
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9= Aco3xgcos2Knt 

«^= — xA9mxjgcoa27cnt 

de 

^-— 1-5^= — -A C08 x0 Sin 2 txn t 

ar et a 

Ist i die Yerrückung, die ein Lufttheilchen zur Zeit t in der Richtung 
der j?-Achse aus einer gewissen Lage^ seiner Mittellage, erlitten hat 
so ist, da % unendlich klein ist^ 

dt '^ dz 
und 

g -« sinx;er8in2xnf. 

Man sieht hieraus^ dass ein jedes Lufttheilchen gerade so sich bewegt, 
wie ein Punkt eines Pendels bei unendlich kleinen Schwingungen; 

sin X je:, oder auch der absolute Werth dieser Grösse, wird die 

a ' ' 

Amplitudey 27tnty oder auch der Ueberschuss hiervon über das zunächst 
liegende Vielfache von 2ny die PJiase der Schwingungen des betrachteten 
Theilchens genannt. Die Phase für einen Augenblick ist überall die- 
selbe; die Amplitude ändert sich mit 0. Nennt man X die Wellen- 
länge y d. h. setzt man 

. 2« 

so ist die Amplitude gleich 0, wo e ein Vielfaches von — , ein Maximum. 

wo z ein ungerades Vielfaches von — ist; jene Orte nennt man Knoten, 

diese Bäuche. Die Verdichtung 6 ändert sich nach einem ähnlichen 
Gesetze, wie die Verrückung S; ihre Maxima finden aber in den 
Knoten statt, und in den Bäuchen ist sie gleich 0. 

Ganz Aehnliches gilt, wenn in der Gleichung 4) nicht JS, sondern 
A verschwindet 

Schwingungen der betrachteten Art, nämlich solche, bei denen 
die Phase für einen Augenblick überall dieselbe ist, nennt man 
stehende Schwingungen, 

Ist 

A = ±B, 

so hat man sogenannte fortschreitende Schwingungen; es ist dann 

9 =s Acoax(e'^at) 

_? a- — x^ sin X (ä + at) 

t = + —coax{ß + at) 
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je nachdem die oberen oder unteren Vorzeichen gelten, schreiten die 
Schwingungen in der Richtung der je^ -Achse oder in der entgegen- 
gesetzten Richtung fort; die Amplitude ist hier überall dieselbe, die 
Phase für ein^n Augenblick ändert sich von Ort zu Ort. 

Die Bewegung, die durch die Gleichung 4) dargestellt ist, wenn 
die Constanten A und B keiner der gemachten Annahmen genügen, 
kann man als zusammengesetzt ansehen aus irgend zwei der vier 
Schwingungsarten, die wir erörtert haben. Direct findet man aus der 
Gleichung 4) 

^ «= — xA sinxxf coB2icnt + xB cosxjgr sin2ÄW^ 

dz ' 

= xYa* sin'x;? + -B* cos^xz sin (2«n^ — d) 



5 — yA* sin* xis + B^ cos* xz cos (2jent — S) 

tf «= - ^ cos xg sin 27tnt J? sin xe cos 2nnt 

a a 



wo 



= - VA^ cos'xä -f Jj* sin*x£f sin (2xnt — «), 
tg* = 5 tgx^, tg 5 = 2 *8«^- 



Hiernach ändert sich mit z sowohl die Amplitude als die Phase 

für einen Augenblick. Die Amplitude verschwindet an keinem 

Orte; ist 

^*>B*, 

so finden ihre Minima statt, wo ein Vielfaches von — , ihre Maxima, 

wo ein ungerades Vielfaches von - ist. Auch hier nennt man 

jene Orte Knoten, diese Bäuche, und auch hier ist die Aenderung 
der Dichtigkeit in den Knoten ein Maximum, in den Bäuchen ein 

Minimum. 

« 

Ist die Luftmasse durch eine feste, zur ;9-Achse senkrechte Ebene 
begrenzt, so muss für diese immer 

dz 

sein. Stellen, an denen die Geschwindigkeit immer gleich Null ist, 
finden sich nach den durchgeführten Betrachtungen aber nur bei 
stehenden Schwingungen; es müssen also in dem bezeichneten Falle 
die Schwingungen stehende und es muss die begrenzende Ebene ein 
Knoten sein. 

Ist die Luftmasse durch zwei feste, zur ^-Achse senkrechte 
Ebenen begrenzt, so muss jede von diesen ein Knoten, ihr Abstand 
also ein Vielfaches der halben Wellenlänge sein. Ausser durch diese 
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beiden Ebenen wollen wir uns die Luftmasse durch eine teste^ cyliu- 
drische Röhre, deren Achse der xr-Achse parallel ist, von beliebigem 
Querschnitt begrenzt denken; das ist erlaubt, da der an der Rohrenwand 

zu erfüllenden Bedingung, der Bedingung ^-=0 nämlich, in Folge 

davon, dass (p von x und y unabhängig ist, genügt wird. Ist für 
die Endflächen der Rohre 

£? = und jaf a= i, 
so ist also 



2 X 2n ' 

WO h eine ganze Zahl bedeutet. Die bei gegebenem Werthe von l 
hierdurch bestimmten Werthe Yon n sind die Schwingungszahlen der 
sogenannten Eigeiitöne der betrachteten Luftsäule. Die Schwingungen 
dieser können gemäss der Gleichung 

q> f^ Aco8 xg cos 2jcn {t — Q 

geschehen, wo A und^^ willkürliche Constanten sind. 

Wir wollen jetzt annehmen, dass der Querschnitt ^ = der 
Röhre fest sei, der Querschnitt z =^ l aber von Aussen in einer 
solchen Bewegung erhalten werde, dass er zur Zeit t die Ge- 
schwindigkeit 

G cos2«n^ 

in der Richtung der ^-Achse habe, wo G und n beliebig gegebene 
Gonstanten bedeuten. Dieser Ausdruck muss dabei immer dem Werthe 

gleich sein, den ^ für £^ = { annimmt; hieraus folgt 

m »s : j COS %Z COS 2 %nt. 

Bei derselben Bewegung des Querschnitts z =^ l hängt daher die 
Bewegung des Lufttheilchens wesentlich von dem Werthe von xl 
ab; sie wird unendlich, wenn sinx{ = ist, d.h. wenn n einem der 
Eigentöne der Luftsäule entspricht. 

Die hier vorausgesetzten Bedingungen lassen sich näherungs weise 
erfüllen, wenn man eine Glasröhre durch zwei Stempel verschliesst, 
von denen der eine fest, der andere etwas beweglich und mit dem 
Stiele einer Stimmgabel oder einem andern Körper verbunden ist, 
der kräftig schwingen kann. Wenn dieser Körper Schwingungen 
ausführt, deren Dauer nahe der Schwingungsdauer eines der Eigentöne 
der abgegrenzten Luftsäule gleich ist, so geräth diese in so intensive 
Schwingungen, dass ein feines Pulver, welches in die Röhre gebracht 
ist, lebhaft bewegt wird und die Lage der Knoten mit Genauigkeit 
zu erkennen erlaubt. Dass bei keinem Werthe von n die Bewegung 
der Luft ins Unbegrenzte wächst, liegt daran, dass die Röhrenwände 
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nicht absolut fest siud; da^s der bewegliche Stempel nicht vollkommen 
dicht schliesst, und hauptsächlich an der Reibung der Luft. Auf der 
angedeuteten Erscheinung beruht eine, von Kundt angegebene, Methode 
zur Messung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles in ver- 
schiedenen Grasen. 

§2. 

Wir stellen uns jetzt wieder eine Luftsaule von der Länge I, 
wie bei unserer letzten Untersuchung, vor, nehmen aber an, dass in 
dem Querschnitt ;: =» nicht die Geschwindigkeit^ sondern die Ver- 
dichtung immer gleich Null ist. Bildet der Querschnitt e = l eine 
feste Wand, so sind die Schwingungen nach der Gleichung 

q> = A Qinxz cos2:rn (t — Q 

möglich, wenn cosxl = d.h. l gleich einem ungeraden Vielfachen 
der Viertelwellenlänge ist. Wird der Querschnitt z ^^ l so bewegt, 
dass seine Geschwindigkeit zur Zeit t 

«= G cos2n)it 
ist, so ist 

g> =« — ^^— rsinx-g: cos23rw/. 5) 

^ X C08 X 2 ^ 

D. BemouUi, Euler und Lagrange haben angenommen, dass, 
wenn die cylindrische Röhre bei z = in den unendlichen Luftraum 
mündet, hier die Verdichtung immer gleich Null ist, dass also die 
Luft in einer Röhre, die einerseits geschlossen, andererseits offen 
ist, den aufgestellten Gleichungen gemäss schwingen kann*. Helm- 
holtz*) hat gezeigt, in wie weit diese Annahme richtig ist. Sie setzt 
voraus, dass die Dimensionen des Querschnittes unendlich klein gegen 
die Länge der Röhre und gegen die Wellenlange sind; dabei darf 
die Röhre auf einer unendlich kleinen Strecke an der Mttndung 
erweiteii; oder in endlichem Verhältniss zusammengezogen sein. Für 
Punkte im Lmem der Röhre, die in endlicher Entfernung von der 
Mündung liegen, geben die aufgestellten Gleichungen dann das Ge- 
schwindigkeitspotential bis auf einen unendlich kleinen Bruchtheil 
seines Wertbies richtig an, wenn { nicht bis auf unendlich Kleines 
einem ungeraden Vielfachen der Viertelwellenlänge gleich ist. lieber 
den Zusammenhang der Bewegung innerhalb der Röhre und ausser- 
halb derselben lernt man bei der genannten Annahme Nichts. Wir 
wollen jetzt, ohne diese Annahme zu machen, die Luftschwingungen 
in einer einseitig offenen Röhre untersuchen, deren Querschnitt 
Dimensionen hat, die gegen ihre Länge und gegen die Wellenlänge 
unendlich klein sind. 



*) Theorie der Lu fisch wingungen in Röhren mit offenen Enden, Crelle's 
Journal, Bd. 67. 
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Wir denken uns einen Luftraum^ der sich in die Unendlichkeit 
erstreckt y also nur theilweise durch Wände begrenzt ist; einen Theil 
dieser Wände soll eine cylindrische Rohre bilden^ die der z-Achae 
parallel ist und die in der Nähe ihrer Mündung von der Cylinder- 
form abweichen kann; die Dimensionen ihres Querschnittes wollen wir 
als endlich bezeichnen^ ihre Länge und die Wellenlänge als unendlich 
grosSy wobei dann x unendlich klein ist. Wir nehmen an^ dass im 
Innern der Eöhre in unendlich grosser Entfernung von der Mündung 
ebene Wellen vorhanden sind^ legen den Anfangspunkt der e in die 
Region der ebenen Wellen, aber so, dass sein Abstand von der 
Mündung noch unendlich klein gegen die Wellenläi^e ist, und lassen 
die positive z-Achse nach dem Grunde der Röhre gekehrt sein. Der 
Querschnitt z =^ theilt den ganzen Luftraum^ den wir zu betrachten 
haben, in zwei Theile; wir fassen diese einzeln ins Auge. Für den 
einen, der ganz in der Röhre sich befindet^ und für den z überall 
positiv ist, gilt die Gleichung 3), d« h. 

(p = {A'cosxz + B'mixz)coB2«nt-{'(A"coaxz-{'B"8inxz)8in2jtntf 6) 

für den andern die allgemeinere Gleichung 1), d. h. 

9 »» ^' coa2xnt -|- i^" sm2xnt. 

Für den Querschnitt z ^^ müssen diese beiden Ausdrücke von q> 

und die aus ihnen sich ergebenden Ausdrücke von ^ einander gleich 

sein, da die Dichtigkeit und die Geschwindigkeit überall sich stetig 
ändern soll. Die Gleichungen, welche dieses aussprechen, wollen wir 
bilden, nachdem wir mit dem zweiten Ausdruck von 9 eine Ver- 
änderung vorgenommen haben. Wir wollen in ihn specielle Werthe 
von ti*' und ^«^ einführen, die sich auf eine gewisse Bewegung des 
Querschnittes r = beziehen, und die wir /" und /"' nennen wollen; 
es sei 

q> = f cos 2«n^ + T' sin2Än^, 

wenn für den Querschnitt »» 

-5^ — co82xnt 

dz 

ist und an den übrigen Theilen der Grenzen des Luftraumes, auf den 
wir il/ und ^" beziehen, der nach der Normale genommene Differen- 
tialquotient von 9 verschwindet. Es sind dann f und f" Functionen 
von Xj y, Zj die die Eigenschaft haben, dass für den Querschnitt z =^ 

dz ^> dz ^ *^ 

ist. Aus dieser speciellen Lösung der fQr tp geltenden Differential- 
gleichung erhalten wir eine allgemeinere, wenn wir sie mit dem con- 
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stauten Factor c multipliciren und zu t die Constante d addiren; 
setzen wir 

9 = c Z/' cos 2 ;r w (< + ^) + r'sin 2 «n (< + ^)\i 
so ist iiir den Querschnitt 2r s= 

--5^ -= c cos 2 ;r « (^ + *) 

und an den übrigen Theilen der Grenze ist dieselbe Bedingung, wie 

früher, erfüllt. Denken wir uns c und i als variabel, so ist an jedem 

Orte die grösste Verdichtung mit Cy die Intensität des Tones also 

mit (? proportional, dabei aber mit dem Orte veränderlich. Führen 

wir an Stelle von c und d zwei andere Grossen c' und c' ein, in- 

dem wir * 

c'= CQ,o%2%n8y c"=s — csin2:rnd 

setzen, so wird 

(p = {cf— c'ry^0B2 ^nt + (c'r+ CT) sm 2 nnt, 
für den Querschnitt ^ ^^0 

-5? «» c'cos 2xnt + c"8in 2 ä« ^ 

und die Intensität des Tones proportional mit 

Diesen Ausdruck von q> vergleichen wir nun mit dem in 6) gegebenen, 
der für die Region der ebenen Wellen gilt, und stellen die Bedingungen 
dafür auf, dass für den Querschnitt e '=' aus beiden dieselben Werthe 
für die Verdichtung imd für die Geschwindigkeit sich ergeben. Be- 
zeichnen wir die Werthe, die f und f" in dem Querschnitt j8f — 
besitzen, durch f^ und /^', so werden dieselben bei Bücksicht auf 7) 

Nun wollen wir annehmen, dass der Querschnitt der Rohre j? ^ /, wo 
l von der Ordnung der Wellenlänge ist, ^on Aussen her in einer solchen 
Bewegung erhalten werde, dass er zur Zeit t die Geschwindigkeit 

6r cos 2 srn^ 

in der Richtung der je^-Achse habe. Dieser Ausdruck muss dann dem 

Werthe gleich sein, den ^ der Gleichung 6) zufolge für »= l hat; 

d. h. es muss 

ff= X ( — A' sinxl + JB'cosxi) 

-= X ( — A"shixl -f- B"cosxl) 
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sein. Eliminirt man aus diesen Gleichungen und den Gleichungen 8) 
die Grossen A\ JB', A'\ B", so erhält man 

G = c'(cosx? — x/'^sinxl) + c"«/'^'sinxi 
«= c'x/^sinxi — c"(cosxi — x/^sinxi). 

Sind die Constanten f^ und f^ bekannt, so lehren diese Gleichungen 

c und c" kennen und die Gleichungen 8) A\ B'y Ä'\ B"] sind auch 
die Functionen f und f bekannt^ so ist die Bewegung in dem ganzen 
zu betrachtenden Lufträume bestimmt. 

Von besonderem Interesse ist die Eenntniss der Grösse c'^ 4" ^''^ 
mit der; wie wir gesehen haben, die Intensität des Tones in irgend 
einem Punkte des äusseren Luftraumes proportional ist; wenn man 
die Gleichungen 9) quadrirt und addirt, so findet man 

^ "^"^ " (cos nl'-nfi Bin %l)* + (%f;^' sin x !)• " ^^) 

Wenn / sich ändert, während G und x dieselben Werthe behalten, 
so ändert sich hiernach die Intensität des Tones periodisch und durch- 
läuft abwechselnd Maxima und Minima. Da c'* 4" <^"* ^^ Beciproke 
einer homogenen Function zweiten Grades von cosx2 und sinx2 ist, 
so sind die Maxima imd Minima durch die Gleichung 

bestimmt, wo y eine von den Coefficienten dieser Function abhängende 
Constante bedeutet, oder, wenn X wieder die Wellenlänge bezeichnet, 
durch die Gleichung 

tg4«^ = y. 

Ist Im ein Werth von {, der einem Maximum der Tonstärke entspricht, 
so sind hiemach die übrigen Maximumswerthe yon l 

und die Minimumswerthe 

l„ + (2h+l)\, 

WO h eine ganze Zahl ist. 

Bei einem Beispiele, bei 4.em wir die Rechnungen zu Ende führen 
werden, werden wir sehen, dass xf^ eine unendlich kleine 2ahl ist; 
berücksichtigen wir hier diesen Umstand, so zeigt die Gleichung 10), 
dass für die Maxima der Tonstärke 

coBxl — x/^sinxl =« 0, 11) 

d.h. 



tgxl « -ji 



1 ^. 1 + *Vn' 



c'« + c"* - G» (^^^»3i„^2)-. - ö' ~ »«'/i'"«^ ' 
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und c1a8s der Werth dieser Maxima unendlich gross gegen die Wertbe 
ist, die die Tonstarke hat, wenn die Gleichung 11) nicht erfüllt ist. 
Zugleich sieht man ein, dass diese Sätze auch gelten, wenn l einen 
gegebenen Werth hat und die Tonhöhe, d. h. x, yeränderlich ist. 
Definirt man einen Winkel xa durch die Gleichung 

a 

tgjca — «/;, 

so wird die Gleichung 10) 

C -f-C '^ C08* %(l + a) "■; ■ ' 

Bei dem schon oben erwähnten Beispiele werden wir sehen, dass 
unter gewissen Umständen auch xf^ unendlich klein ist; dann kuin 
man setzen 

§3. 

Wir haben im vorigen § angenommen, dass die ganze Begrenzung 
des Theiles des Luftraumes, auf den die Functionen ^' und ^' sich 
beziehen, mit Ausnahme des Querschnittes j9 «= 0, ruht und der Quer- 
schnitt ß == l in einer gewissen Bewegung erhalten wird; wir wollen 
nun annehmen, dass ein anderer Theil jener Begrenzung in gewisser 
Bewegung erhalten wird und der Querschnitt e ^^l ruht. Um einen 
bestimmten Fall vor Augen zu haben, wollen wir uns vorstellen, dass 
vor der Mündung der Röhre eine tönende Stimmgabel aufgestellt ist, 
deren Oberfläche dann mit zu der genannten Begrenzung gehört. 
Für den Fall, dass die Stimmgabel in bestimmter Weise schwingt 
und der Querschnitt $ ^^ ruht, setzen wir das Geschwindigkeits- 
potential für einen Punkt des äusseren Luftraumes 

— F'cos2icnt + F'ain2jcnt, 

und für den Fall, dass die Stimmgabel ruht und der Querschnitt 
£; =B so sich bewegt, dass für ihn 

~ sss cOBZTCnt 

de 
ist, 

«— fcos2itnt + /^'8in2«;i<; 

F und jF" sind daim gewisse Functionen von a:, y, z, die die Eigen- 
schaft haben, dass für jt «» 

^,--0 und ^'«0 12) 

dz dz ' 

ist, und f und f* haben dieselbe Bedeutung, wie im vorigen §. 
Tönt die Stimmgabel und bewegt der Querschnitt ;? = sich so, 
dass für ihn 
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^ SS ccoa2nnt + c'*Bm2xnt 

ist^ so hat man dann 
<p = (F'+ c'f- c'f) cos 2%nt + (1^"+ c'r+ «T) sin 2%nt 13) 

Für die Kegion der ebenen . Wellen im Innern der Bohre gilt wieder 
die Gleichung 6). Sucht man die Bedingungen daf&r, dass die beiden 

Ausdrücke von q> imd die beiden Ausdrücke von -^ y die man hier- 
nach für jgr =s hat; für alle Werthe Yon t einander gleich sind^ so 
erhält man bei Rücksicht auf 7) und 12) 

A"~i:;+eX+cX, xB"~e", 

WO F^ und Fq die Werthe bezeichnen ^ die F' und JP" für j? «=» 

haben. Ist^ wie wir annehmen^ der Querschnitt z ^^^ l in Buhe, so 

folgt aus 6) 

Ä' sin xl — B' coBxl »^0 

^"sinxZ — B"cos«/ =■ 0. 

Aus diesen Gleichui^en ergiebt sich 

c'{coBxl — xf^BUixT) + c^xf^sinxl = xJF^sinxI 

c'x/jj'sinxi — c"(cosxi — x/JsinxZ) — — xF^'sinxl, 

und hieraus weiter 

^ ^ ^ (cos %l — x/-i sin xl)« + («/J' Bin «!)• '^^^ 

Die Bewegung in dem sich ins unendliche erstreckenden Lufträume 
kann der Gleichung 13) zufolge angesehen werden als zusammengesetzt 
aus derjenigen, die stattfinden würde , wenn der Querschnitt ier «» 
ruht, während die Stimmgabel in der gegebenen Weise sich bewegt, 
und einer gewissen andern. Von dieser andern sagt man, dass sie 
durch die Besonanz der Rohre hervorgebracht ist. Die Intensität des 
durch Resonanz erzeugten Tones ist proportional mit c'* + c"*. Wenn { 
sich ändert, so ist diese Grösse ein Maximum und zwar 

^ fr ' 

sobald 

tS^l-^', 15) 

ein Minimum und zwar gleich 0, sobald 

sinxJ a» 

ist. Benutzt man, dass xf^ eine unendlich kleine Zahl ist, und 
bezeichnet die Maxima der Resonanz als endlich, so folgt aus 14\ 
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dass die Resonanz immer unendlich klein ist, sobald xl um etwas 
Endliches von jeder Wurzel der Gleichung 15) abweicht. Dieses 
gilt auch, wenn l constant und x variabel ist. Wird vor der Mündung 
der Rohre eine Bewegung unterhalten, die als zusammengesetzt aus 
verschiedenen Tonen betrachtet werden kann, so werden diejenigen 
von diesen Tönen durch Resonanz sehr verstärkt, welche der Glei- 
chung 15) entsprechen. Daraus erklärt man, dass diese Töne auf- 
treten, wenn die Mündung der Röhre in passender Weise angebksen wird. 

§4. 

Ganz ähnliche Betrachtungen, wie wir sie in den drei ersten §§ 
dieser Vorlesung in "Bezug auf ebene Wellen durchgeßlhrt haben, 
lassen sich in Bezug auf kugelförmige anstellen. Eine Lösung der 
Differentialgleichung, der das Geschwindigkeitspotential 9 zu genügen 
hat, ist der Gleichung 12) der vorigen Vorlesung zufolge 

9 == - (^'cos xr + B'ain xr) cos 2nnt 

+ ~{A' cosxr -\- jS''sinxr)sin2;rn^, 

es ist das eine Gleichung, die von ähnlicher Form, wie die Gleichung 3) 
ist und an die ähnliche Schlüsse, wie an diese sich knüpfen lassen. 
Eine Bewegung gemäss der Gleichung 16) ist möglich in einem Luft- 
räume, der vollständig begrenzt ist durch zwei concentrische Eugel- 
fiächen, deren Punkte in passender Weise radial bewegt werden, oder 
durch zwei solche Eugelfiächen und eine feste Kegelfiäche, die ihre 
Spitze in dem Mittelpunkte jener hat. 

Einen speciellen Fall der Gleichung 16) bildet die Gleichung 

9 «= — (^ cos xr + jB sin xr) cos 2«n (t — t^)] 17) 

sie stellt stehende Schwingungen dar; in gewissen Kugelfiächen ist 

bei diesen die Verdichtung immer Null; die Radien derselben sind durch 

die Gleichung 

^ cosxr + JBsinxr = 

bestimmt; in andern Eugelfiächen, den Enoten \ erschwindet immer 
die Geschwindigkeit; für die Radien der Eiioten gilt die complicirtere 
Gleichung 

CO6 nr sinnr 

d. K 

A (cos xr + «»* sin xr) -f- B (sin xr — xr cos xr) = 0. 18) 

Sind die die Luftmasse begrenzenden Eugelfiächen fest und sind R 
und K' die Radien derselben, so ist die durch 17) dargestellte Bewegung 



334 Vierundzwanzigste Yorlesang. 

möglich, wenn x einen solchen Werth hat, dass der Gleichung 18) 
durch Werthe von A und B, die nicht beide verschwinden, für r = JB 
und r *= R' genügt werden kann; die Bedingung hierfür ist die 
Gleichung 

tgx(ß-JJ) = j_^^.^^, ^ 

die, wenn R'^= ist, in die einfachere 

igxR^xR 

übergeht. Diese Gleichungen bestimmen die Eigentöne der betrachteten 
Luftmasse. 

Ein anderer specieller Fall der Gleichung 16) ist die Gleichung 

fp = — cos(xr — 2nn() -\ sin(xr — 2nnt)\ 19) 

sie stellt Wellen dar, welche von ihrem Mittelpunkte nach Aussen 
hin fortschreiten. Setzen wir in 19) unter den Zeichen cos und sin 
statt des Zeichens — das Zeichen -|~; ^^ haben wir Wellen, welche 
von Aussen nach ihrem Mittelpunkte hin fortschreiten. 

Aehnliche Rechnungen, wie wir sie in den §§ 2 und 3 in Bezug 
auf eine unendlich dünne, cylindrische Bohre durchgeführt haben, 
könnten wir hier durchführen in Bezug auf eine conische Röhre, < die 
durch eine unendlich kleine OefiFnung an der Spitze mit dem unend- 
lichen Lufträume communicirt und andererseits durch eine Eugelfiäche 
geschlossen ist, die ihren Mittelpunkt in der Spitze hat. 

§5. 

Nach den ebenen Wellen und den Eugelwellen wollen wir nun 
eine dritte Art von Schwingungen, die einem einfachen Tone ent- 
sprechen, ins Auge fassen. Es soll sich um die Schwingungen eines 
Luftraumes handeln, dessen sämmtliche Dimensionen unendlich klein 
gegen die Wellenlänge des Tones sind. Die Dimensionen des Luft- 
raumes wollen wir als endlich, die Wellenlänge als unendlich gross 
bezeichnen; die Grösse x ist dami unendlich klein. Wir wenden 
wieder die. in den Gleichungen 1) und 2) gebrauchte Bezeichnungs- 
weise an, d. h. wir setzen 

q) SS ^'co8 2:rn^ + ^"sin2;rn^ 

und verstehen unter ^ eine beliebige der beiden von x, y, z abhängigen 
Grössen ^' und ^". Die Gleichung 2), nämlich 

Zlil> + x^if = 0, 20) 

1) Die Grösse %*BB' hatte in den frfiheren Auflagen das unrichtige Vor- 
zeichen. W. 
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geht, wenn x unendlich klein und ^ nicht unendlich gross gegen seine 
zweiten Differentialquotienten ist^ über in die Gleichung 

welche für das Geschwindigkeitspotential einer incompressibeln Flüssig- 
keit gilt. Eine jede einwerthige Losung derselben können wir hier 
für ij; annehmen; einwerthig muss ^ sein^ auch wenn der Luftraum 
ein mehrfach zusammenhängender ist^ da die Verdichtung, also auch 

■^y einwerthig sein muss. In jedem Augenblicke bewegt sich die 

Luft dann so, wie eine incompressible Flüssigkeit. Bedeutet ds ein 
Element der Oberfläche des Luftraumes und n die nach seinem Innern 
gerichtete Normale von ds, so ist dabei 

fds IJ = 0; 21) 

ist ^ dieser Bedingung gemäss gegeben, so giebt es aber auch immer 

ein, eine willkürliche additive Constante enthaltendes i^, welches der 
Gleichung /^^ «= genügt*). 

Ist die Bedingung 21) nicht ei*fällt; so findet man eine Lösung 
der Gleichung 20) auf die folgende Weise. Man setze 

wo C und U von x unabhängig sind, C eine Constante, U eine Function 
von Xy y, z ist, die in passender Weise bestimmt werden sollen. Für 
U erhält man dann die partielle Differentialgleichung^) 

JU-^- C=0; 
man genügt dieser^ wenn man 

macht, wo Sl das Potential einer Masse, die mit der Dichtigkeit 1 
den betrachteten Luftraum erfüllt, und V eine Lösung der Gleichung 

^F— 

*) In seiner Abhandlung ^Allgemeine I^ehrsätze in Beziehung auf die im 
verkehrten Verhältnisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und 
Abstossungs-Eräfte** hat Gkiuss (seine Werke, Bd. V, p. 197) den Satz aufgestellt, 
dass fdr einen vollkommen begrenzten Raum es immer eine mit ihren DifFerential- 
quotienten stetige und einwerthige Function giebt, die der Gleichung ^V' «» 
genügt und an der Oberfläche beliebig gegebene Werthe annimmt. Auf ähnlichen 
Wegen, wie dieser Satz, lässt sich der oben angeführte beweisen. Gegen die 
YöUige Strenge der für jenen gegebenen Beweise sind aber Bedenken erhoben, 
und dieselben Bedenken lassen sich bei den entsprechenden Beweisen dieses 
geltend machen. 



*) Wenn man die Grösse x'27 vemachlässigt. W. 
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bedeutet. Diese Lösung kann man so wählen , dass ^ beliebig ge- 
gebene Werthe erhält, wenn über die Constante C passend verfügt ist. 
Es ist 

dn 4« dn • dn ' 
da 

sein musSy so hat man 
zu setzen y oder, da 

4«r 



j<- 



ist, wenn T das Volumen des betrachteten Luftraumes bedeutet, 

CT = Jd4j-. 22) 

Dabei ist dann 

* = |- + Ä^+^- 23) 

Die Losung der Gleichung 20) führt zur Theorie der sogenannten 
cubischen Pfeifen. Mit diesem Namen bezeichnet man ein Gefäss, dessen 
Dimensionen von gleicher Grossenordnung sind, und das durch eine 
kleine Oeffnung mit dem unendlichen Lufträume communicirt; wird die 
Oeffnung in passender Weise angeblasen, so entsteht ein Ton. Wir 
werden die Dimensionen des Gefässes als endlich annehmen, die der 
Oeffnung als unendlich klein, die Wellenlänge des Tones, um den es 
sich handeln wird, als unendlich gross. Li Bezug auf die bezeichnete 
Anordnung können wir dann ähnliche Betrachtungen anstellen, wie 
wir sie in § 2 und § 3 in Bezug auf eine cylindrische Röhre durch- 
geführt haben. Zuerst werden wir den Fall ins Auge fassen, dass ein 
Theil der Gefässwand, der nicht bis zum Rande der Oeffiiung heran- 
reichen soll, in einer gewissen, periodischen Bewegung erhalten wird. 
Um die Oeffnung als Mittelpunkt denken wir uns eine Eugelfläche 
beschrieben mit einem Radius, der unendlich klein, aber unendlich 
gross gegen die Dimensionen der Oeffnung ist; den Theil dieser Eugel- 
fläche, der innerhalb des Gefässes liegt, wollen wir die Fläche Null 
nennen, ihr Element durch ds^ bezeichnen; sie entspricht dem Quer- 
schnitt 0=^0 der cylindrischen Röhre. Wir nehmen an, dass ftlr alle 
Elemente der Fläche die Geschwindigkeit die Richtung des Radius 
und gleiche Grösse hat; die Berechtigung .zu dieser Annahme wird, 
wenigstens für die Fälle, in denen wir die Rechnung zu Ende fähren 
werden, sich darin zeigen, dass bei ihr fiir den ganzen zu betrachtenden 
Luftraum ein q) sich finden lässt^ welches mit seinen ersten Differential* 
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quotienten überall^ auch an der Fläche 0, stetig ist. Für den Fall^ 
dass die Bewegung in der Fläche eine solche ist, dass 



/ 






wo n die nach dem Innern des Gefasses gerichtete Normale von cIsq 
bedeutet, sei für irgend einen Punkt des Theiles des ganzen zu be- 
trachtenden Luftraumes, der sich in die Unendlichkeit erstreckt und 
durch die Fläche begrenzt ist, 

q) = f(ios2xnt + f 8in2«wf; 

es bedeuten dann f und f" gewisse Functionen von x, y, e, die die 
Eigenschaft haben, dass 

ist; für den Fall, dass die Bewegung der Fläche nach der Gleichung 

I dsQ ^ = ccos2icnt + c" sm27cni 

geschieht, hat man dann 

y = (cY— c"f) co82iint + (cT + c'T) »in 2«w^ 25) 

und die Intensität des Tones ist überall mit c^ -{- c'^ proportional 
In dem zweiten Theile des zu betrachtenden Luftraumes, der 
durch die Fläche und die Gefasswand vollständig begrenzt ist, gilt 
für jede der beiden Grossen ^' und ^" die Gleichung 23); bezeichnet 
man die Werthe von C für diese Functionen durch C und C", so 
folgt daher daraus, dass tp an der Fläche stetig ist, bei Vernach- 
lässigung von Gliedern, die unendlich klein gegen die berücksichtigten 
sind, 

c - X« (er, - c"o 

C"^x'{crö+c"Q, ^ 

wo f^ und f^ die Werthe von f und f" für irgend einen Punkt 
der Fläche bedeuten. Zwei andere Gleichungen ergeben sich 

daraus, dass auch J^ an der Fläche stetig ist. Einerseits folgt 

aus 25) bei Rücksicht auf 24) 

Den Theil der Gefasswand, der von Aussen in Bewegung erhalten 
wird, nennen wir die Fläche { und bezeichnen ihr Element durch 
ds^] die Bewegung sei eine solche, dass 



/• 



ds^ ~ — G cos 23rw^ 
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ist^ wo n die nach dem lonem des Gefässes gerichtete Normale 
von dsif G eine Constante bedeutet Die Gleichung 22) giebt dann 
andererseits 






wenn T das Volumen des Gefasses ist; es ist daher 

G + c'^C'T 
c"=C"T. 

Setzt man hier für C nnd C" ihre Werthe aus 26), so findet man 

c'xv;T-c"(i-xror) = o, 

und hieraus 

c'« + c"« = ^' 



(i-~»Vir)'+(xYöT)« 



Bei einem Beispiele werden wir sehen, dass das zweite Glied 

im Nenner dieses Ausdrucks eine unendlich kleine Zahl ist. Machen 

wir hiervon Gebrauch, so können wir schliessen, dass die Intensität 

des Tones unendlich gross ist gegen die Werthe, die sie sonst 

hat, falls 

l — x%T^O 27) 

ist. 

Wir wollen nun annehmen, dass die Gefässwand ruht und der 
Ton ausserhalb des Gefasses, etwa durch eine schwingende Stimm- 
gabel, erzeugt wird. In Bezug auf diesen Fall können wir Be- 
trachtungen anstellen, die den im § 3 durchgeführten vollkommen 
entsprechen. Für den unendlichen Luftraum sei, wenn die Fläche 

ruht, 

g) = F' cos2;rn^ + F" sm2xnf, 
wobei 

/dSo-g^-O und JdSo~-'=0 
ist; wenn fQr die Fläche 



fds, 



Otp 



' -^ =zc cos29cn^ + c" ain27rn^ 

ist, so hat man dann 

g) = (F' + c'f - c'Y") cos 2nnt + (F' + c'f + c'f) sin 2«n<. 

Setzt man wieder fär den durch die Gefässwand und die Fläche 
begrenzten Raum 

x*9 = C cos 2nnt + C" sin 2%ntf 
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80 giebt die Bedingung, dass q) und ^ an der Fläche stetig sind, 
die Gleichungen 

C - X« (F, + cTo - e"Q c'^C'T 

CT' - X« (F; + c'/; + c' Q c"~C"T, 

WO F^ und F^ die Werthe von K und F" für irgend einen Punkt 

der Fläche bedeuten, ffieraus folgt 

x^Tj; - c' (1 - «*/oZ0 + C'^XT 
^TF, c'xY;r + e" (1 - xT.T) 



und weiter 



(FL* -4- Fl'*) «* T" 



Mit dieser Grosse ist die Intensität des durch Resonanz erzeugten 
Tones proportional. Ist x^f^T unendlich klein, so ist dieselbe un- 
endlich gross gegen die Werthe, die sie sonst hat, falls die Gleichung 
27) besteht. Diese Gleichung bestimmt den Ton, der, wenn die 
Oeffnung in passender Weise angeblasen wird, auftritt 

§6. 

In den Gleichungen, die wir in den §§2, 3 und 5 f&r eine 
cylindrische und eine cubische Pfeife aufgestellt haben, kommen zwei 
Constanten vor, die wir /^ und f^ genannt haben, und durch die 

die Resonanz wesentlich bedingt ist; wir wollen nun suchen, diese 
Constanten für gewisse Fälle zu berechnen. EUerbei ist es erforder- 
lich, das Geschwindigkeitspotential q> für den ganzen zu betrachtenden 
Luftraum und für eine Bewegung zu ermitteln, die bei der cylindrischen 
Pfeife durch ihre Gnmdfläche, bei der cu bischen durch einen be- 
liebigen Theil der Gefässwand unterhalten iivird; das ist wieder nur 
möglich bei bestimmten Voraussetzungen über die ganze Begrenzung 
des Luftraumes. Wir wollen festsetzen, dass für Entfernungen von 
der OefiEnimg, die von der Ordnung der Wellenlänge oder grösser 
sind, der ins Unendliche sich erstreckende Luftraum entweder gar 
nicht oder durch einen Theil einer beliebigen Eegelfläche begrenzt 
ist, die ihre Spitze in der OefiEnung hat. Wir nennen r die Ent- 
fernung eines yariabeln Punktes von dieser Spitze und nehmen an, 
dass für Werthe von r, die von der Ordnung der Wellenlänge oder 
grösser sind, die Gleichung 19) 

g) ■« — COS (xr — 2xnt) -\ — sin (xr — 2xnt) 28) 

besteht, d. L dass f&r Werthe von r yon der bezeichneten Grössen* 

Ordnung kugelförmige Wellen , die nach Aussen hin fortschreiten, 

22* 
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Yorhanden sind. Die Berechtigung zu dieser Anuahme liegt darin^ 
dass man bei ihr ein (p finden kann, welches allen Bedingungen genügt, 
die es erfüllen soll. 

Um den Anfangspunkt der r denken wir uns eine Eugelfläche 
beschrieben, die noch in der Region der kugelförmigen Wellen liegt, 
deren Radius aber unendlich klein gegen die Wellenlange ist. Wir 
nennen dieselbe die Flache 1 und bezeichnen ihr Element durch 
dSi] in Bezug auf dieses soll n die nach Ausisen gerichtete Normale 
bedeuten. Um die cylindrische Pfeife und die cubische zusammen 
besprechen zu können, nennen wir den Querschnitt jener, den wir 
früher als den Querschnitt = bezeichnet haben, auch die Fläche 0; 
wir haben schon angenommen, dass sein Abstand von der Oeffnung 
unendlich klein gegen die Wellenlänge ist. Die beiden Flächen 1 und 
theUen den ganzen zu betrachtenden Luftraum in drei TheUe; für 
jeden von den beiden äusseren dieser Theile haben wir einen Ausdruck 
für g) bereits aufgestellt, nämlich in den Gleichungen 6), 23) und 
28); wir müssen noch für den mittleren Theil, der durch die Flächen 
und 1 begrenzt ist, einen solchen bilden und zwar so, dass g) und 

^ an den Flächen und 1 stetig ist. Die Dimensionen dieses 

Theiles sind unendlich klein gegen die Wellenlänge; bezeichnet wiederum 
^ eine beliebige der beiden Fimctionen ^' und ^", so. kann man 
daher nach den im § 5 gemachten Auseinandersetzungen für ^ eine 
Lösung der Gleichung Jf = nehmen, falls die Gleichung 21) erfüllt 
wird, die bei unserer jetzigen Bezeichnung 



/"^ n +>. n - 



ist; dieser Bedingung lässt sich neben den übrigen genügen. Wir 
können dann ^ als das Geschwindigkeitspotential einer incompressibeln 
Flüssigkeit ansehen, die so sich bewegt, wie die Luft in einem ge- 
wissen Augenblick. Unter den Annahmen, die wir im § 2 und im 
§ 5 gemacht haben, befindet sich auch die, dass f in allen Punkten 
der Fläche denselben Werth hat; in der That haben wir dort 
angenommen, dass der Querschnitt jer «« in der Region der ebenen 
Wellen liegt, und hier, dass die Geschwindigkeit in allen Punkten 
der Fläche senkrecht zu dieser ist; aus der Gleichung 28) folgt, 
dass ^ auch in allen Punkten der Fläche 1 gleiche Werthe hat; für 
die feste Wand, die die Ränder der Flächen und 1 verbindet, ist 

.m. «= 0. Es ergiebt sich hieraus nach Betrachtungen, die in der 

siebenzehnten Vorlesung angestellt sind, dass 

>o H = -fäs. t = F (^0 - V-.) 29) 
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ist, wo W eine Yon der Gestalt des zwischen den Flächen und 1 
liegenden Raumes abhängige Constante bedeutet , die wir dort den 
Widerstand dieses Raumes nannten^ indem wir einen Ausdruck der 
Elektricitätslehre auf die Hydrodynamik übertrugen. 

Die Functionen f und f\ deren Werthe für Punkte der Flächö 
zu ermitteln unsere Aufgabe ist^ sind, soweit sie sich auf Punkte in 
oder zwischen den Flächen und 1 beziehen, spezielle Fälle der jetzt 
betrachteten Function ^; es kann daher in den Gleichungen 29) t ^=^ f 
und ^as/"' gesetzt werden. Das soll geschehen; dabei sollen die 
Werthe von /" und f in einem Punkte der Fläche 1 durch f[ und /^' 

bezeichnet werden; r^ sei der Radius dieser Fläche und K die Oeffnung 
des Eegelsy welcher den ins Unendliche sich erstreckenden Luftraum 
in hinreichender Entfernung von der Oefinung, wie wir annehmen, 
begrenzt. Aus 28) folgt dann bei Rücksicht darauf, dass xr^ unendlich 
klein ist, 

Bei der cylindrischen Pfeife ist fElr die Fläche nach 7) 

cn ^ dn ^ 

also, wenn Q den Querschnitt der Röhre bezeichnet, 

>oK-e, >/^'-0. 31) 

Bei Rücksicht auf 30) und 31) geben die Gleichungen 29) 



also 



^-J, B-0 



Der Ausdruck von f^ lässt sich noch einfacher schreiben. Diese 

Grosse muss ihrer ursprünglichen Definition zufolge unabhängig yon 
r, sein, welches von einer gewissen Grossenordnung sein soll, im 
Uebrigen aber willkürlich gewählt werden kann. Es muss daher W 
in gewisser Weise von r^ abhängen. In den Bedingungen, aus welchen 
das durch 29) definirte W zu bestimmen ist, kommt x nicht vor; es 
sind diese Bedingungen dadurch erhalten^ dass x «> gesetzt ist. Die 
Festsetzung, dass xr, unendlich klein sein soll, beschränkt daher die 
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Grösse nicht, die dem r^ bei der Bestimmung von W gegeben werden 
darf. Wir wollen jetzt, die Bezeichnung ändernd, den Werth, den W 
erhält, wenn r^ unendlich angenommen wird, W nennen-, dann hat man 

Bei der cubischen Pfeife treten an Stelle der Gleichungen 31) die 
Gleichungen 24), nämlich 

während die Gleichungen 30) ihre Gültigkeit behalten; hier ergiebt 
sich daher aus 29) 

§7. 

Wir wollen nun für einige Fälle den Werth von W aufsuchen; 
es ist das ein Problem, welches der Lehre yon der Bewegui^ einer 
incompressibeln Flüssigkeit augehört. Von den Betrachtungen, welche 
wir im § 4 der siebenzehnten Vorlesung über die Strömungen einer 
incompressibeln Flüssigkeit in den Normalen confocaler Ellipsoide 
angestellt haben, können wir eine Anwendung auf eine cubische Pfeife 
unter der Voraussetzung machen, dass die Oberfläche des Gefasses in 
der Nähe der Oeffnung und bis zu Entfernungen von dieser, die gegen 
ihre Dimensionen unendlich gross sind, ein einschaliges Hyperboloid 
ist Schreiben wir die Gleichung dieses Hyperboloids 

a« "T" fc« c« ^ 

und nennen K die OefiEnung seines Asymptotenkegels, so ist nach dem 
Ausdruck 31) der siebenzehnten Vorlesung 



W 
Nimmt man 



1 f ^^ 34>j 







an, so kommt man auf den Fall einer Oe£Ehung, die in einer dünnen, 
ebenen Wand sich befindet imd von einer Ellipse, deren Halbachsen 
a und h sind, begrenzt ist; dabei wird 

jr«-2jr. 
Setzt man noch 

so wird die OefiEnung ein Kreis vom Radius R und 

IT— — • 
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Für den Ton stärkster 'Resonanz oder den Ton^ der durch passendes 
Anblasen der Oe£Ehung entsteht, erhält man daher in diesem Falle 
nach 33) und 27) 

»*^-T- 35) 

Nun war 

2nn 



gesetzt 9 wo n die Zahl der Doppelschwingongen in der Zeiteinheit, 
a die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles in der Luft bedeutet; 
nimmt man als Einheiten der Zeit und der Länge eine Sekunde und 
ein Millimeter an, setzt, trockener atmosphärischer Luft von der 
Temperatur Ton 0^ C. entsprechend, 

a — 332 260 

und fahrt an Stelle des Radius jR die Fläche S der OefiEnung ein, so 
giebt die Gleichung 35) 

n-56174?^. 

vT 

Lange bevor dieses theoretische Resultat von Helmholtz abgeleitet 
war, hatte Sondhauss seine Beobachtungen über die Töne cubischer 
Pfeifen durch die Formel 

n« 52 400*5. 

dargestellt. 

Wir wollen nun den Widerstand W auch für eine gewisse Art 
von cylindrischen Pfeifen berechnen. Dabei schicken wir Folgendes 
Yorans. Auf einem Theile der rry-Ebene eines Coordinatensystems 
sei eine Masse mit der veränderlichen Dichtigkeit h verbreitet und 
es sei V das Potential dieser Masse in Bezug auf den Punkt (x, y, e). 
In zwei Punkten, denen gleiche Werthe von x und y und entgegen- 
gesetzte von z entsprechen, hat dann V denselben Werth. Hieraus 
folgt erstens, dass, wenn e unendlich klein ist, V immer denselben 
Werth hat, mag e positiv oder negativ sein; was wir auch aus dem 
allgemeinen Satze schliessen können, dass das Potential einer einfachen 
Massenschicht bei dem Durchgange durch diese stetig ist. Zweitens 

folgt daraus, dass ^ f ttr j? «» auf beiden Seiten der xy -Ebene 

entgegengesetzte Werthe hat. Verbindet man diese Thatsache mit 
dem durch die Gleichung 9) der sechszehnten Vorlesung ausgesprochenen 
Satze, indem man etwa die Richtung von ni mit der Richtung der 
js-Ackse zusammenfallen lässt, so findet man, dass für ein unendlich 
kleines e 

§- =^ — 2nh, wenn js positiv 
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und 

a= -\- 2jth, wenn z negativ 

ist; es folgt daraus unter Anderem, dass für die Theile der a;y- Ebene, 

dv 

die nicht mit Masse belegt sind, für die also h = ist, -k- yerschwindet. 

Nun wollen wir durch ds ein Element eines Theiles der xy-Ebene 
bezeichnen, der die Fläche S beissen möge; r sei die Entfernung des 
Punktes (o*, y, z) yon ds^ e eine solche Function der Coordinaten von 
dSy dass immer, wenn der Punkt (^, y, z) in der Fläche S liegt, 



/ 



eds - 

r 



ist, endlich c eine willkürliche Constante. Wir betrachten eine 

Function ^ von x, y, z, die wir dadurch definiren, dass wir für negative 

Werthe von z 

Ceds , Cds 

fttr positive Werthe von z 

setzen. Dieses ^ genügt im ganzen Räume der Gleichung ^^ «= 0; 
es hat ferner die Eigenschaft, wie aus den vorausgeschickten Be- 

merkungen sich ergiebt, dass ^ und ^ an der Fläche S stetig sind, 

während sie an dem übrigen Theile der 2:y- Ebene Sprünge erleiden; 
in der That ist an einem Punkte der Fläche S auf der einen, wie 
auf der andern Seite 



*-i+cß 



||-2«(e + .)i 36) 

weiter ist an der a;^' Ebene ausserhalb der Fläche S auf der Seite 
der negativen z 

dz ' 

und in der Unendlichkeit ist für negative Werthe von z 

* = 0, 
ftir positive 

^ — 2 + 4«c0. 37) 

Dem Punkte (x^ y, z) weisen wir nun ein Gebiet an, das durch 
folgende Flächen vollständig begrenzt ist: durch eine Halbkugel, die 
auf der Seite der negativen z mit einem unendlich grossen Radius 
um den Anfangspunkt der Coordinaten beschrieben ist, durch den 
Theil der a;y-Ebene, der zwischen dem Rande dieser Halbkugel und 
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dem Rande der Fläche S liegt, durch einen Theil der Ebene , für 
welche z den unendlich grossen positiven Werth L hat, und einen 
Theil der Flache, welche durch den Rand von S geht und die Flächen 
^ SB const. senkrecht schneidet, einer Fläche, welche für unendlich 
grosse positive Werthe von e eine der j8:-Achse parallele Gylinderfläche 
ist. In diesem Gebiete hat die Function ^ alle Eigenschaften eines 
Geschwindigkeitspotentials einer incompressibeln Flüssigkeit; betrachten 
wir sie als ein solches, so sind die unendlich grosse Halbkugel und 
die Ebene s =^ L Flächen gleichen GeschwindigkeitspotentidM, die 
übrigen Grenzflächen können als feste Wände angesehen werden. Be- 
zeichnet man durch Q den Querschnitt der Rohre, welche zu diesen 
gehört, für unendlich grosse positive Werthe von z, so ergiebt sich 
dabei aus 37) für den Widerstand W des von der betrachteten 
Flüssigkeit erfüllten Raumes 



^ — 4i^ö — öl^ + TS^; 



Q Q 

Dieser Ausdruck von W lässt sich noch auf eine andere Form bringen; 
wir setzen 



fdS «= S, Ceds = y. 



d. h. wir bezeichnen durch S die Grösse der Fläche, die wir schon 
mit demselben Buchstaben benannt haben, durch y die elektrische 
Capacität der Fläche 5; berechnen wir aus 36) imd aus 37) das 
Volumen der in der Zeiteinheit durch einen Querschnitt tretenden 
Flüssigkeitsmasse und setzen die beiden so erhaltenen Ausdrücke ein- 
ander gleich, so erhalten wir 

d. h. 

V 

c «■ 



also 



^-M^+i^y^ 



Ist die Fläche 8 oder, wie wir nun sagen wollen, die Oeffnung der 

Pfeife eine Ellipse, so gilt für — der Ausdruck 30) der siebenzehnten 

Vorlesung; aber es ist in diesem Falle schwierig, die Gestalt der 
Röhre, d. h. der Fläche, die die Flächen ^ «» const. senkrecht schneidet 
und durch den Rand der Oeffiiung geht, zu finden. Verhältnissmässig 
leicht ist dieses, wenn die Oeffnung ein Kreis ist, da dann die Röhren- 
wand eine Rotationsfläche ist und die im § 2 der achtzehnten Vor- 



1) Hier ist ein Druckfehler der früberen Anflagen verbessert. W. 
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lesuBg besprochene Methode zu ihrer Berechnung benutzt werden 
kann. Ist die Fläche S ein Kreis von dem Radius R^, so ist 

nennt man li den Radius des Querschnitts Q, so ist daher 

1 / -. 2JB*- Ä?\ 

Ist dabei noch 

SO erhält man hieraus 

yy^^i^L + ^R). 

Für den letzten Fall hat Helmholtz die Berechnung der Röhrenwand 
durchgeführt und gefunden, dass diese fast genau cylindrisch ist; ilir 
Radius ist an keiner Stelle kleiner als 12 und das Maximum desselben 
ungefähr l,o8 Jß. 
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(Bewegung einer incompressibeln Flüssigkeit, auf deren Theile Er&fte wirken. 
AusflusB einer schweren Flüssigkeit aus der Oeffnung eines Gteflteses. Torricelli^sches 
Theorem. Station&re Bewegung eines flüssigen Ellipsoids, dessen Theile gegen 
einander grayitiren. Bewegung eines solchen, die station&r ist in Bezug auf ein 
rotirendes Achsensystem, unendlich kleine Schwingungen einer schweren Flüssig- 
keit Wellen einer schweren Flüssigkeit Yon endlicher Höhe. Nichtstation&re 

Beweg^nng eines gravitirenden, flüssigen Ellipsoids.) 

§ 1- 

Unsere bisherigen Entwickelungen setzten voraus, dass auf die 
Theile der Flüssigkeit nicht Kräfte wirken; wir wollen jetzt annehmen, 
dass solche vorhanden sind, dabei aber uns auf die Betrachtung einer 
incompressibeln Flüssigkeit beschränken. 

Wenn ein Geschwindigkeitspotential, % existirt und die wirkenden 
Kräfte das Potential V haben, so ist nach den Gleichungen 20) und 
21) der fünfzehnten Vorlesung 

und 

Jip — 0, 2) 

wo p den Druck bedeutet und die Dichtigkeit gleich 1 gesetzt ist. 
Ist der Raum, den die betrachtete Flüssigkeit erfüllt, ein einfach 

zusammenhängender, und ist für alle Elemente seiner Oberfläche ^-- 

gegeben, so bestimmt, wie wir gesehen haben, die Gleichung 2), in 
der die Kräfte nicht vorkommen, die Bewegung vollständig. Um die 
Bewegung unter den genannten Voraussetzungen zu ermitteln, ist die 
Kenntniss der Kräfte gar nicht nothig; diese wird nur erfordert, wenn 
man die Aenderungen finden will, die der Druck der Zeit und dem 
Orte nach erfährt, und hierzu dient die Gleichung 1). Wenn aber 

für einen Theil der Oberfläche der Flüssigkeit ^, für den andern der 

Druck gegeben ist, so haben die vnirkenden Kräfte wesentlichen Ein- 
fluss auf die Bewegung, und diese lässt sich nur berechnen, wenn man 
die Gleichung 1) zu Hülfe zieht. 

Es sei die Schwere die einzige wirkende Kraft und die jer-Achse 
vertikal abwärts gekehrt; wir können dann 
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setzen^ und bezeichnen wir für den Augenblick die ganze Geschwindig- 
keit durch Vf so wird die Gleichung 1) 

«7;er-i, = || + ii,«. 3) 

Nun denken wh: uns, dass die Flüssigkeit in einem ruhenden Gefasse 
enthalten ist und aus einer Oeffnung desselben in einem Strahle aus- 
fliesst; auf ihre Oberfläche in dem Gefasse und auf die Oberfläche des 
Strahles übe die Atmosphäre einen constanten Druck aus. Wenn die 
Dimensionen der Ausflussofibung klein genug sind gegen die Dimensionen 
des Gefasses, so ist eine Bewegung möglich, bei der die Oberfläche 
im Gefasse in jedem Augenblicke unendlich wenig von einer horizontalen 
Ebene abweicht, die Geschwindigkeit in dieser unendlich klein ist und 
die Differentialquotienten der Componenten der Geschwindigkeit nach 
der Zeit überall unendlich klein sind. Diese Bewegung fassen wir 
ins Auge. Wenden wir die Gleichung 3) einmal auf einen Punkt der 
Oberfläche des Strahles an, dann auf einen Punkt der Oberfläche im 
Gefasse, ziehen beide Resultate von einander ab und erwägen, dass 



^K^J' + ry^ + n^') 



unendlich klein ist, wenn die Integration über eine beliebige Linie 
ausgedehnt wird, die die beiden gedachten Punkte verbindet und ganz 
in der Flüssigkeit liegt, so erhalten wir 



wo V die Geschwindigkeit in dem in der Oberfläche des Strahles ge- 
wählten Punkte, z die Tiefe dieses Punktes unter der Oberfläche im 
Gefasse bedeutet. Diese Gleichung spricht das sogenannte TorrkelUsche 
Theorem aus. 

Ueber die Gestalt des Strahles lässt sich bei den jetzigen Hülfs- 
mitteln der Analysis nur sehr Weniges feststellen; es ist das nicht 
auffallend, da schon in dem Falle, dass keine Kräfte wirken, nur 
einzelne Strahlenformen unter der Voraussetzung sich finden lassen, 
dass die Bewegung überall einer Ebene parallel ist. Nimmt man die 
Dimensionen des Querschnitts des Strahles als unendlich klein an, so 
kann man den Druck, der in der Oberfläche allgemein dem der 
Atmosphäre gleich ist, als in dem ganzen Strahle constant betrachten 
ausser in dem Theile, der unendlich nahe an der Ausflussöffiiung liegt, 
in dem die Componenten der Geschwindigkeit unendlich schnell sich 
ändern. Fasst man einen Theil des Strahles ins Auge, der durch 
zwei unendlich nahe Querschnitte begrenzt ist, so kann man hiernach 
schliessen, dass dieser so sich bewegt, wie ein freier materieller 
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Ptmkt, auf den die Schwere wirkt^ d. h. in einer Parabel, deren Achse 
yertical ist. Ist die Bewegung als eine stationäre anzusehen ^ so ist 
der Strahl die Bahn, welche alle Theilchen beschreiben^ also eine 
solche Parabel 

Dieselbe Schlussweise lasst sich auch auf einen etwas allgemeineren 
Fall anwenden. Es ströme die Flüssigkeit durch einen unendlich 
engen Schlitz aus, der gerade oder gekrümmt, und in dem letzten 
Falle in sich zurückkehrend oder nicht sein kann; sie bildet dann 
eine unendlich dünne Lamelle, in der man den Druck überall als 
gleich ansehen darf. Irgend ein Theilchen derselben bewegt sich 
daher wie ein freier materieller Punkt, also in einer Parabel mit 
verticaler Achse, und, ist die Bewegung eine stationäre, so ist die 
flüssige Schicht aus solchen Parabeln zusammengesetzt, die durch die 
einzelnen Punkte des Schlitzes gehen. 

§2. 

Wir wollen uns jetzt mit einer stationären Bewegung einer in- 
compressibeln Flüssigkeit beschäftigen, bei der andere Kräfte als die 
Schwere wirken und kein Geschwindigkeitspotential vorhanden ist. 
Es soll sich um eine Flüssigkeit handeln, deren Theile einander nach 
dem Newton'schen Gesetze anziehen und auf deren Oberfläche ein 
constanter Druck wirkt; wir werden aus den Euler'schen hydrodyna- 
mischen Gleichungen beweisen, dass diese in einer gewissen stationären 
Bewegung sein kann, während ihre Oberfläche ein dreiachsiges Ellipsoid 
ist, zwischen dessen Achsen eine bestimmte Relation besteht. Zu 
diesem Zwecke nehmen wir an, dass zwischen den Geschwindigkeits- 
compouenten u, v, w ond den Coordinaten x^ y^ z des Punktes, auf 
den diese sich beziehen, die Gleichungen 

t? — a^^x -f a„y + a^e 4) 

bestehen, in denen die 9 Grössen a^j, a,2, . . Constanten sind. Die 
Gleichung 12) der fünfzehnten Vorlesung giebt für diese die Bedingung 

öii + «22 + ^88 ** ^' 5) 

Setzt man die Werthe von u, v^ w aus 4) in die Gleichungen 10) der 
fünfzehnten Vorlesung, so werden die linken Seiten derselben lineare, 
homogene Functionen von o?, y^ z\ die rechten Seiten werden es auch, 
wenn man über P (das ist dasselbe, wie py da wir die Dichtigkeit 
gleich 1 gesetzt haben) passend verfügt Schreibt man die Gleichung 
der Oberfläche der Flüssigkeit 

*' -4- y* a- ''^ — 1 fC\ 
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80 ist nämlich 

V — Const. - Ä {Äx^ + By^ + Cz^), 7) 

wo Aj Bj C die durch die Gleichungen 4) der zwölften Vorlesung 
bestimmten Constanten sind, wenn man die Einheiten der Masse, 
Länge und Zeit so gewählt hat, dass die Kraft, mit der zwei Massen 
einander anziehen, gleich ihrem Producte, dividirt durch das Quadrat 
ihrer Entfernung, ist. Man erreicht daher den genannten Zweck, wenn 
man p einer homogenen Function zweiten Grades von x, y, z^ zu der 
eine Constante addirt ist, gleichsetzt. Man erreicht zugleich, dass der 
Druck an der Oberfläche constant wird, wenn man 

p-Consi + tf(l _ 5 - ?;-?;) 8) 

macht, wo 6 eine Constante bedeutet 

Die in Bede stehenden Differentialgleichungen werden f&r alle 
Werthe von x, y, e erfÜUty wenn man die Coefficienten dieser Yariabeln 
in ihnen einander gleichsetzt; mit Hülfe von 7) und 8) erhält man 
dadurch 

«11Ö12 + »wöTss + «18082 = 

«2i«ii + <h%<hi + «»SÖ81 — 

2(1 
0,10,8 + Ojjjdjj + a28«82 — ^ — 2ä B 9) 

«21 »18 + «22«28 + «28^88 = ^ 
»81 «11 + «82O21 + «88031 = 
«81 «12 + «82«22 + «88«82 = 

«81«18 + «82«23 + «88«88 "" ß"* ~ ^^ ^' 

Noch zu erfüllen ist die Bedingung, dass die Theilchen der Oberfläche 
in dieser bleiben-, nach der Gleichung 31) der zehnten Vorlesung ist 
hierzu erforderlich, dass, wenn die Gleichung 6) besteht, 

^ + ^? + ?-o 

ist, dass also allgemein diese Gleichnng erfüllt wird. 
Hieraus ergeben sich die sechs Gleichungen 



?^ + ?f-0, -# + ^^ = 0, 5^=h^-o. 



10) 



In Folge der drei ersten von diesen wird die Gleichung 5) erfüllt und 
die Gleichungen 9) nehmen diese einfachere Form an: 



§. 2. GraTitirendes flüsBiges Ellipfloid. 351 

«^i8a8« + ö»i«i2 = |f — 2«B, a«töiö — 0> öi8O8i"0 11) 

«31 «18 + ««««w — ^ — 2äC, aa,a,i — 0, a,ia„ = 0. 

Diesen und den drei letzten der Gleichungen 10) kann durch mehrere 
Werthsysteme der Unbekannten genügt werden. Ihnen kann genügt 
werden 9 wenn man 

«18 =» 0, Ott — 0, 0,1—0, Ojj =* 

annimmt, so dass yon den 9 Grössen o^, , a^g, .. nur die beiden aj^ 
und a^i Ton Null yerschieden bleiben. Die Gleichungen 10) und 11) 
werden dann 

«««»1 = y - 2«^ — I? - 2«^, = 1^ — 2xC, 



Oii««i — — ** 



oder, wenn man 

setzt und <f eliminirt, 

a b 

«11 — 5 *, «»1 — — ä « 

Diese Doppelgleichung ist dieselbe, wie die Gleichung 6) der zwölflien 

Vorlesung, wenn man die dort mit v bezeichnete Grösse «» — , 

d. h, da wir hier (i gleich 1 angenommen haben, wenn man die dort 
mit w bezeichnete Grösse gleich x macht. Hieraus folgt, dass die 
durch die Gleichungen 

bestimmte Bewegung bestehen kann, wenn die Flüssigkeit ein EUipsoid 
bildet, welches mit der Drehungsgeschwindigkeit x um die ;? -Achse 
wie ein fester Körper rotiren kann. Nach den an dem angeführten 
Orte gemachten Angaben giebt es drei solche Ellipsoide, zwei ab- 
geplattete Rotationsellipsoide, deren Rotationsachse die ^r-Achse ist, 
und ein dreiachsiges, yorausgesetzt, dass x innerhalb gewisser Grenzen 
liegt. Bildet die Flüssigkeit eines der beiden Rotationsellipsoide, so 
sind die hier und dort betrachteten Bewegungen ganz dieselben; sie 
sind aber yerschieden im Falle des dreiachsigen EUipsoi/ls. 

Die Bewegung der Theile eines dreiachsigen flüssigen Ellipsoids, 



1) In den früheren Auflagen stand f&lschlieli C*. W. 
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die wir so gefunden haben, ist yon Dirichlet*) entdeckt; die Be- 
trachtungen, die uns zur Eenntniss derselben geführt haben, lassen 
sich, wie wir zeigen wollen, leicht so yerallgemeinem, dass sie eine 
Bewegung geben, von der die eben besprochene eitien speci eilen Fall 
bildet, und die Bewegung, bei der dasr dreiachsige EUipsoid wie ein 
fester Körper rotirt, einen andei-en. 

Wir nehmen an, dass die Flüssigkeit durch ein Ellipsoid begrenzt 
ist, welches um eine seiner Achsen mit der constanten Winkel- 
geschwindigkeit A rotirt; wir beziehen die Bewegung aller Flüssigkeits- 
theile auf ein Goordinatensystem, dessen Achsen die Achsen dieses 
EUipsoids sind; die £:-Achse sei die Rotationsachse, die Gleichung 6) 
wieder die Gleichung des EUipsoids. Nach den Betrachtungen, welche 
zu den Ausdrücken 5) der neunten Vorlesung geführt haben, darf man 
bei der Bildung der Differentialgleichungen der Bewegung davon ab- 
sehen, dass das eingeführte Coordinatensjstem rotirt, falls man zur 
X' und y-Gomponente der auf die Masseneinheit bezogenen, auf ein 
Flüssigkeitstheilchen wirkenden Kraft resp. hinzufügt 

}?x — 2Xv und A*y + 2A«. 

Nimmt man an, dass die Bewegung, bezogen auf das genannte Goordi- 
natensystem, eine stationäre ist, so ergeben daher die Gleichungen 10) 
der fünfzehnten Vorlesung bei Bücksicht auf die Gleichungen 7) und 8) 

du , du . du /2ff o >! I i«\ Ol 

ox * dy dz \a" ' / 

4: + ^'A+«'a-:=(F:-2«^+^*)y+2A« 



dw . dw . dw /2ff c^ ^\ 
ox * dy * dz \c* / 



Setzt man in diese Gleichungen iür u, v, w ihre Werthe aus 4), so 
werden sie fQr alle Werthe yon x, y, z erfüllt, falls die neun Glei- 
chungen bestehen, deren linke Theile die Theile der Gleichungen 9) 
und deren rechte Theile 

2 (J * 

— , — 271 A + A* — 2^0),, — 2Xa2ii — 2Ka^^ 



2A«i„ 


6* 


— 2nB + A» + 2Ao,„ 2Aa„ 







0, f: - 2nC 



sind. Zu diesen neun Gleichungen kommen, wenn die gedachte Be- 
wegung eine mögliche sein soll, ungeäudert die Gleichungen 5) und 10). 
Allen diesen Bedingungen genügt man, wenn man 



*) Abhandlungen der Eönigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, 
achter Band, 1860. 
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^u — 0, a„ — 0, aaa — 

und 



«if«« = ?^ - 2ä^ + A« - 2*0,. » I? - 2äB + A» + 2Aa„ 



6' 
0_i?-2ÄC 



macht Setzt man wieder 



«» — f «> ^i " — a *' ^^ *»«^i — — X* 

und eliminirt 6^ so erhalt man die beiden Gleichungen zwischen 
X, X, a, 5, c 

a« (x* + A*) + 2«Ao6 — 2ä (a«^ - c»C7) 

6* (x» + A«) + 2xAa6 — 2ä (6«-B — c«C). ^ ^ 

Sind a, 6, c beliebig gegeben, so können x und A aus diesen 

Gleichungen berechnet werden; die Werthe, die man dafür findet, 

und die gegen einander vertauscht werden können, sind aber nicht 

immer reell, d. h. die durch die entwickelten Gleichungen dargestellte 

Bewegung ist nicht immer eine mögliche. Wir wollen hier die 

Grenzen des Gebietes nicht aufsuchen, in dem die Verhaltnisse 

aihic liegen müssen, damit die Gleichungen 12) reelle Werthe yon 

X und A ergeben; ein einfacher Fall, in dem dieses stattfindet, ist 

der, dass 

6« «a c* und a* > c" 

ist, in welchem Falle die zweite der Gleichungen 12) 

c (x* + A*) + 2x'Aa — 
wird. 

8 3. 

Die Euler'schen hydrodynamischen Differentialgleichungen sind 
denen yon Lagrange vorzuziehen, wenn die Bewegung, um die es sich 
handelt, eine stationäre oder eine solche ist, die, wie die im vorigen § 
zuletzt betrachtete, sich dadurch auf eine stationäre zurückführen lässt, 
dass man sie auf ein bewegtes Coordinatensystem bezieht. Ihre An- 
wendung ist auch dann bequem, wenn die Yerrückungen und Ge- 
schwindigkeiten der Flüssigkeitstheile unendlich klein sind; solche 
Falle bildeten den Gegenstand der beiden yorigen Vorlesungen; mit 
einem Falle, der auch hierher gehört, wollen wir uns nun beschäftigen, 
nämlich mit den unendlich kleineii. Schwingungen einer schweren 
incompressibeln Flüssigkeit. 

Klrohhoff, MMhwiik. 4. Aufl. 28 
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Wir setzen voraus, dass ein Geschwindigkeitspotential g) existirt; 
die partielle Differentialgleichung ^ mit der wir. es zu thun haben, 
ist dann wieder die Gleichung ^q> »» 0. Die Flüssigkeit soll theil- 
weise von festen Wänden begrenzt sein; fär alle Elemente dieser 
ist dann 

ll - 0; 13) 

sie soll aber auch eine freie Oberfläche darbieten, welche unendUch 
wenig von einer horizontalen Ebene abweicht^ und auf welche ein 
constanter Druck ausgeübt wird; es muss zunächst die Grenzbedingung 
aufgesucht werden, der q> an dieser freien Oberfläche zu genügen hat. 
Wir nehmen die ary-Ebene des Goordinatensystemes unendlich nahe 
an der freien Oberfläche, die 5-Achse vertical abwärts gekehrt an; in 
der Gleichung 1) können wir dann 

setzen, wo C eine Gonstante bedeutet, über die wir nach Willkür 
verfClgen dürfen. Bezeichnen wir die Geschwindigkeiten als unendlich 
kleine Grössen erster Ordnung und vernachlässigen in der Gleichung 1) 
unendlich kleine Grössen zweiter Ordnung, so erhalten wir 

C + gss-p-^^^' 

Setzen wir C gleich dem constanten Druck, der auf die Oberfläche 
wirken soll und wenden diese Gleichung auf die Oberfläche an, so er- 
halten wir als Gleichung derselben 

9'-^'/,- 14) 

Wir beziehen diese auf ein gewisses Flüssigkeitstheilchen an der Ober- 
fläche, differentiiren sie nach t und vernachlässigen die auf der rechten 
Seite dabei auftretenden unendlich kleinen Grössen zweiter Ordnung; 

wir erhalten dann 

dtp d^ip ,-v 

In dieser Gleichung sind für z die unendlich kleinen Werthe 

zu setzen, die der Oberfläche entsprechen; statt dessen kann man 

in ihr 

iP — 
machen. 

Die Gleichungen 13) und 15) sind die Grenzbedingungen, denen 

gemäss 9 zu bestimmen ist. Es ist leicht, ihnen für gewisse specielle 

Fälle zu genügen. Wir setzen 

ip^ZU 16) 
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und nehmen an, dase Z eine Function yon z und i^ V eine Function 
Yon X und y ist; der Gleichung 13) kann dann genügt werden, falls 
die Flüssigkeit seitlich durch eine yerticale Oylinderfläche; unten durch 
einen horizontalen Boden begrenzt ist; fflr jene muss dann 

I? - 0. ") 

für diesen 

H-O 18) 

gemacht werden. Die Gleichung J<f <» wird durch 16) 
ihr wird genügt, wenn man 

^ + F^ ^'ü 20) 

setzt , wo X eine CSonstante sein soll. Ist für den Boden 

so folgt aus 19) und 18) 

Z — 3f(e«(*— > + e-«<*— >), 21) 

wo e die Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet und M eine 
Function von t ist Diese bestimmt sich aus der Gleichung 15), 
welche durch 16) und 21) wird 

hieraus fol^ 



3£— J.COS— y^23r, 22) 

wo A und t^ zwei willkürliche Constanten bedeuten und 



n. 






y-2«Kf '..^-.. 23) 



ist. Die Gleichung, die man aus 16) durch 21) und 22) erhalt^ stellt, 
▼orausgesetzt, dass U den Gleichungen 20) und 17) gemäss bestimmt 
werden kann, eine Bewegung dar, bei der jedes Flüssigkeitstheilchen 
Schwingungen ausführt, deren Dauer T ist. Der fQr T angegebene 
Ausdruck vereinfacht sich wesentlich in den Fallen, dass xh als un- 
endlich gross oder als unendlich klein angesehen werden kann; im 
ersten Falle ist 

T ^* 

2S* 
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im zweiten^ wie die Entwickelung der Exponentialgrössen zeigt^ 

Wir wollen die Bestimmung der Function U nur f&r den ein&chsten 
Fall ausf&hren; wir wollen nämlich annehmen, daas der horizontale 
Querschnitt der Flüssigkeit ein Rechteck ist^ dessen Seiten den Achsen 
der X und y parallel sind, und dass U Ton y unabhängig ist Die 
Gleichung 20) wird dann 

und ihr allgemeines Integral ist 

COSX {X — Xq), 

wo Xq eine willkürliche Gonstante bedeutet, multiplicirt mit einer 
zweiten willkürlichen Constanten. Wenn für die Wände, die die 
Flüssigkeit in der Richtung der x-Achse begrenzen, 

o; BS und x -» ^ 
ist, so erfordert die Gleichung 17), dass für diese Werthe von x 

ax 

ist; man genügt dem, wenn man 

Xo-O, «-?^ 24) 

macht, wo n eine ganze Zahl bedeutet. Man hat hiemach 

e + ö j. 

Man erfüllt auch alle Bedingungen, die zu erfüllen sind, wenn man 
9> gleich einer Summe solcher Ausdrücke setzt, wie der aufgestellte 
einer ist, und die sich von einander unterscheiden durch die Werthe 
der ganzen Zahl n und der Constanten Ä und i^] man kann also 
auch 

ÄnCOBjr2lt + BnSinY'^^)\^ ' +« ' jcos^Ä 

setzen, wo die Summe nach n zu nehmen ist, An, Bn willkürliche 
Constanten sind und T« den aus 23) und 24) zu berechnenden Werth 
von T bedeutet Wir bemerken, ohne näher darauf einzugehen, dass 
die Constanten ^., Bn mit Hülfe der sogenannten Fourier'schen 
Reihen sich so bestimmen lassen, dass die Bewegung einem beliebigen 
Anüangszustande entspricht, d. h. dass für / «» und für die Oberfläche g 

— d. i. nach 14) — ■*? — und J^ beliebig gegebenen Functionen von 

X gleich werden. 
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Wir wollen noch den Fall ins Auge fassen , dass die Flüssigkeit 
in der Bichtong der x-Achse als unbegrenzt angesehen werden kann^ 
d. h. dass fBr keinen Werth von x einer Grenzbedingong zu genfigen 
ist. Die Gleichungen 24) brauchen dann nicht erffillt zu werden; es 
bleibt X und| wenn wir 

machen, k willkürlich, und wir können 

9 — ilcos (i- — y) 2« . ( e ^ '' + e ^ " ) 26) 

^1 / 2i€l e ^ +e ^ 
1/ a A«*« *«« 

V e~-e~~ 

setzen. Die hierdurch dargestellte Bewegung besteht in Wellen, die 
in der Richtung der x- Achse «fortschreiten, deren Wellenlänge A und 
deren Fortpflanzungsgeschwindigkeit 



= -sr-> d. h. 



/ *1^ *»i 



T 

r e * -f. e 

ist. Diese Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist im Allgemeinen von der 
Wellenlänge abhängig; sie ist es nur dann nicht, wenn X als unend- 
lich gross gegen die Tiefe h angesehen werden kann, in welchem 
Falle sie 

^Vffh 

ist. Ist im Gegentheil h unendlich gross gegen A, so ist die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit 

Die Bahn, welche ein Flüssigkeitstheilchen beschreibt, findet man 
auf dem folgenden Wege. Es seien ^ + S; 9; ^ + S die Goordinaten 
zur Zeit t des Theilchens, dessen Goordinaten x, y, s zur Zeit ^ «» 

sind; es ist dann 

rf| d^ dS^ d^ 

dt ■* äi"' 'dt'^dz' 
d. h. nach 25) 

dt irV -' y^^nr-TJ^«, 

woraus folgt 
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i 






i 

Durch Elimination von i ergiebt sich hieraus 



wenn 



« TV 




gesetzt wird« Das ist die Gleichung einer Ellipse, deren Elalbachsen 
horizontal und vertical sind und die Längen a und c haben. Ist h 
unendlich gross, während X und endlich sind, so ist a «» c, alle 
Flüssigkeitstheilchen beschreiben dann Kreise.*) 

§4. 

Wir wollen jetzt die hydrodynamischen Differentialgleichungen 
von Lagrange auf einige Bewegungen einer incompressibeln Flüssig- 
keit, auf deren Theile Kräfte wirken, und auf deren freie Oberfläche 
ein constanter Druck ausgeübt wird, anwenden. Der erste Fall, den 
wir betrachten, ist der, dass WeUen gewisser Art von endlicher Hohe 
in einer schweren Flüssigkeit fortschreiten. Wir setzen wieder die 
Dichtigkeit der Flüssigkeit gleich 1, wählen die jer -Achse vertical 
abwärts gekehrt und nehmen an, dass die Bewegung überall paraUel 
der or^-Ebene vor sich geht. Die Gleichungen 7) der ftUi&ehnten Vor- 
lesung^ geben dann, wenn man 

setzt^ 

d^xdm,(dU \d» , dp ^ 



ät 






26) 



die Gleichungen 8) und 3) derselben Vorlesung werden 

— T) ^^dz dxde 

dt ' ^ISc de da 

Es können hier a und c irgend zwei Variable sein, deren Werthe 



^) Yergl. Holtsmann, Programm der Polytechnischen Schule in Statt- 
gart, 1S58. 
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zusammen mit y ein FlüssigkeitsÜieilchen eindeutig bestimmen; hierzu 
ist erforderlich, dass in dem Ton der betrachteten Flüssigkeit erfällten 
Räume D weder unendlich wird^ noch yerschwindet; im Uebrigen 
lassen wir die Bedeutung Ton a und c Torläufig unbestimmt. Wir 
werden zeigen, dass den aufgestellten Gleichungen genfigt wird durch 

X — aa^rsin^, z — C"»rcos^ 

. 27) 

wo l und T zwei Constanten , r eine Function von c bedeuten, über 
die zu Terf&gen wir uns yorbehalten. Hierdurch ist ausgesprochen, 
dass ein jedes Flüssigkeitstheilchen in einem Kreise mit gleichbleibender 
Geschwindigkeit so sich bewegt, dass T die Dauer eines Umlaufes 
ist Aus den für x und z angenommenen Ausdrücken folgt 

da * X ^ de de 

dz 2% . ^ de ^ . dr ^ ^ 

also 

Da D von t unabhängig sein soll und d von t abhängt, so muss 

37 — T' 2») 

und 

i)-l+¥4 30) 

sein. Die erste yon diesen Gleichungen giebt 

r^Re ^\ 31) 

wo R eine willkürliche Constante ist. 

Aus den für x und z aflgenommenen Ausdrücken folgt weiter 

d^x /2«\« . ^ d*e /««\« ^ 

Substituirt man diese Werthe in die Gleichungen 26) und benutzt 28) 
und 29), so werden dieselben 

Man genügt beiden, wenn man zwischen den bisher willkürlich 
gelassenen Constanten T und A die Relation 



1) in den früheren Auflagen stand T statt T*. W. 
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9 3» 

festsetzt und p so als Fnnction der einen Variabeln c bestimmt, dass 



^.i,_i^«.r"-) 



ist. Ist p "^Po für c »» 0, so folgt aus dieser OleichuDg 



\^g[c^^R'{l^e '')). 



An der freien Oberfläche müssen stets dieselben Flüssigkeitstheilchen 
sich befinden und der Druck soll in ihr ein constanter sein; wir 
genügen diesen beiden Bedingungen, wenn wir annehmen, dass f&r 
die freie Oberfläche 

1> *=' Po ^^^ c ■— 
ist. Im Uebrigen nehmen wir die Flüssigkeit als unbegrenzt an; es 
yariirt dann a zwischen — c» und -j- oo, c zwischen und -f" ^^• 

Die Constante R darf einen gewissen Werth nicht überschreiten, 
damit in keinem Punkte der Flüssigkeit D yerschwinde. Aus 30) 
und 31) folgt 

es darf also R nicht grösser als 

h 32) 

sein. 

In X und js ausgedrückt, erhält man die Gleichung der freien 
Oberfläche zur Zeit t, wenn man in 27) c =^ setzt und a und O 
eliminirt; sie ist daher das Resultat der Elimination von d aus den 
Gleichungen 

a?— y^^ — BsinO + — d 

jBi SS JS COS d: 
Da X und t hier nur in der Verbindung x — -jrt Torkommen, so 

schreitet die Oberfläche mit der Geschwindigkeit -jr in der Richtung 

der X-Achse ohne Gestaltsänderung fort. Für irgend einen Werth 
Ton t ist ihr Schnitt mit der a;x^ -Ebene eine Gycloide; der Kreis, bei 
dessen Rollen sie durch einen Punkt beschrieben wird, hat den 

Radius ^, sein Mittelpunkt bewegt sich auf der rc -Achse; der Punkt, 

der sie beschreibt, befindet sich im Abstände R vom Mittelpunkte.') 



1 ) In den früheren Auflagen waren die Grössen B und -— hier verwechselt. W. 

Z JE 
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Erhält R seinen in 32) angegebenen Grenzwerth^ so erhält die Cycloide 
Spitzen. 

Bei der hier betrachteten Bewegung existirt nicht ein 6e- 
schwindigkeitspotentialy es rotiren die Flüssigkeitstheilchen um die 
y-Achse. Nennt man % die Rotationsgeschwindigkeit^ so erhält man 
aus den Gleichungen 15) und 14) der fünfzehnten Vorlesung 

_2 7) ^ ^* ^^ ^Tt dx 
* "" "So" de de da 

jlt dt ^dtdt 
"*' da de de da^ 
also nach 28) und 29) 

Die in diesem § erörterte Bewegung ist Ton Gerstner*) entdeckt*, 
später hat sie selbständig Rankine**) behandelt. 



§5. 

Wir kehren ntm noch einmal zur Betrachtung einer Flüssigkeit 
zurück, wie wir sie im § 2 uns gedacht haben, also einer Flüssigkeit, 
deren Theile nach dem Newton'schen Gesetze einander anziehen und 
auf deren Oberfläche ein constanter Druck wirkt, lassen aber die dort 
gemachte Voraussetzung fallen, dass ihre Bewegung eine stationäre 
ist oder auf eine solche dadurch zurückgeführt werden kann, dass 
man sie auf ein passend bewegtes Coordinatensystem bezieht. Wie 
Dirichlet in der schon im § 2 angeführten Abhandlung gezeigt hat, 
erhält man mögliche Bewegungen einer solchen Flüssigkeit, wenn man 
annimmt, dass die Goordinaten eines jeden Theilchens lineare Functionen 
ihrer Anfangswerthe sind und im Anfange die Flüssigkeit ein EUip- 
soid bildet. 

Unter a, 6, c verstehen wir jetzt die Anfangswerthe von x^ y, e, 
schreiben die Gleichung der Oberfläche zur Zeit ^ — 

2t + gi + ^-=. 1> 33) 

und setzen 

y = «,« + ßih + y%c 34) 

^ — «3« + ßif> + riC, 



*) Theorie der Wellen sammt einer daraus abgeleiteten Theorie der Deich- 
profile Yon Franz Gerstner, Prag 1B04. 

**) London Philos. Transactions , 1868, Pari. I, p. 227. 
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wo die 9 Grössen a, ß, y zn bestimmende Functionen der Zeit be- 
deuten. Es müssen diese zunächst der Gleichung 

«1 A rx 
D^ a^ ß^ Yi —1 35) 

«8 ßs n 

genügen; ihre Anfangswerthe sind 

«1 — ft — ya — 1 

«2 — A — «8 — yi — A — y« — 0, 

die Anfangswerthe ihrer nach t genommenen Differentialquotienten 
sind beliebig bis auf die Bedingung, der sie genügen müssen, die durch 
Differentiation aus 35) folgt, d. h. der Bedingung 

di ^ dt ^ dt ^• 

Die Gleichung 33) ist auch die Gleichung der Oberflache der Flüssig- 
keit zur Zeit ^, führt man in sie rr, y, ir an Stelle yon a, h, c mit 
Hülfe von 34) ein, so sieht man, dass die Flüssigkeit immer ein 
Ellipsoid bildet^ dessen Mittelpunkt der Anfangspunkt der Coordinaten 
ist, dessen Achsen der Grösse und Richtung nach aber Ton der Zeit 
abhängen. 

Das Potential V der Flüssigkeit zur Zeit t in Bezug auf den 
inneren Funkt (rr, y, z) ist gleich der Summe einer homogenen Function 
zweiten Grades yon rr, y, z und einer yon x^ y, z unabhängigen Grösse; 
denn diese Eigenschaft hat F, wenn die Achsen der a?, y, z mit den 
Hauptachsen des flüssigen EUipsoids zusammenfallen, und sie geht 
nicht yerloren, wenn man statt eines solchen Coordinatensjstemes ein 
anderes mit demselben Anfangspunkte einführt. Bei Bücksicht auf 34) 
folgt hieraus, dass 

F= jff— üTa« - i6« - Mc" - 2K:Ic - 2Vca ~ 2M'ah 36) 

ist, vyo die 7 neu eingeführten Zeichen Functionen der Zeit bedeuten, 
die durch die 9 Functionen a, /3, y und die 3 Constanten Ay B^ C 
in gewisser Weise ausdrückbar sind. 
Endlich setzen wir 

1 - jt- 5i - cV' 

wo 6 eine unbekannte Function yon t bedeutet. 

Bei diesen Annahmen genügen wir der Bedingung, dass der Druck 
an der Oberfläche der Flüssigkeit ein constanter ist, und die Glei- 
chungen 7) der fün&ehnten Vorlesung werden in Bezug auf a, 6, c 
linear und homogen. Allen Bedingungen des Problems wird genügt, 
wenn die 10 Functionen der Zeit a„ /3|, y^^ a,, /}„ y^ a,, ß^ y^ und 6 
den folgenden Differentialgleichungen gemäss bestimmt werden: 
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ft^^ + ^l^ + ft^ 2X + ¥. 37) 



— 2Z' 

— 2i' 



yi iF + *^« iL^ ^ *^» ^«»^ — — ij/L 

"« d«' ^ "* ät* ^"^ dt* - " I crt 

D— 1. 



-23f+?^ 



7 Integrale dieser Gleichungeü können wir nach allgemeinen Be- 
trachtungen^ die wir durchgeführt haben, angeben. Drei von diesen 
folgen aus den Oleichungen 14) der fünfzehnten Vorlesung, wenn man 
in diese die Werthe von x^ y, z aus 34) einführt; sie sagen aus, dass 
die drei Ausdrücke 

« 

Constanten gleich sind. Die yier andern findet man durch die folgende 
Ueberlegung. Wir haben im § 6 der eilften Vorlesung nachgewiesen, 
dass fQr eine Flüssigkeit, wie wir sie hier betrachten, das d'Alembert'sche 
Princip in demselben Form gilt, wie fQr ein System discreter Punkte. 
Aus den in der vierten Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen 
folgt daher, dass fQr die Bewegung, die wir hier betrachten, der Satz 
▼on der lebendigen Kraft, der Satz yon der Erhaltung der Bewegung 
des Schwerpunktes und die Sätze Ton der Erhaltung der Flächen 
gelten. Bilden wir zuerst die Gleichung, welche den Satz yon der 
lebendigen Ejraft ausspricht. 

Wir bezeichnen durch dt ein Element der Masse der Flüssigkeit, 
welches zur Zeit ^ -» die Coordinaten a, 6, c hat; die lebendige 
Kraft T zur Zeit t ist dann bestimmt durch 
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Hier setze man för -^i jf 9 ^ ^® ^^^ 34) sich ergebenden Werthe 



ein und benutze^ dass 

Jvdx —^ASC^ Jcadx — 



hedx — 



39) 



Pdr^ 



4« 



ABC 



? /< 



ahdt — 



T—^ABC 



ist, welche Gleichung^ mit Leichtigkeit sich ergeben, wenn man 
dt «» da db de setzt und an Stelle yon a, b, c als Integrationsyariable 

Ä^ S^ O ^^^^9 ''^'^ erhält dann 

+B-p)'+®)'+(^)") 

+ c'((^')* + (S')" + (§)■) 

Femer sei U das Potential aller wirkenden Kräfte; es ist dann 

U^Cvdt 

oder, wie wir sagen wollen, gleich dem Potential des flüssigen EUip- 
soids in Bezug auf sich selbst. Nach einem Satze, der in der unten 

stehenden Anmerkung*) bewiesen ist, ist dieses gleich ^ mal dem 



*) Daa Potential einer Masse, die mit der Dichtigkeit 1 das Ellipsoid erfüllt, 
dessen Oberfläche die Gleichung 



X 



y' 



z' 



a« ^ 6« ^ c« ~ • 

hat, in Bezug auf den innem Punkt (x, y, z) ist. nach der Gleichung 4) der acht- 
zehnten Vorlesung 



r 1 ^' y' ^' 

/ j, a« + 1 6* + A c* + l 
5/ dX ■ ' ' — ; 



nahe 



die CoefBcienten von x\ y\ z* in diesem Ausdrucke sind, wie schon auf Seite 188 
bemerkt ist, nur von den Verhältnissen von a, 5, c, nicht aber Ton den absoluten 
Werthen dieser Ghrössen abhängig; daraus folgt, dass das Potential einer Masse, 
die mit der Dichtigkeit 1 den Raum erfüllt, der durch die beiden Flächen 

?! 
und 



il + n + S-«» 



«? + ö"' "*" ? " " 
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Yolamen, mal dem Potential desselben in Bezug auf seinen Mittelpunkt, 
d. h. es ist 

wo H die in 36) definirte Bedeutung hat. Der Satz von der leben- 
digen Kraft sagt aus, dass zwischen diesen Grössen T und U die 

Gleichung besteht 

T — ü^ + consi 

Der Satz von der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes 
giebt^ auf unser Problem angewendet, nur identische Gleichungen; auf 
ihm beruht die Zulässigkeit der Annahme, die wir gemacht haben, dass 
der Mittelpunkt des flüssigen EUipsoids an demselben Orte bleibt 

Die Sätze Ton der Erhaltung der Flächen geben 3 Integrale; sie 
sagen aus, dass die Ausdrücke 

/(yf'-'lf)*'^' /('^-*j|)<''' /(*rt-»^)''*' 



begrenst ist, in Bezug auf einen Punkt in der Höhlung derselben constant und 
so gross ist, wie in Besug auf den Mittelpunkt, also 

CO 



wenn n > n. 

Um nun das Potential des EUipsoids, dessen Halbachsen a^h^ c sind, in 
Bezug auf sich selbst zu finden, suche man zun&chst das Potential desselben in 
Bezug auf die Schicht, die durch die beiden Fl&chen begrenzt ist, welche mit 
seiner Oberfläche ähnlich sind, ähnlich liegen und die Halbachsen an^ (n, cn 
und a{n + dn)^ & (n -f (2ti), e (n -f dn) haben. Dieses Potential setzt sich aus 
zwei Theilen zusammen, yon denen der erste herrflhrt von der Masse ausserhalb 
der Schicht, der zweite Ton der Masse, die Ton der Schicht umschlossen wird. 
Der erste Theil ist 

-- ahtZn^dn^naheVL — «•) / - ; 



den zweiten findet man, wenn man erwägt, dass das Potential einer Masse M in 
Bezug auf eine Masse M* gleich dem Potential der Masse M' in Bezug auf die 
Masse M ist. 



-— abcir • na 



be 2ndn / -======= 

J Via' + l) (6« + X) (c* + l) 





Addirt man diese beiden Ausdrficke und integrirt ihre Summe nach n yon n ■- 
bis n a« 1, so ergiebt sich das gesuchte Potential des EUipsoids (a, b, c) in Be- 
zug auf sich selbst 

4 4«, , /^ dl 

■""T-'-r- abc-nabc I . , 

wodurch der im Texte ausgesprochene Satz bewiesen ist 
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d. h. nach 34) und 39) die Ausdrucke 

Constanten gleich sind. 

§6. 
Wii^ wollen nun die vereinfachende Annahme machen, dass die 
Hauptachsen des flüssigen Ellipsoids immer dieselben Richtungen be- 
halten. Das ist der Fall, wenn wir 

an Stelle der Gleichungen 34), also 

«« — «3 ~ /*! ~ A — yi — y* — 
setzen. Die Werthe der Grössen H, K, L, , . . sind dann aus der 
Vergleichung der Gleichung 36) mit der Gleichung 



j _ i» fi^* rj« 



««„t AtKt „«^1 



7—%ABCI dl / i't T y» IL. 

l/(«Jil + X) (ßlB^ + A) (^C« + 1) 

zu entnehmen, und die Gleichungen 37) geben zur Bestimmung der 
vier unbekannten Functionen a^, /3^, y^, 6j wenn man 



setzt. 



' ^<" il* 5/ J^T «J ^« 



A^ + l 



" <**• -B" ^ N p\B* + 1 



d^ _ i?_ 



V ^yJ^' + i 



«iftys— 1- 

Die Ausdrücke 38) werden gleich 0; es findet keine Rotation der Flüssig- 
keitstheilchen statt, für die Bewegung existirt ein Geschwindigkeits- 
potential. Auch die Ausdrücke 40) sind gleich 0. Ein erstes Integral 
hat man in dem Satze von der lebendigen Kraft. Auf Quadraturen 
ist das Problem nicht zurückgeführt 

Die Richtungen der Achsen des flüssigen Ellipsoids kann man 
als gleichbleibend auch dann betrachten, wenn dasselbe immer ein 
Rotationsellipsoid ist, dessen Rotationsachse mit der 0-Achse zusammen- 
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fallt. Auch bei dieser Amialime kann den Gleichungen 37) genügt 
werden* Bei derselben ist die Gleichung der Oberfläche, in a, 6, c 
ausgedrückt, 

g' + fc* . c* , 

in X, ff, ausgedrückt, kann sie geschrieben werden 

a?' + y' j. f:! _ 1 

wobei dann X und Z die Halbachsen bedeuten; stellt man die Be- 
dingungen dafür auf, dass diese beiden Gleichungen bei Rücksicht 
auf 34) identische werden, so findet man 

ri-o, y,-0, «,-0, Ä-O 

«1 — ± A; «8 -= + A; 

wo die beiden oberen oder die beiden unteren Vorzeichen zu wählen 
sind. Diese Zweideutigkeit hebt sich, wenn man y^ als positiv an- 
nimmt und die Gleichung D «■ 1 berücksichtigt; es ergiebt sich dann 

«1 — A; «8 = — A • 
Dabei wird die Gleichung D >» 1 

and man findet 

X» — -, Z* — (?rl 

Man erhält hienuu 

g» + d« r'c* 



indem man diese Gleichung mit 36) vergleicht, bekommt man die 
Werthe von H^ Ky L . . Benutzt man dieselben, so reduciren sich 
die Gleichungen 37) auf die folgenden: 



ü/- — ^^^^ — 



1)T 
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Die bei 38) und 40) angegebenen Integrale des allgemeineren Problems 
liefern ein Integral dieser Gleichungen, der Satz von der lebendigen 
Kraft liefert ein zweites. Diese beiden reichen aus^ um das jetzt be- 
trachtete Problem auf Quadraturen zurückzuf&hren. ' Die Discussion 
derselben lehrt die Schwingungen kennen, die die Oberfläche des 
Rotationsellipsoids im Allgemeinen ausführt. In Bezug auf diese Dis- 
cussion verweisen wir auf die bereits im § 2 genannte Abhandlung 
von Dirichlet; in Bezug auf allgemeinere Untersuchungen, die die 
Bewegung eines flüssigen Ellipsoids betreffen, dessen Theile nach dem 
Newton'schen Gesetze sich aüziehen, auf eine Abhandlung von Riemann, 
die sich im neunten Bande der Abhandlungen der Konigl. Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Göttingen beflndet. 



^ Seehsnndfwanzigste Yorlesnng. 

(ReiD^og einer incoinpressibeln Fltissigkeit. Aufsiellung der Differentialgleichungen 

undT^r Grenzbedingongeh. Strömung der Flüssigkeit durch eine lange, cylin- 

^j^j^xi, ^^^- Einführung der Annahme, das» die Flüssigkeit an festen Körpern, 

en sie in Berührung ist, haftet, und dass die Greschwindigkeiten unendlich 

$ ad. Gleichmässige Drehung einer Kugel in der Flüssigkeit um einen 

Bre^ms ^^^^*" tr^u?^^^ ^^^^ eines Rotationsellipsoids um seine Symmetrieachse in dem 

ttn »tr MS f>cn<'l>ttntctiiass die Flüssigkeit äusserUch unbegrenzt oder durch eine concentrbche 

ndflttt^itrnc^ntu^^^^» ''®*P- ^^^^^^ ^ü^ confocales Ellipsoid begrenzt ist. Berechnung des 

>oiiöittiiaM> ^ '* 'l^i^^momentes der Kräfte, welche auf die Kugel oder das Ellipsoid wirken 

r^^benn'^öte'tMl^e.wctt Widerstand einer Kugel, die gleichm&ssig in der Flüssigkeit fortschreitet. 

icT fl^^^^ä^y^J^ ^Inf Schwingungen einer Kugel. Schwingungen einer Kugel, bei denen der 

£^n Blbtiot^ft Us tot Mittelpunkt auf einer (Geraden hin- und hergeht.) 

Ir. <• ptuU fm lle^anbcf 

.{«•; *«^^ wollen unsere hydrodynamischen Untersuchungen beschliessen 
mit der Betrachtung gewisser Bewegungen einer incompressibeki 
Flüssigkeit, bei denen die Beibung von Einfluss ist. Die Differential- 
gleichungen fQr solche Bewegungen haben wir bereits in der eilften 
Vorlesung aufgestellt. Wir bezeichnen wieder durch u, v, w die 
Componenten der Geschwindigkeit im Punkte {Xy y, e) zur Zeit /, 
setzen 





r.-z, — *(|i + g) 


r,-;,-2t|5^ 


z.=.x.--*f^ + |^) 


Z, -jp - 2*f^ 


Xy=Y, *(ay + ax)' 



l) 



wo k eine, die Reibung bedingende Constante der Flüssigkeit, p 
eine unbekannte Function von x^ y, e, t bedeutet, und drücken die 
Componenten der Beschleunigung so aus, wie es im § 2 der fünf- 
zehnten Vorlesung geschehen ist; die Differentialgleichungen, um die 
es sich handelt, sind dann, wenn man annimmt, dass auf die Theile 
der Flüssigkeit keine Kräfte wirken, und die Dichtigkeit derselben 
durch ft bezeichnet, 

Kirobhoff, Mecbanik. i. Aoü. 24 



2) 
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du , d* , du , du . 1 /9X, dX dX^\ 

|^ + „|i + ,^ec;^+i-(^ + ^' + ^)«0 
dt ' ox ^ oy ^ dg * fi \dx * oy * dß f 

Substitoirt man liier für X^, Fy . . ihre Werthe aus 1) und benutzt 
die vierte der Gleichungen 2) zur yerein£Eudiung der übrigen, so 
erhält man 



du . du , du , du , 1 dp k ^ ^ 

dt * dx * dy * dM * i^dx n 

dv t dv t dv t dv . 1 dp k ^ ^ 

dt ^ dx ^ dy * ds * iik dy ^ 

du> , dw . dio . dw . 1 dp k . ^ 

dt * dx * dy * dz ^ y^ dz n 

a« , ^ , dw_ ^^ ^ 

. dx^dy'^de'^ 



3) 



An der Oberfläche der Flüssigkeit^ also an den Flächen, in denen 
dieselbe einen andern Körper, der fest oder flüssig sein kann, berührt, 
sind gewisse Bedingungen zu erfüllen. Einige von diesen sind aus 
dem § 6 der zehnten Vorlesung und dem § 4 der eilften zu entnehmen. 
Nennen wir ds ein Element der Berührungsfläche und n die nach dem 
Innern der betrachteten Flüssigkeit gerichtete Normale von ds, so 
muss die Componente der Geschwindigkeit nach der Richtung von n 
für die Theilchen auf den beiden Seiten von ds gleichen Werth haben 
und es müssen Xn, Yn, Z» für diese Theilchen gleiche Werthe haben. 
Diese Bedingungen sind aber nicht ausreichend, um die Losungen der 
Differentialgleichungen 2) oder 3) zu bestimmen; es ist eine Hypothese 
nöthig, um dieselben zu ergänzen. Eine geeignete Hypothese, die in 
gewissen Fällen sich bewährt hat, ist die, dass ic, v, to selbst für die 
Theilchen auf beiden Seiten von ds dieselben Werthe besitzen, dass 
also die Theilchen der beiden Korper, die einmal mit einander in 
Berührung sind, immer mit einander in Berührung bleiben. Wir 
führen noch eine allgemeinere Hypothese, die aufgestellt ist, an. 
Wir beziehen Uy v, w auf die Theilchen der betrachteten Flüssigkeit, 
die an ds liegen, tij, v^j u;, auf die Theilchen auf der andern Seite 
von ds; es ist dann, wie erwähnt, 

(tt — Wj) cos (nx) + (t? — v,) cos (ny) + (w — «?,) cos (nz) = 0. 

14 — a^ , t? — »1 , «7 — w, können wir als die Componenten der 
relativen Gesahmndigkeit der betreffenden Theilchen bezeichnen und 
diese Gleichung dahin aussprechen, dass diese relative Geschwindig- 
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keit senkrecht auf n, also parallel mit ds ist. Den Druck, der auf 
da ausgeübt wird, den Druck nämlich, dessen Gomponenten nach den 
Coordinatenachsen Xn, F», Zn sind, denken wir uns in zwei Gom- 
ponenten zerlegt, von denen die eine parallel mit n, die andere parallel 
mit ds ist; die letztere hat nach der in Rede stehenden Hypothese 
die entgegengesetzte Richtung, wie jene relative G^chwindigkeit und 
ist dieser proportional. Den analytischen Ausdruck dieser Hypothese 
findet man durch die folgende üeberlegung. Es ist 

X« cos {nx) + Yncos (ny) + Z» cos (ne) 

die Componente des auf ds ausgeübten Druckes nach der Richtung 
Yon n; multiplicirt man diesen Ausdruck mit cos (nx\ cos (ny\ cos (lijv), 
so erhält man die Gomponenten nach den Goordinatenachsen dieser 
Gomponente; zieht man diese Producte von X«, Y«, Zn ab, so hat 
man in den DüBferenzen die Gomponenten nach den Goordinatenachsen 
der mit ds parallelen Gomponente des auf ds wirkenden Druckes. 
Nach der ausgesprochenen Hypothese ist daher 

X, — IXn COS (nx) + Yn cos (ny) + Z, cos (nz)) cos (nx) •= A («i — u) 
Yn - — (X, cos (nx) + Yn cos (ny) + Zn cos (m)) cos (ny) =^ A («j -— v) 4) 

Zn — (Xn COS (nx) + F» cos (ny) + Zn cos (njp)) cos (ng) «* k(iv^ — w\ 

• 

wo A eine von der Natur der Flüssigkeit und des berührenden Körpers 
abhängige Gonstante bedeutet. 

Nimmt man A unendlich gross an, so führen die Gleichungen 4) 
zu der specielleren, vorher erwähnten Hypothese, nach der u «» tij , 
v = i;^ , u; «B U7| ist Der andere Grenzfall ist der, dass A ">» 0. Für 
ihn geben die Gleichungen 4) 

X» : F, : Z« — cos (tio;) : cos (ny) : cos (ne), 

wie man sieht, wenn man sie durch co8(nx\ cos (ny), co8(ne) diyidirt, 
und je zwei von einander abzieht; der Druck, dessen Gomponenten 
X», Yn, Zn sind, ist hiernach ein senkrechter; dieses muss statt- 
finden, wenn der berührende Körper eine Flüssigkeit ist, in der man 
die Reibung vernachlässigen darf. 

§2. 

Wir wollen jetzt partiouläre Lösungen der im vorigen § auf- 
gestellten Gleichungen suchen. Wir nehmen zuerst an, dass 

tt -= und t; = 0, • 

d. h., dass die Bewegung überall parallel der ^-Aehse ist. Die erste, 
zweite und vierte der Gleichungen 3) werden dann 

24* 
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?ü-.0 -^ — — — 
dx ' dy ^ de ' 

d. h. BB ist p Ton x und y, «^ you ^ unabhängig. Die dritte der 
Gleichungen 3) wird 

woraus der eben gemachten Bemerkung wegen folgt 

WO c von X, y, z unabhängig, also eine Function der einen Variabein t 
ist. Wir specialisiren den betrachteten Fall noch weiter, indem wir 
annehmen, dass die Bewegung eine stationäre ist; es ist dann c eine 
(Tonstante und 

Diesen Gleichungen gemäss kann eine Flüssigkeit sich bewegen in 
einer festen und unbewegten, der i»- Achse parallelen, cylindrischen 
B5hre. Bilden wir die Grenzbedingungen, die an der inneren Ober- 
fläche einer solchen Röhre zu erfüllen sind. Aus 1) ergiebt sich für 
unsem Fall 

-X, = |) 7, «« Z^ —» — h^ 

Z.-p X,~Y.- 0, 
und, da 

C08(itjef) — 

ist, so folgt daher aus den Gleichungen 7) der eilften Vorlesung 

Z, — 1? cos (nx), Yn=^p cos (ny\ Z« — — t (^ cos (nx) +-g~ cos(ny)) 

und 

X« cos (nx) + Tn cos (ny) + -^i» cos (lur) «= jp. 

In den Gleichungen 4), die wir als Grenzbedingungen anwenden wollen, 
hat man t/| «- v^ »» u^^ «b zu setzen; die beiden ersten derselben 
werden daher identisch erfüllt und die dritte giebt 

oder, was dasselbe ist. 

Nun nehmen wir an, dass der Querschnitt der Röhre ein Kreis yon 
dem Radius R ist^ dessen Mittelpunkt in der 0-Ebene liegt, und dass 
die Bewegung in gleichem Abstand yon dieser Achse die gleiche ist 
Setzt mau 
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SO wird dann die zweite der Gleichungen 5) 

d'ig , 1 dw c 

woraüB 

folgty wo A und B willkürliche Constanten bedeuten. Die erste von 
diesen muss verschwinden, da u; für p »» nicht unendlich werden 
darf; die zweite ergiebt sich aus 6), d. h. aus der Bedingung, dass 

dw 1 



ist; es folgt hieraus 

K — — 



B f,R—hlP,, 



also 

2k 



- — rk(^ + "^-4 



Die Constante c findet man aus der ersten der Gleichungen 5), wenn 
die Werthe von p für zwei Werthe von z bekannt sind; ist p ^^p^ 
fetr ;er CS und p^^p^ f&r jv «- Z, so ist 

^ Pi-Po 
e -j 

Nennt man Q das Volumen der in der Richtung der jer-Achse durch 
einen Querschnitt in der Zeiteinheit strömenden Flüssigkeit, so ist 

also 

Diese Resultate sind sehr nahe fUr den Fall gültig, dass eine schwere 
Flüssigkeit durch eine horizontale, sehr lange und dünne Rohre aus 
einem geraumigen Gefösse in die Atmoq>häre ausströmt; die Quer- 
schnitte jer aa und ii «-> { kann man dann in Entfernungen von den 
beiden Enden der Röhre wählen, die gross gegen den Durchmesser 
derselben, aber klei^ gegen l sind, und p^ dem Drucke gleichsetzen, 

welcher in der Röhre stattfindet, wenn die Flüssigkeit ruht, p^ dem 
Drucke der Atmosphäre. 

Messungen über die Ausflussmenge bei einer Anordnung der 
bezeichneten Art sind von Poiseuille ausgeführt; es fand dieser 
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WO K eine Grösse bedeutet, die ungeändert blieb, wenn p^y l oder R 
geändert wurde. Die Yergleichung dieser Gleichung mit 7) führt 
zunächst zu dem Schlüsse, dass k als unendlich gross anzusehen, also 
anzunehmen war, dass die Flüssigkeitstheilchen, die die Bohrenwand 
berührten, an dieser hafteten; die für K gefdndenen Werthe erlauben 
dann weiter die Werthe von k für die den Versuchen unterworfenen 
Flüssigkeiten zu berechnen. 

§3. 

Die ferneren Betrachtungen, die wir über die Reibung einer Flüssig- 
keit anstellen wollen, wollen wir durch die Annahme vereinfachen, 
dass die Flüssigkeitstheile, die einen festen Körper berühren, an diesem 
haften, und durch die Annahme, dass die Geschwindigkeiten unendlich 
klein sind. Die letztere macht, dass die Gleichungen 3) 

du . dp T . 

»»Ir + If ""^^^ 

a« "t" ay "+" a* ~ ^ 

werden. Ist die Bewegung eine stationäre, so gehen sie über in 

du I _£« , dto ^ 



9) 



Eine Lösung dieser Gleichungen, ist 

p = const, u — ^, t; ._, u; — 0, 10) 

wenn W der Gleichung 

z/ H^ -n const. 
genügt. 

Wir köimeu hiemach in 10) 

TT-^, r-yx' + y^ + 0* 

setzen, wenn c eine Constante bedeutet, und haben in 

jp<» const., u = —-^y^ t? — ^«, w^O 11) 
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eine paridcoläre Lösung unserer Differentialgleichungen. Die durch 
dieselbe dargestellte Bewegung ist leicht zu übersehen. Betrachtungen^ 
wie wir sie zuerst im § 5 der vierten Vorlesung durchgeführt haben, 
zeigen^ dass Punkte, fOr welche 

ist, wo ^ eine Constante bedeutet, ihre relatire Lage nicht ändern 
und so sich bewegen, als gehörten sie einem festen Körper an, der 
mit der Winkelgeschwindigkeit ^ um die £r -Achse sich dreht. Den 
Gleichungen 11) zufolge werden die Bedingungen 12) erftdlt für die 
Punkte einer mit dem beliebigen Radius r um den Anfieuigspunkt der 
Coordinaten beschriebenen Eugelfläche, wenn man 

♦-? 

macht. 

Befindet sich in der Flüssigkeit eine feste Kugel, deren Ober- 
fläche die Gleichung r »- r^ hat, und die mit der constanten Winkel- 
geschwindigkeit ^^ um die «-Achse sich dreht, so stellen die Glei- 
chungen 11) eine mögliche Bewegung der Flüssigkeit dar, wenn man 
in ihnen 

setzt. 

Ist die Flüssigkeit durch zwei concentrische Kugelflächen begrenzt, 
deren Gleichungen r »3 r, und r '^ r^ sind, von denen die erste, kleinere, 
mit der constanten Winkelgeschwindigkeit ^^ um die ;er-Achse sich 

dreht, die zweite, grössere, ruht, so geben die Gleichungen 10) eine 
mögliche Bewegung, wenn man in ihnen 

setzt und die Constanten b und c passend bestimmt. Es wird bei 
dieser Annahme über W 

«--(^+&)y, v-(^, + b)x, u>~0 13) 

und die Gren^bedingungen werden erfüllt, wenn man 

V,-^ + 6, 0-^ + 6 
macht; woraus 

folgt ^'^ "«^ 

Soll die Kugel vom Radius rj mit gleichbleibender Geschwindig- 
keit sich drehen, so muss auf sie im Sinne der Bewegung ein Drehungs- 
moment M wirken, welches dem Drehungsmoment der Drucke gleich 
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ist, welche sie auf die Flüssigkeit ausübt. Ist ds ein Element der 
Oberfläche der Kugel und n die mit der Verlängerung des Radius 
zusammenfallende Normale von ds, so ist daher 

Jf ^Jds (x Tn — yX,). 14) 

Man hat aber 

X, « - (xX^ + yXy 4- bX,) 
und nach 1) und 13) 

X»=p-6*c^ r. — Zy— 3*c" 

T,~p + 6Jcc^ Z,^X,^-3kc^ 15) 

z, = p Xy-r.- 3tc^ 

in welchen Gleichungen überall r =^ r^ zu setzen ist. Hieraus er- 
giebt sich 

1^.— 7P+ TT^, X,=— jp— -^y, 



Ä«-y» 



also 



oder, da 



M^^-^Jdsix' + y') 
I x*ds = I y*d$ ■» / z'ds ^^ — r\ 



M^Sxkc. 

Da r in diesem Ausdrucke nicht vorkommt, so erleidet derselbe da- 
durch keine Veränderung, dass r = r, gesetzt wird. 

Die Gleichungen 10) lassen sich auch dem Falle anpassen, dass 
die Flüssigkeit durch zwei confocale Rotationsellipsoide begrenzt ist, 
deren Rotationsachse die f^Achse bildet, und von denen das äussere 
ruht, das innere mit der constanten Winkelgeschwindigkeit ^^ um 

die iT -Achse sich dreht. Wir schreiben die Gleichung des inneren 
EUipsoids 

«*+l.' + ^=l 16) 



a 



1 



c? 



und bezeichnen durch Sl das Potential der Masse 1, die mit gleicher 
Dichtigkeit den durch dasselbe begrenzten Raum erfällt, in Bezug 
auf den äusseren Punkt (x, y, z). In dem Falle, dass die Flüssigkeit 
äusserlich als unbegrenzt anzusehen ist, welchen Fall wir zuerst be- 
trachten^ lässt sich den Grenzbedingnngen genügen, wenn man 

w^ca 
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setzt und die CoDst-ante c passend bestimmt. Der Gleichung 3) der 
achtzehnten Vorlesung zufolge ist nämlich 

_ ä' + y* ^^ 






wo <y die positive Wurzel der Gleichung 
bedeutet; die Gleichungen 10) geben daher 



wenn 






J W + 



x)«l/^f+T 



gemacht wird. Hiemach bewegen sich die Punkte der Flüssigkeit^ 
die auf dem durch einen Werth von bestimmten, mit dem Ellipsoide 
16) confocalen Ellipsoide liegen, so, als ob sie einem festen Korper 
angehorten, der mit der Winkelgeschwindigkeit ^ um die jer-Achse 
sich dreht; der Werth von c ist daher aus der Gleichung 



zu bestimmen. 

Für das Drehungsmoment 3f, welches auf das Ellipsoid wirken 
muss, um dieses in gleichmässiger Drehung zu erhalten, gilt auch 
hier die Gleichung 14). Die Berechnung desselben wird durch die 
folgende Bemerkung erleichtert, die sich an die Definition anknüpft, 
die Ton den Druckkräften in den Gleichungen 1) und 2) der eilften 
Vorlesung gegeben worden ist. Wenden wir die letzte dieser Gleichungen 
auf einen beliebigen Theil der Flüssigkeit an, beachten, dass die Be- 
wegung eine stationäre ist, die Geschwindigkeiten unendlich klein sind 
und Kräfte auf die Theile der Flüssigkeit nicht wirken, so erhalten wir 



Jds{xTn-yXn)^0, 



wo ds ein Element der Oberfläche des gewählten Theiles, n die nach 
dem Innern dieses gerichtete Normale von ds bedeutet. Nun sei 
dieser Theil begrenzt durch das Ellipsoid und eine unendlich grosse, 
concentrische Kugelfläche; die eben gemachte Bemerkung lehrt dann, 
dass M gleich dem Integrale 



Jd8(xYn-yXn) 
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ist^ wenn dieses über die unendliche Kugelfläche ausgedehnt und unter 
n die Normale verstanden wird, die mit der Verlängerung des Radius 
zusammenfallt. In der Unendlichkeit gelten aber auch hier die 
Gleichungen 15); auch hier ist also 

Jtf=8«ic, 18) 

wo c aber durch 17) zu bestimmen ist 

Ist die Flüssigkeit äusserlich durch das ruhende Ellipsoid 

^' + y' I ^' ^ 1 

.8 » -J 



«2 «8 



begrenzt 9 welches mit dem Ellipsoid 16) confocal ist, so dass 



so hat man 



^2 « j j 



w^csi^4-i^' + y') 



2 

zu setzen und die Constanten b und c so zu bestimmen , dass 



00 







s i? dX 



— fc/* +b 



ist, woraus folgt 

Berechnet man das Ehrehungsmoment M, welches auf das innere 
Ellipsoid wirken muss, um die Bewegung gleichmässig zu erhalten, 
mit Hülfe der Gleichung 14), so tritt die Gonstante b nicht auf und 
man findet dasselbe durch die Gonstante c. gerade so ausgedrückt^ wie 
wenn die Flüssigkeit äusserlich unbegrenzt ist; auch hier gilt also 
die Gleichung 18), wenn der Werth von c aus 19) genommen wird. 



§4. 

Aus den Gleichungen 9) folgt 

^^p«0; 

hat man dieser Bedingung gemäss p angenommen und eine Function 
V bestimmt, die der Gleichung 

genügt, so erfüllt man die Gleichungen 9), wenn man 
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setzt und u', v\ to' so wählt, dass 

^«'—0, ^v'— 0, ^u?'— 

und 

du'dv' .dv/ _ JL« 

ist 

Wir können liiemach 

-tl'-2«'-^, «'-0, .'-0, w' ^ 



nnd, ds 



ist, 






ai- 



und 



TT I l *" I ^«^ 






- 36^-c^ 20) 

machen, wo a^^b, c willkürliche Constanten bedeuten. Es lassen diese 

sich so bestimmen, dass fttr einen Werth von r, der R genannt 

werden möge, 

u — 0, v — 0, w — 

ist; hierzu dienen die Gleichungen 

Bb b . e 

aus denen folgt 

Es stellen dann die Gleichungen 20) die Bewegung einer Flüssigkeit 
dar, die in der Unendlichkeit überall mit der Geschwindigkeit a in 
der Richtung der ii-Achse strömt, und in der eine um den Anfangs- 
punkt der Coordinaten mit dem Radius B beschriebene Kugel ruht. 
Es sei Z die Kraft, die in der Richtung der ii-Achse auf die Kugel 
ausgeübt werden muss, um sie an ihrer Stelle zu halten; es ist dann 

Z - JdsZ, -J^ {xZ, + yZ, + mZ,), 21) 

wo ds ein Element der mit dem Radios r um den Anfangspunkt der 
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Coordmaten beschriebenen Kugel bedeutet, und r »» ü zu setzen ist 
Statt dieses Werthes von r kann aber auch ein beliebiger grösserer 
gewählt werden; denn aus der dritten der Gleichungen 1) der eilften 
Vorlesung geht hervor, dass 



/' 



dsZn — 



ist, wenn ds ein Element der Oberfläche eines beliebigen Theiles der 
Flüssigkeit bedeutet. Es gewährt einen Vortheil, in der Gleichung 21) 
r unendlich gross anzunehmen; man kann dann nämlich bei der Be- 
rechnung von Zx, Zy, Z, aus den Gleichungen 1) mit Hülfe von 20) 
hier die mit dem Factor b behafteten Glieder vemachliissigen. Für 
ein unendlich grosses r findet man 

Z, 6ic^', Z, 6kc^, Z, 6Ärc^;, 

und daher ist 

Z^-6kc^fe'ds 

= — SxJcc oder = — 6xkRa. 22) 

Nach einer von uns schon mehrfach benutzten Bemerkung gelten 
die hier entwickelten Gleichungen auch in dem Falle, dass das 
Coordinatensystem, auf welches sie sich beziehen, statt zu ruhen, in 
irgend einer Richtung mit gleichbleibender Geschwindigkeit fort- 
schreitet. Lassen wir dasselbe in der Richtung der jer-Achse mit der 
Geschwindigkeit — a fortschreiten, so ist die Flüssigkeit in der 
Unendlichkeit in Ruhe und in ihr bewegt sich die Kugel vom Radius 
R in der Richtung der i?-Achse mit der Geschwindigkeit — a. Die 
Gleichung 22) lehrt den Widerstand kennen, den diese Kugel dabei 
erleidet 

§5. 

Wir wollen nun noch von den Gleichungen 8), die für nicht 
stationäre Bewegungen gelten, zwei Anwendungen machen, die sich 
auf Schwingungen beziehen, die eine Kugel in einer äusserlich 
unbegrenzten Flüssigkeit unter dem Einfluss gewisser Kräfte aus- 
fahren kann. 

Den genannten Gleichungen wird genügt, wenn man 

p «s const. 

setzt und u, Vy w so wählt, dass 

a du . II dv . it dw . 

y^-^«' T^-^^' T^-^«' 

?i? J- ^ 4. ^*^ _ 
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ist; diese Gleichu^igen erf&llt maii; wenn man 

macht^ und W der Gleichung 

'j'-W-^^ 23) 

gemäss bestimmt. Nun nehmen wir an^ dass W eine Function der 

beiden Yariabeln t und r ist, wo r wieder die Grösse Yx^ + y* + ;»* 
bedeutet; wir haben dann 

1 dW 1 dW ^ 

r er ^' T er ^ 

Diese Gleichungen stellen eine Bewegung dar, bei der die Punkte^ die 
in dem Abstände r vom Anfangspunkt der Coordinaten liegen^ so sich 
bewegen; als gehorten sie einem festen Körper an^ der um die j8i -Achse 
mit der Winkelgeschwindigkeit i> sich dreht^ wenn. 

♦ - - f '^ 24) 

gesetzt wird. Wir dürfen daher annehmen, dass in der Flüssigkeit 
eine Kugel sich befindet^ f&r deren Oberfläche r «» 22 ist, und die um 
die jer-Achse mit einer Winkelgeschwindigkeit sich dreht, die dem 
Werthe gleich ist, den der für ^ gegebene Ausdruck f&r r »» i2 erhalt. 
Ist M das Drehungsmoment der Drucke, welche die gedachte 
Kugel auf die Flüssigkeit ausübt, so gilt auch hier die Gleichung 14), 
und eine Rechnung, die derjenigen ganz ähnlich ist, welche wir an 
diese Gleichung geknüpft haben, giebt 

8 dr\r or / 

Nun sei ^ der Winkel, um den die Kugel zur Zeit t aus einer ge- 
wissen Lage gedreht ist, so dass 

^-* filr r-B; 25) 

femer sei M' das Drehungsmoment der Krafke, welche ausser den 
Yon der Flüssigkeit ausgeübten Drucken auf die Kugel wirken, und 
K das Trägheitsmoment dieser; dann ist 

Diese Gleichungen bilden, wenn M' gegeben ist, eine Grenzbedingung 
fQr die, bis jetzt nur durch die partielle Differentialgleichung 23) 
definirte Function W, Gesetzt, es sei 
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WO a eine beliebig gegebene Constante sein soll; dann wird diese 
Bedingung, wenn man sie nach t differentiiii; 

TTT - X**^ dVW mi) + 7 ai^F= für r « R. 26) 
Die Gleichung 23) , die sich 

k dt ~ dr* 
schreiben lässt, hat die particulare Losung 

W=C/"^M\ 27) 

wo C und ß willkürliche Consianten bedeuten; die zweite von diesen 
lässt sich so bestimmen ; dass der Gleichung 26) genügt wird; es ist 
hierzu nöthig, dass ß eine Wurzel der Gleichung 

ist. \yenn A; »» ist, so sind die Wurzeln derselben 



' ^1^ K y^ ' 



wir nehmen an, dass Je so klein ist, dass, wie in diesem Falle, von 
den fdnf Wurzeln zwei complex mit negativem reellen Theile sind, 
und setzen in 27) für ß eine von diesen beiden Wurzeln; dann wird 
die Geschwindigkeit in der Unendlichkeit Null. £s ist dabei W 
complex; aber auch der reelle Theil des in 27) iür W aufgestellten 
Ausdruckes genügt, für W gesetzt, den Gleichungen 23) und 26). 
Diesen reellen Theil wählen wir für W. Setzen wir dann 

berechnen ^ mit Hülfe von 24) und 25) aus TT, bezeichnen durch 
C eine neue, reelle willkürliche Constante und verlegen den Anfangs- 
punkt der Zeit, so finden wir 

Diese Gleichung bestimmt die Schwingungen, die die Kugel ausführt. 
Nennt man T die Dauer einer einfachen Schwingung und d das 
logariihmische DecremefU der Schwingungen, d« h. den natürlichen 
Logarithmus des Verhältnisses zweier aufeinander folgenden Schwin- 
gungsbögen, so ist hiernach 



d^C^t-aOT«^^',: 



2a6 

8a6 
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Es ist leicht a und b zu finden^ wenn man k als unendlich klein an- 
nimmt und von den Gliedern, auf die der Werth von k von Einflnss 
ist, nur diejenigen der niedrigsten Ordnung berücksichtigt. Man be- 
zeichne zu diesem Zwecke den Werth, den ß für k ^= erhält, 
durch /3q, setze 

ß-ßo + «, 
schreibe die Gleichung 28) 

F(/J)-0 
und mache 

man hat dann € aus der Gleichung 

F(ß,) + «r (/Jo) - 

ZU berechnen. So ergiebt sich 

F{ß,) - ^ ü» V^ ^0*, F'ißo) - - ^RKßl , 
also 

Bezeichnet man noch die Schwingungsdauer der Kugel für den Fall, 
dass die Flüssigkeit keine Einwirkung auf sie ausübt, durch Tq, d. h. 
setzt man 

SO hat man hiernach 
und 

Die particuläre Lösung der Gleichungen 23) und 26), die wir 
jetzt discutirt haben, setzt einen gewissen Anfangszustand der Flüssig- 
keit voraus; wir wollen noch andere particuläre Lösungen derselben 
Gleichungen, die sich auf andere Anfangszustande beziehen, aufisuchen. 
Eine Losung der Gleichung 23) ist 

WO C, (7 und ß willkürliche, complexe Gonstanten bedeuten. Es 
genügt dieselbe der Bedingung 26), wenn zwischen diesen Gonstanten 
die Gleichung 

+ C'{()/|+JB/l)(««H-j:/J*)+^J?',»|/|/3«(3j-|-3|/?B/l+JP/l«))«-''V? 

besteht Diese Gleichung bestimmt das Yerhältniss C : C\ wenn ß 
beliebig angenommen ist Der Ausdruck, den man auf diese Weise 
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fQr W erhält, ist complez; sein reeller Theil genügt auch den Glei- 
chungen 23) und 26). Wählt man diesen reellen Theil für Wj so 
wird im Allgemeinen die Geschwindigkeit in der Unendlichkeit un- 
endlich; eine Ausnahme hiervon kann nur stattfinden und die Ge- 
schwindigkeit in der Unendlichkeit yerschwinden, wenn entweder eine 
von den beiden Constanten C und C gleich Null oder die Constante ß 
rein imaginär ist. Der erste FaU ist derjenige, den wir vorher be- 
trachtet haben, und auf den die Gleichung 27) sich bezieht; der zweite 
führt auf die neuen Lösungen, die wir bezeichnen wollten. 

§6. 

Die folgenden Betrachtungen werden uns auf die Schwingungen 
einer in einer reibenden Flüssigkeit befindlichen Kugel führen, deren 
Mittelpunkt in einer geraden Linie sich hin und her bewegt. 

Eine particuläre Lösung der Gleichungen 8) ist 

d*p a«p a«p 



wenn 

eine zweite ist 



^P — 0; 



wenn 






die genannten Gleichungen werden daher auch erfüllt durch 

„ a»(P+ W) ., d'(P+W) d*{P+W) d\P+W) 

"■° dxdi * " ■" dyct ' ^ dx* dy* 

o*P 

wenn 

^P-=0, kJW'^n^- 29) 

Nun nehmen wir an, dass P und W nur Functionen der beiden 
Variabein r und t sind; wir erhalten dann 

„_xt d n d(P+w) \ 

^^yz d /l d{P+W) \ 
r dr\r dr / 

x* + y* d (1 g(P+ W)\ 2 d{P+ W) 



w =B — 



d n e?(P+ w) \ 8 c?(P+ w) g^. 

dr\r dr / r . dr ^ 



z d*P 



d 
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wir nehmen ferner an, dass ftlr r «» 22 

W\T — Tr — ^j"^ ^^) 

ist; dann ist f&r r «» i2 

tt_0, i; — 0, «;- — -p g^ % 32) 

und die entwickelten Gleichungen stellen eine mögliche Bewegung in 
dem Falle dar, dass in der Flüssigkeit eine Kugel sich befindet, für 
deren Oberfläche r «> ü ist, und die in der Richtung der jer- Achse mit 
einer Geschwindigkeit sich bewegt, die gleich dem Werthe von 

r CT 
ist. 

Es sei Z die Summe der ier- Componenten der Drucke, welche 

die Kugel auf die Flüssigkeit ausübt; es gilt dann die Gleichung 

21); d.L 

Z-J^{xZ. + yZy + BZ.). 

Erwägt man, dass nach 1) 

xZ^ + yZ, + 0Z,^ ßp — h(x^^ + y^^ + z^) 

1 / du t dv t dw\ 

dass femer 

i a^ds"^ 1 y*dS'» j e*ds •™-J"** 

ist und benutzt die Gleichung 31), so findet man ans 30) 

Nun sei ( die Yerrückung der Kugel zur Zeit t aus einer gewissen 
Lage, so dass 

^ = fc; für r — B, 33) 

m die Masse der Kugel und Z' die Kraft, die in der Richtung der 
ier-Achse auf die Kugel wirkt, abgesehen von den Drucken, die die 
Flüssigkeit auf sie ausübt; es ist dann 

Gesetzt, es sei 

wo a eine beliebig gegebene Constante bedeutet; dann erhält man, 
der Gleichung 26) entsprechend, 

Kirebboff, lUcbanik. 4. Aufl. 26 
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^Vl^+P-^0 für r^R ^^ 

Den beiden für P und W in 29) aufgestellten Gleichungen genügt 
man durch _ 

P^Be-^'i, W^C/"^/'^'-', 35) 

WO JB; C und /) willkürliche Constanten sind. Die Bedingungen 31) 
und 34) geben für diese Constanten zwei Gleichungen^ die in Bezug 
auf B und C linear und homogen sind^ und aus denen das Yerhältniss 
B : C und ß zu berechnen ist. Mit Hülfe der Differentialgleichungen 29) 
findet man leicht für r »» iZ aus 31) 

d{P+W) 1 n 



dr Z k 



ß'rW 



a« /i d(P + w) \_ ft , idw 

dr*\r dr ) k P r dr 
und dann aus 34) 

— («« + mß") TT — ^r»/J«(9Ä^ - (iß'rW) 

oder, da für jeden Werth von r 

ist, 

= «» + wi3* + ^ JR/l«(/ti?/3« — 9 l/ifc^B/J + 9Ä:). 36) 

Setzt man 

bezeichnet also durch m' die Masse der von der Kugel verdrängten 
Flüssigkeit^ so geht diese Gleichung für X; «^ über in 



o-=«* + (»» + ^)^. 



Daraus folgt, dass^ wenn k klein genug ist (was wir annehmen), ihre 
vier Wurzeln in der Nahe der Werthe 



V fn A — — 



±V'' 



+ 2 



V2 



liegen. Wir wählen für ß eine der beiden Wurzeln, deren reeller 
Theil negativ ist; dann wird die Geschwindigkeit in der Unendlich- 
keit gleich Null. Dabei sind die in 35) für P und W aufgestellten 
Ausdrücke complex; aber auch die reellen Theile dieser Ausdrücke 
genügen den Gleichungen 29), 31) und 34), und diese reellen Theile 
denken wir uns nun für P und W gesetzt. Machen wir wieder 
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berechnen ^ mit Hülfe von 32) tind 33) ans P nnd Wy bezeichnen 
durch C eine neue, reelle^ willkürliche Gonstante und verlegen den 
Anfiuigspunkt der Zeit^^ so ergiebt sich dann 

g_Ce<*'-*')'sin2a6<, 

woraus für die Schwingungsdauer T und das logarithmische Decrement 
der Schwingungen d wieder die Gleichungen 

folgen. Nimmt man k als unendlich klein an, so findet man hieraus 
und aus der Gleichung 36) durch eine Rechnung, wie sie für einen 
ähnlichen Fall im yorigen § durchgeführt ist, 

WO 



9 1 i/T 



Es hat keine Schwierigkeit, andere particuläre Losungen der 
Gleichungen 29), 31) und 34) , welche einem andern Anfangszustande 
der Flüssigkeit entsprechen, als die erörterte, anzugeben; es hat diese 
ein hervorragendes Interesse, weil sie sehr nahe den Einfluss zu 
beurtheilen erlaubt, den die Luft auf die Schwingungen eines Pendels 
ausübt, das aus einer Kugel und einem düunen Faden besteht. Wir 
verweisen in Bezug hierauf auf eine Abhandlung von Stokes (Trans- 
actions of the Cambridge philosophical society, YoL IX, part 2, p. 8) 
und eine von Emil Meyer (Borchardt's Journal, Bd. 73). 
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Siebenundzwaiusigste Yorlesnng. 

(Gleichgewicht und Bewegung elastischer fester Körper. Aufstellung der Differential- 
gleichungen für Körper, die in verschiedenen Richtungen verschiedene Elasticität 
besitzen. Die Zahl der Constanten der Elasticität ist im Allgemeinen 21, sie 
yerringert sich, wenn Ebenen der Symmetrie Torhanden sind, und reducirt sich 
bei einem isotropen Körper auf 8. Das Gleichgewichtsproblem liat nur eine 
Lösung. Wenn keine Kräfte auf die Theile des Körpers wirken, so kann derselbe 
im Gleichgewicht sein, wenn die Druckcomponenten Constanten gleich sind. 
Zusammendrückbarkeit, Elasticitätscoefficient. Gleichgewicht eines isotropen, 
cylindrischen Körpers, auf dessen Grundflächen Drucke von gewisser Art wirken. 
Durchführung der Rechnung für den Fall, dass der Querschnitt ein Kreis ist. 
Gleichgewicht einer Hohlkugal, auf deren Oberflächen constante und senkrechte 

Drucke wirken.) 

§1. 

Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung des Gleichgewichtes und 
der Bewegung eldstischer fester Körper. Die allgemeinen Differential- 
gleichungen hierfür haben wir bereits im § 7 der eilften Vorlesung 
unter gewissen Voraussetzungen aufgestellt; diese Voraussetzungen 
werden wir beibehalten und aus jenen Gleichungen Folgerungen 
ziehen; die dort gebrauchten Bezeichnungen werden wir auch hier 
anwenden^ nur die Verrückungen^ die dort i, r^, ( genannt sind^ sollen 
hier Uy v, w heissen. Wir denken uns also einen Körper, dessen 
Punkte in eine solche relative Lage gebracht werden können, dass die 
sämmtlichen Druckcomponenten in ihm gleich Null sind; den Zustand, 
in dem der Körper sich dann befindet, wollen wir seinen natürlichen 
nennen, x, y, e sind die Qoordinaten eines Punktea des Körpers^ 
wenn dieser in seinem natürlichen Zustande in irgend einer Lage ist, 
X -{- u, y + t?, ^ to die Coordinaten desselben Punktes zur Zeit t] 
Uy V, w sind unendlich klein. Wir setzen 

du dv I du> 

^''^Ti' y* "~ ^i' ~ a7 "•■ ^ 

dv dtv , du -V 

Vy = ^} ^' — ^' — dx'^cz ^^ 

dw du^ _, dv 

und bezeichnen durch f eine gewisse homogene Function zweiten Grades 
der 6 Argumente Xx, Py, . . mit constanten Coefficienten; es ist dann 
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und 





J., =» ^» ^" « 




7 — X — ^^ 
^' ^' a*. 


7 a/' 


5r — F — ^^ 



2) 



3»u ax, dx^ dx, 

l^dt' ^^ TI W Ti "^^ 

f* gl« — f*^ — äi ~ a7 "" "äl ' 

wo fi die Dichtigkeit, X^ Yy Z die Componenten der beschleunigenden 
Kraft, die im Punkte {Xy y, d) wirkt; bedeuten. Die Function f hat 

dabei die Eigenschaft, dBßsffdt, wo dt ein Element des Volumens 

des Körpers bedeutet^ 'das Potential der Kräfte ist, die durch die 
relativen Verschiebungen der Theile des Körpers erzeugt sind, d. L der 
Kräfte, welche wir an dem angeführten Orte innere genannt haben. 
Aus dieser Bemerkung folgt^ dass der Werth von f f&r irgend einen 
Zustand eines unendlich kleinen, den Punkt (x, y, ß) enthaltenden 
Theiles des Körpers unabhängig von dem Coordinatensysteme ist, das 
man benutzt; die in f Yorkommenden Coefficienten, die die Constanten 
der Elasticüät des Körpers heissen, sind aber durch die Richtungen 
der Coordinatenachsen bedingt. Die Zahl dieser Constanten ist im 
Allgemeinen 21; bietet die Substanz des Körpers aber Symmetrien 
dar und wählt man die Richtungen der Coordinatenachsen passend; 
so wird sie erheblich verringert. 
Wir setzen 

/■= «uÄ-J + 2a^iX^yy + 2a^^x^», + 2a^^x,y, + 2a^^x^B, + ^a^^x^Xy 

+ (h%yl +2asgyy£f, + 2a,4yy y, + 20^5^,^, + 2a^^yyX^ 4) 

• . • • 

und sagen: in Bezug auf die Elasticität des Körpers ist die a;f/ -Ebene 
eine Symmetrie- Ebene ^ falls dieser Ausdruck für f gültig bleibt, wenn 
man die Richtung der ^er -Achse in die entgegengesetzte verkehrt. Wenn 
die Richtung der if-Achse in die entgegengesetzte verwandelt wird, 
während der Anfangspunkt ^er Coordinaten derselbe bleibt, so nehmen 8 
und w die entgegengesetzten Werthe an und a:, y, u, t; werden nicht 
geändert; den Gleichungen 1) zufolge behalten daher dabei x^^ y„ e^y Xy 
ihre ursprünglichen Werthe, y, und jer« aber bekommen die entgegen- 
gesetzten. Soll hierbei der in 4) für /* angegebene Ausdruck un- 
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geändert bleiben^ welches auch die Werthe seiner Argumente sind, 
so müssen 

Ö15> ^ibf ^y «M 

verschwinden. Ist die xy-Ebene eine Symmetrie-Ebene ^ so ist daher 

/*= a,i4 + 2a^^Xxyy + 2a^^x^e, + 2a^^x^Xy 
+ ^22 y\ +2 flr„ yy ^, + 2 a^ y^x^ 

+ «38^- + 2a86^'^f 5) 

+ «44?/J + 2a45y.xr, + a^^^. 

Sind die a;y-Ebene und die y^sr-Ebene Symmetrie -Ebenen^ so ist 
hiemach 

/*« a^^Xx + 0,2 yj + ^33^! + a^xf^ + flfjj^ + «m^J g) 

+ 2a^^yy0, + 2ai3je:,a;x -f 2flf„a:,y,, 

woraus hervorgeht, dass dann auch die j?x-Ebene eine Symmetrie- 
Ebene ist. 

Sind die 3 Coordinatenebenen Symmetrie-Ebenen, gilt also die 
Gleichung 6), und behalt diese Gleichung Gültigkeit, wenn man die 
a;-Achse und die y-Achse mit einander vertauscht, so sollen die 
y JET- Ebene und die x^- Ebene gleichwerthige Symmetrie-Ebenen heissen. 
Bei der Yertauschung der a: -Achse und y -Achse gehen Xx und y^, 
sowie gg und y« in einander über, während e, und x^ ungeändert 
bleiben; soll sich dabei der in 6) für f gegebene Ausdruck nicht 
ändern, so muss 

sein. 

Es folgt hieraus, dass, wenn die 3 Coordinatenebenen gleich- 
werthige Symmetrie-Ebenen sind, 

f— «11 (p^l + yl + ^J) + 2a28 (üfif^» + ^'^x + x^y^ ^. 

+ «44 {y^ + ^* + a?J) 

ist. Ein Beispiel ftlr diesen Fall bietet das Steinsalz dar.*) 

Man nennt den Korper isotrop, wenn derselbe Ausdruck von f 
für jedes Coordinatensystem gilt. Um diesen Ausdruck für einen 
solchen Körper zu finden, können wir von dem in 7) angegebeneu 
ausgehen, der den gesuchten als speciellen.Fall in sich enthalten muss. 
Wir schreiben die Gleichung 7), indem wir an Stelle der Constanten 
«11^ ^289 «44 andere, Kj 0, L einführen, 



*) Untersuchung der ElasticitätBrerh&ltnisse des SteinsalEes, Inaagoraldisaer' 
tation von Woldemar Voigt (1874). 
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+ L(4 + y; + «!), 
und bemerken y dass 

a;, + y» + ^* 
und 

«^ + yj + *; + jy* + T'- + T*J 

ungeändert bleiben^ wenn das Coordinatensystem geändert wird, um 
diese Behauptung zu beweisen^ f&hren wir die Hauptdilatationen ein 
und nennen 

die Grössen dieser^ 

«u ßij Yi7 ««; ßi7 Yij ^zy ßif yz 

die Cosinus der Winkel, welche ihre Richtungen mit den Coordinaten- 
achsen bilden; nach den Gleichungen 21) der zehnten Vorlesung und 
den Gleichungen 27 a) der eilfken ist dann 

y,-ß\^r +Ä^, +ßUz 

^.=y\^i +yUi +ylh 

jy* — Ayi^i + ß^yt^t + ß^y^h 

woraus bei Rücksicht auf die Relationen, die zwischen den Grossen 
Oy ß, y bestehen, die Richtigkeit der Behauptung hervorgeht Zugleich 
sehen wir, dass der mit L multiplicirte Ausdruck in der Gleichung 8) 
von der Richtung der Coordinatenachsen abhängig ist Soll diese 
Gleichung f&r jedes Coordinatensystem bestehen, so muss also 

L — 

sein; so sind wir für einen isotropen Körper zu demselben Ausdrucke 
von f gelangt, der schon in Aer Gleichung 30) der eilften Vorlesung 
aufgestellt ist. 

§2. 

Für den Fall des Gleichgewichts gehen die Gleichungen 3) in die 
einfacheren 

•^ dx ' dy ' dt 

„ dY, dY^ ZY, 
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über. Hierzu kommt^ wenn die Druckkräfte gegeben sind; die auf 
die Elemente der Oberfläche des Korpers wirken, die Bedingung^ dass 
für diese Elemente X», Y^^ Zn, wo n wieder die nach dem Innern 
des Körpers gerichtete Normale bedeutet, gegebene Werthe erhalten. 
Diese Werthe und die Werthe von X, Yy Z müssen dabei 6 gewisse 
Relationen erfüllen; es müsisen nämlich die Summen ihrer Componenten 
und ihre Drehungsmomente in Bezug auf die Coordinatenachsen ver- 
schwinden; wie aus den Gleichungen 1) und 2) der eilften Vorlesung 
hervorgeht. 

Durch die angegebenen Bedingungen sind die Grössen U; t;, w 
noch nicht völlig bestimmt; es kommen diese sowohl in den Glei- 
chungen 9); als in den Greuzbedingungen nur in den Verbindungen 
Xxy Vtf fi$f Vtf Zxy x,j vor; gesetzt; es seien die letzteren bestimmt; so 
sind u, Vj w aus den Differentialgleichungen 1) zu ermitteln; hat man 
Ausdrücke für u, v, w gefunden; die diesen genügeU; so kann man zu 
ihnen u\ v\ w' resp. hinzufügen; wenn 

= 

0-^£» 0-^ + ^^ 10) 

0- 

ist. Es ist leicht; die allgemeinsten Lösungen dieser Gleichungen zu 
finden; differentiirt man nämlich jede von ihnen noch einmal nach 
oCy y und z, so ergiebt sich; dass die sämmtlichen zweiten Differential- 
quotienten von u\ v\ tv' nach Xy y, z verschwinden; es sind also 
Uy v'y w' lineare Functionen von X; yy z mit constanten Coefficienten; 
substituirt man diese Functionen in 10), so findet man zwischen den 
Coefficienten solche Relationen; dass 

u = ÜQ + hz — cy 

!;'= Iq + ex — az 

wird; wo «o; ^o; ^o; ^} ^7 ^ willkürliche Constanten sind. Die Ver- 
änderung des Körpers ; welche der Hinzufügung dieser Ausdrücke zu 
ti; Vy w entspricht; besteht nach den in der fünften Vorlesung ge- 
machten Auseinandersetzungen in einer Verschiebung und einer Drehung 
um den Anfangspunkt; deren Componenten a^y \y c^ und üy 6; c sind. 
Statt dessen kann man auch sagen: Eine Veränderung der Grössen 
a^y 6o; Cq; Qy 6; c cutspricht einer Veränderung der Lage des Körpers 
in seinem natürlichen Zustande, von der aus die Verrückungen U; Vy tv 
gerechnet werden. Sollen u, t;; tu vollständig bestimmt seiu; wenn 
Xxy yyy • • 6s sind; so müssen noch Bedingungen festgesetzt werden. 
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dv' 

dy' 


Q_dv>', du' 

dx * dz 


dw' 

dz ' 


^^ dy^ dx 
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welche zur Bestimmung der sechs Constanten a^, b^, c^, a, h, c genügen; 
solche Bedingungen sind z. B. die, dass für x^^O, 1/^=0, e*^0 

w = 0, t; = 0, «? = 

|^«0, lf-0, p. = 11) 

dz ^ dz ' ex ^ 

ist. Die drei ersten von diesen Gleichungen sprechen aus, dass der 
Anfangspunkt der Coordinaten keine Yerrückung erlitten hat; die 
Bedeutung der drei letzten erkennt man leicht mit Hülfe der Glei- 
chungen 7) der zehnten Vorlesung. Bei der dort gebrauchten Be- 
zeichnung sind die drei letzten Gleichungen 11), wie die Gleichungen 
27a) der eilften Vorlesung zeigen, 

a,8 = 0, flgj «0, 081 = 0; 
die Gleichungen 7) der zehnten Vorlesung werden hierdurch 

Daraus folgt erstens: wenn a »» und /) «» ist, so ist auch a'«=» 
und ß's^O, d.h. ein der ;er-Achse paralleles, durch den Anfangspunkt 
gehendes Linienelement erleidet keine Drehung; zweitens folgt: wenn 
/} «B ist, so ist auch /3'= 0, d. h. ein der i^x-Ebene paralleles, 
durch den Anfangspunkt gehendes Flächenelement bleibt sich selbst 
parallel. 

Wollte man in den Gleichungen 1) Xg, jfp, .. als willkürliche 
Functionen von Xj y, z annehmen, so würden dieselben, da sie nur 
drei zu bestimmende Functionen, tc, v, w, enthalten, im Allgemeinen 
sich widersprechen; wir bemerken, dass sie immer vereinbar mit ein- 
ander sind, wenn ^xj y^j -- ▼on a:, y, e unabhängig sind, aber beliebige 
Werthe haben. Setzt man nämlich ti, t;, w linearen Functionen von 
Xy y, B gleich, so kann man die 12 Coefficienten dieser so bestimmen, 
dass Xxj y^j . . beliebig gegebene constante Werthe erhalten und 
zugleich den Bedingungen 11) genügt wird. 

Diese Bemerkung benutzen wir, um eine wichtige Eigenschaft 
der Function /*, die bis jetzt nicht erwähnt ist, abzuleiten. Wir setzen 
von dem Körper voraus, dass er, wenn auf seine Theile keine Kräfte, 
auf seine Oberfläche keine Druckkräfte wirken, und er den Bedingungen 
11) unterworfen ist^^ in stabilem Gleichgewichte sich befindet, wenn 
überall t<«»Oj t7 = 0, fe? = ist. Nach der Bedeutung von f, an die 
wir erinnert haben, und nach § 2 der vierten Vorlesung muss dann 
unter den Bedingungen 11) 
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ein Maximum sein, wenn überall w «-» 0, v = 0, t<; = ist, d. h. wenn 
überall x^, Vy, - - yerschwinden. Dieses Mazimnm moss aueb statt- 
finden, wenn den Grössen Xxy y^y .. die Bescbrankung aufgelegt wird, 
dass sie von Xj j/, e unabhängig sind, ihre Werthe aber willkürlich 
bleiben. Es muss also f ein Maximum sein für ^^ «» 0, ^j^ «== 0, .., 
wenn Xx^ Vyy als unabhängige Variable angesehen werden. Da nun 
f eine homogene Function zweiten Grades der genannten Argumente ist^ 
so ist dieser Ausspruch gleichbedeutend mit dem, dass f nie positiv 
ist und nur verschwindet y wenn jedes seiner Argumente verschwindet. 
Die letztere Eigenschaft hat f nicht, wenn der Körper eine compressible, 
nicht reibende Flüssigkeit ist. Wir können eine solche als einen 
isotropen Körper ansehen, bei dem die Constanten K und 8, die wir 
in Bezug auf einen isotropen Körper eingeführt haben, solche Werthe 
besitzen, dass ^=0 und KQ endlich ist; in diesem Falle verschwindet 
f immer, sobald x, + ^y + ^« **= ist. 

Aus dem Umstände, dass für einen festen Körper, wie wir ihn 
hier betrachten, f nie positiv ist und nur verschwindet, wenn jedes 
seiner Argumente gleich Null ist, lässt sich weiter beweisen, dass 
Uy V, w eindeutig bestimmt sind durch die Gleichungen 9), die Bedingung, 
dass an der Oberfläche X«, Yny Zn gegebene Werthe erhalten und 
die Gleichungen 11). um das darzuthun, braucht man nur zu zeigen, 
dass diese Bedingungen u«»0, t;«»0, w ^^0 ergeben, wenn Z, Y, Z, 
Xj,, Fn, Zn überall verschwinden. Zu diesem Zwecke addire man die 
Gleichungen 9), nachdem sie mit uär, tdr, wdx multiplicirt sind, und 
integrire über das Volumen des Körpers; mit der resultirenden 
Gleichung nehme man eine Umformung vor, ähnlich derjenigen, die 
ims zu der Gleichung 18) der eilften Vorlesung geführt hat; benutzt 
man, dass 

2/*= XxXx + Y^yj, 4- Z,z, + Y,y, + Z^b» + X^x, 
ist, so findet man dann für den genannten Fall 

fdt = 0. 



/' 



Hieraus folgt aber bei Rücksicht auf die Eigenschaften, die /* besitzt, 
dass Xx, y^j .. überall verschwinden, und dann weiter aus 11), dass 
auch u, V, w überall gleich sind. 

Lässt man die Bedingungen 1 1) fallen, so bestimmen die Gleichungen 
9) und die Werthe von A'^ ; Y^, Z^ den Zustand des Körpers, wie 
wir sagen wollen, nämlich die relativen Verschiebungen seiner Theile 
während die Ls^^e des Körpers unbekannt bleibt. 
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§3. 

Verschwinden die Kräfte X^ T^ Z, so werden die Gleichungen 9) 
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12) 



Von diesen Gleichungen wollen wir nun particuläre Lösungen bilden, 
die mit den Bedingungen 1) verträglich sind. 

Man erhält eine solche , wenn man die sechs Druckcomponenten 
•X«; IV; • . beliebigen Constanten gleichsetzt; dann werden nämlich 
auch die Grössen x^^ y^, .. gleich Constanten und wir haben bereits 
im vorigen § gesehen^ dass in diesem Falle die Gleichungen 1) erfüllt 
werden können^ und zwar dadurch, dass man u, v, w linearen Func- 
tionen von Xy y, gleichmacht. Der letzte Umstand bewirkt, dass 
bei der genannten Annahme die Veränderung, die der Körper aus 
seinem natürlichen Zustande erfahren hat, der Art ist, dass die neuen 
Goordinaten eines jeden seiner Punkte lineare Functionen der alten 
sind, dass also eine jede Ebene eine Ebene, eine jede Kugel ein 
Ellipsoid geblieben ist. 

Ist 

Xx ^^ Yy ^^ Za ^=p 
jT , •=» Zaf «« Ay s»« 0, 

WO p eine Constante bedeutet, so erleidet ein jedes Flächenelement 
im Innern des Körpers und ein jedes Element seiner Oberfläche einen 
senkrechten Druck, der gleich p ist. Bei einer beliebigen Gestalt des 
Körpers lässt dieser Fall sich verwirklichen, wenn der Körper in 
eine Flüssigkeit gebracht ist und der Druck in dieser vergrössert 
wird; die Wirkung der Schwere ist dabei unmerklich. Im Allgemeinen 
bleibt der Körper dabei nicht sich selbst ähnlich; das findet aber statt^ 
wenn er isotrop ist, oder, wenn es drei gleich^erlhige, auf einander 
senkrechte Symmetrie-Ebenen ftlr seine Substanz giebt. unter der 
ZwammendrücKbarkeit des Körpers versteht man den negativ genommenen 
Werth, den die räumliche Dilatation für p = l besitzt; f&r einen 
isotropen Korper ergiebt sich aus den Gleichungen 28) der eilften 
Vorlesung die Zusammendrückbarkeit 

8 

" 2Ä(i + 3e)' 

Wenn 

^ae f Ypf Xpf Ygy Zx 
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verscliwiudeii und Z^ eineu constanten Werth hat, so erleidet irgend 
ein Flachenelementy welches der j? -Achse parallel ist, keinen Druck, 
und ein Flilchenelement, welches senkrecht zu dieser Achse ist^ den 
senkrechten Druck Z^. Dieser Fall lässt sich verwirklidhen, wenn 
der Körper die Gestalt eines geraden, der j^-Achse parallelen Gylinders 
von beliebigem Querschnitt hat, indem man die Mantelfläche frei lässt 
und an jedem Element der Grundflächen einen senkrechten, constanten 
Druck anbringt. Den Werth, den 

dann hat, nennt man den ElasticitätS'Coefßcicnten der Substanz für 
die Richtung der ;? -Achse; dieser ist immer von der Richtung der 
jB( -Achse abhängig, ausser, wenn der Körper isotrop ist. Für einen 
isotropen Körper ist er den Gleichungen 28) der eilften Vorlesung 
zufolge 

1 + ae 



§.4. 

Ist der Körper isotrop, so lässt sich ohne Schwierigkeit eine 
allgemeinere Lösung der Gleichung 12), die mit den Bedingungen 1) 
verträglich ist, finden, bei der 

ist; ist der Körper überdies durch eine der jt -Achse parallele Cylinder- 
fläche und zwei Querschnitte dieser begrenzt, so lässt diese Lösung 
dem Falle sich anpassen, dass die Cylinderfläche frei ist und auf die 
Elemente eines der Querschnitte Druckkräfte wirken, deren Componenten- 
summen und Drehungsmomente beliebig gegeben sind. Die so bestimmte 
Lösung ist deshalb von besonderer Wichtigkeit, weil sie die Form- 
änderungen eines cylindrischen Stabes, auf dessen Enden beliebige 
Druckkräfte wirken, im Allgemeinen mit grosser Genauigkeit darstellt, 
falls die Länge des Stabes gross gegen die Dimensionen des Quer- 
schnitts ist. Wir werden in den beiden folgenden Vorlesungen uns 
ausführlich mit den Formänderungen eines dünnen Stabes beschäftigen, 
indem wir von vornherein die Voraussetzung einfähren, dass die 
Dimensionen des Querschnitts des Stabes unendlich klein sind, während 
seine Länge endlich ist. Die Betrachtungen, die wir hier durchführen 
wollen, sind in gewisser Hinsicht specieller, in anderer aber allgemeiner, 
als jene späteren. 

Um die bezeichnete Lösung abzuleiten, untersuchen wir zuerst, 
welche Beziehungen zwischen den 6 Grössen Xxp y^, . . stattfinden 
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mflssen^ damit die Gleichungen 1) erfüllbar sind. Wir erhalten die- 
selben , indem wir die Gleichungen aufstellen^ durch welche die 
Functionen u, Vj Wj wenn sie existiren, aus Xx^ y^y . . zu berechnen 
sind. Von dem Punkte rc = 0, y «> 0, e ^^Oj den wir im Innern des 
Körpers annehmen^ denken wir uns in diesem eine beliebige Linie 
nach dem Punkte {x^ y, z) gezogen und bezeichnen durch dxy dy, de 
die Projectionen eines Elementes derselben auf die Coordinatenachsen. 
Ist (u)o der Werth yon u filr x «- 0, y "» 0, iS =» 0, so haben wir dann 

w - (ti)o +/(|i^^ + 1? ^y + §7^4 

^ ist hier als unmittelbar gegeben zu betrachten; denn eys ist gleich Xx] 

g- • und ^ aber sind erst zu berechnen. Aus den Gleichungen 1) 
folgt leicht 



dxdy dy 

— ^y« ^yy 

dy^ dy Tx 

d*u , / dy, ^ dz^ ^ dx^ 

dy'öt ' 



t V dx'^ dy'^ dz) 



und 



a«« dx^ 



cxdz dz 

d*u 



dydz 
d*u dz^ dz^ 

jv^'^jz" a^5 

diese Werthe sind in die Gleichungen 



« V dx'^ dy'^ dz) 



du /du\ , Cd^u j. t d^u. , a»u ,\ 
Ty - {ryh+J äiä^ ^^ + 3p ^y + d^z ^V 

du /dM\ , r^'«* ^ I ^*« ^ I ^"«^ \ 

Fz-K^h+JwTz^'^ + dW'^^^dT^^V' 



d 

d 



in denen der Index dieselbe Bedeutung, wie eben, hat, zu setzen. 

du 
dx 



Der für a— angenommene Ausdruck, nämlich Xx, ist eine Function 



▼on Xy y, 0] auch die filr ^ und -g- aufgestellten Ausdrücke müssen 

solche Functionen, d. h. unabhängig Yon dem Integrationswege sein, 
die in ihnen unter den Integralzeichen stehenden Grossen also voll- 
ständige Differentiale. Die Bedingungen hierfür sind durch die 
folgenden 5 Gleichungen ausgesprochen: 
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dy* ' dx* dxdy 
8«jf. d*x^ d*z^ 



dx* "^ 3*' 3r<?a5 
a«x, a«y. a«y, 8«if, 

dydz "* ^«* ^Ä^Ä * dydx ^ 



dzdx^^ dy* dxdy*^dzdy 

Dass die Ausdrücke^ die dann für w- , ^ ^ ^ erhalten werden, die 

partiellen Differentialquotienten einer Function sind, bringt keine neue 
Bedingung hinzu. 

Ersetzt man in den durchgefQhrten Betrachtungen u durch v 
oder tp, so erhalt man nur die eine neue Gleichung 

d*y^ ?■«. a'y. 
ajf« ^ ay* dydz> ^^^ 

welche den Gleichungen 13) hinzuzufügen ist. 

Substituirt man die für die ersten Differentialquotienten von u 
aufgestellten Ausdrücke und die entsprechenden der ersten Differential- 
quotienten von v und w in die Gleichungen 1)^ so werden diese für 

alle Werthe von x, y, e erfüllt, wenn nur (f-^^, (|^)^, (f^)^, (||)^, 

(ä^) ' \F/ ®^ gewählt sind, dass sie für den Punkt x «= 0, J/ « 0, 

£ = erfüllt werden. 

Das Resultat dieser Betrachtungen ist, dass die Gleichungen 13) 
und 14) die yollständigen Bedingungen dafür sind, dass ff, r, to den 
Gleichungen 1) gemäss sich als Functionen von x, y, x bestimmen 
lassen. Um die Beziehungen zu finden, die dabei zwischen den Druck- 
componenten X^y F,, . . stattfinden müssen, hat man nur noch zu 
erwägen, dass Xxp y^ . . lineare homogene Functionen dieser Druck- 
componenten sind, deren Coefficienten yon den Constanten der Elasti- 
cität in gewisser Weise abhängen. 

Wir haben bereits bemerkt, dass die Gleichungen 1) mit der 
Annahme verträglich sind, dass Xxy Fy, . . beliebige constante Werthe 
besitzen; wir sehen jetzt, dass sie auch gestatten, Xx, Yy, . . be- 
liebigen linearen Functionen von a:, y, jer gleichzusetzen, da die Glei- 
chungen 13) und 14) nur zweite Differentialquotienten nach x, y, ^ 
enthalten. 

Ist der Korper, wie wir nun annehmen wollen, isotrop, so hat 
man nach den Gleichungen 28) der eilfken Vorlesung 
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«. — — j^i^* - 14.se ^-^ + ^» + ^'^) 



y 



Ir 



£ 



$,— — ^Z. 

Führt man femer die Voraussetzung 
ein^ so erhalt man hieraus 

_ ^ e y j. ^ 

^•—""2X1 + 38-^'' ^^"^ "• 

Die Gleichungen 12) werden dabei 

a« """' dz ■""' »« — »x dy ' ' 

Die Gleichungen 13) und 14) ergeben daher 



und 



a*^. d^Z d*Z 

— ? » — * — — - — " ' — 

8 a«z, a*r. 



1 +88ayd« dx* 

8 a% a«x. 



0, 


dxdy 
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äx?y 


a« 


Y. 



l-^BQdxdi dy* 'dxdy 

Die yier ersten dieser 6 Gleichungen sagen aus, dass Z« linear ist 
in Bezug auf jede der Grössen Xy y, z und auch das Product xy nicht 
enthält; es ist daher 

Z* — a + a,a: + a,y + £» (6 + \x + b^y), 18) 

wo (i, (^ty ^9 ^} ^if ^s willkürliche Constanten bedeuten; die beiden 
letzten werden dadurch 

d /dT, dX\ 8 



^\dx dyj~ i+88'^« 
dy\dx dy)"" i + sö^* 
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Hieraus folgt 

WO c eiue willkürliche Grosse bedeutet; die von x, y und, wegen 17)^ 
auch von z unabhängig ist. Diese Gleichung verbinden wir mit der 
Gleichung 

^ + ^' - - (fc + 6.« + hy), 20) 

die aus 17) und 18) folgt Gesetzt es seien X« und Yj die Differenzen 
der Werthe von X» und Y, in zwei yerschiedenen Losungen der 
Gleichungen 19) und 20),. so ist 



dx dy 







d X' d Y' 

i J ! ,= 

dx ^^ dy ' 

also 

■«-/ dSl -yt dSl 

•^•"a«' '^ dy 

Hiernach kann man die allgemeine Lösung der Gleichungen 19) und 20) 
angeben, sobald man eine particuläre gefunden hat; eine solche findet 
man aber, indem man für 'X« und Y, Ausdrücke zweiten Grades in x 
und y annimmt und die Coefficienten derselben passend bestimmt, 
wobei der Willkür noch einiger Spielraum bleibt. So findet man als 
allgemeine Lösung der Gleichungen 19) und 20) 

22) 

^' 2* 2^ 41 + 8e<^^+y^^ 21 + 3e^y+ay' 

wo Sl der Gleichung 21) gemäss zu wählen ist. 

Nun wollen wir annehmen, dass der Körper, um den es sich 
handelt, durch eine der ^r -Achse parallele Cylinderfläche und zwei 
senkrechte Querschnitte begrenzt ist, und wollen die aufgestellten 
Formeln dem Falle anzupassen suchen, dass die Cylinderfläche frei 
▼on jedem Drucke ist. Es sei dl ein Element des Umfangs eines 
zur je; -Achse senkrechten Querschnitts, n die nach dem Innern dieses 
gerichtete Normale von dl\ es muss dann 

= X« cos {nx) -f- Xy cos {ny) + X.. cos (ng) 
= F, cos (no;) + Yy(^s{jiy) + r. cos (ni?) 
0»= Z,co8(na;) +2ryCos(ny) +Z,co8 (üb) 
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sein. In Folge der Gleichungen 15) and des Umstandes, dass 

CO8(«0) = O 

ist, sind die beiden ersten dieser Gleichungen erMlt; die dritte wird 

= Z, cos (nx) + Ys cos (ny). 23) 

Substituirt man hier ftir X« und Y, ihre Werthe aus 22), so erhält 
man einen Ausdruck für 

-^cos(na;) + -^cos(ny), d. h. für -^, 

der die, bis jetzt nxur durch 21) defiuirte Function Sl bis auf eine 
additive Constante, deren Werth gleichgültig ist, bestimmt 

Damit es eine Function gebe, die den fär Sl aufgestellten Be- 
dingungen genügt, muss, wie wir in der sechszehnten Vorlesung 
gesehen haben, 

p^dl^O 24) 

sein. Bildet man diese Gleichung mit Hülfe von 22) und 23), so 
spncht sie aus, dass eine Summe von Gliedern verschwindet, die von 
der Form 

I VQOB{nx)dl oder / Fcos(ny)d/ 

sind, wo F eine, in dem Querschnitt des cylindrischen Körpers stetige 
Function von x und y bedeutet Ist df ein Element dieses Quer- 
schnitts, so hat man aber, den Gleichungen 6) der eilften Vorlesung 
entsprechend, 

Jfcob inx) dl ^ -J*U df 

Jvcosiny)dl = -J^dr. 

Wir wollen die j? -Achse so legen, dass 

Sxdf=0 und Cydf=0 

ist, d. h. die Linie, auf der die Schwerpunkte der Querschnitte liegen, 
zur £f -Achse wählen; ein Blick auf die Gleichungen 22) zeigt dann, 
dass die Gleichung 24) 

bfdf—0, d.h. 6«=0 
wird. Die sechs übrigen Constanten, die wir eingeführt haben, 

^} <h} ^7 ^if hf c 

bleiben unbestimmt und können so gewählt werden, dass die Componenten« 
summen und . Drehungsmomente der auf die Elemente einer Endfläche 
wirkenden Drucke, nämlich die Grössen 

Kirohhoff,MeohMiik. i.Anü. 26 
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fx.df, J{yZ,--zY,)df 

Jz.df, J{xY,^yX,)df, 

beliebig gegebene Werthe annehmen. 

Wir wollen die Rechnung nur weiterführen für den Fall, dass 

der Querschnitt des Körpers ein Sjreis yo^ dem Radius 22, die Gleichung 

seines Umfangs also 

a;2 + y« _ jB« 

ist. Der Gleichung 21) genügt man durch 

a^A,x + A^y + B^ {x^ - 3rcy^ + B, (f - 3x'y\ 

wo A^y A^, Byj B^ willkürliche Gonstanten bedeuten; es wird sich 
zeigen^ dass diese sich so bestimmen lassen, dass -k— den verlangten 
Werth erlmlt. Da 

cos {nx) = - J, cos {ny) = -- | , 
so ist 

— jK-ö — = X "5 h y — — , 

dn €x * ^ oy ' 

also 

- A,x + A,y + 3B,(x' - Sxy") + 3-B,(j^ - 3rc«y), 

O Q 

oder auch, da das Zeichen ~ — sich nur auf den Umfang des Quer- 
schnitts bezieht, 

-r'^^A,x + A,y + 3B, (x' — 3xy^) + 35, (jr» - 3x'y) 

+ {C,x + ay){x' + y'-B^), 

wo C^ y 62 zwei neue Constanten bedeuten. Andererseits folgt aus den 
Gleichungen 22) und 23) 

■^l|-4(n^)((i+2e)^+(3+ioe)!^)+4ii+'e)((3+ioe)**+(i+2e)»0 

Diese beiden für — JK ^7- aufgestellten Ausdrücke werden identisch, 

wenn man 

A pg &i 3 + s e . p8 fti 3 + 8B 

-^1 "" ^ 8' 1 + Se ^2-^^81 + 88 

7? ^ 1 + ^e -D ^ ^ 1 + 48 

« "^ 24 1 + 88 ^t ~ 241 + 38 

^ fe^ 8 + 88 ^ fc^ S + 88 

^1 " 8 1 + 38 « ~ 8 1 + 38 

macht. ^) Bei diesen Werthen von ^4,, il^, B^, B^ werden die Gleichungen 22) 

1) In den Ausdrücken für die A und C war in den früheren Auflagen 3 + 46 
im Zähler angegeben. W. 
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^•'^""2^^ 8 i+'8e ' i + ae 4 ^J' 

V_ g^ 1 + ^e ». ^^ , 6, (8 + 89)(ig«-y0-^' 
• •''— 2^ 1 + 86 4 ^2f -Tg 1^30 , 

WOZU wir fügen 

Die Berechnung der Constanten a, a^^ o^^ h^y h^y c aus den Componenten- 
summen und Drehungsmomenten der Druckkräfte, die auf ein Ende 
des Gylinders wirken, ist hier sehr einfach; nehmen wir dieses Ende 
zur o^y-Ebene und benutzen^ dass 

Jxydf-^Ja^ydf^Jxy'df-O 
ist, so finden wir 

fx.df-^b^^B*, J{yZ.-zY.)df- a^~B^ 
jT.df = 6, -J iJ*, J{eX. -xZ.)df a^^Kf- 

Jz, df^aalP, j\x Y. - yX.) df= c^B*. 

In Bezug auf die weitere und allgemeinere Discussion der in 
diesem § entwickelten Formeln verweisen wir auf Clebsch*) und 
Saint-Venant**). 

§5. 

Für einen isotropen Körper lassen sich in Folge der Gleichungen 
28) der eilften Vorlesung, wenn man 

und wieder 

d^ + d^ + ji^'^^'P 

setzt, die Gleichungen 3) schreiben 

,t0 = ,» r + k(jv + (1 + 2e)|^) 26) 

^^ = i^z+kUw + (1 + 2e)|^) 



*) Theorie der Elasticität fester Körper yon A. Clebsch, Leipzig 1862. 
**) M^m. sur la flexion des prismes, Liouyille Journal Il^me s^rie, Tome I 
(1866). 

26* 
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Für den Fall, dass das Gleichgewicht besteht und keine Kräfte auf 
die Theile des Körpers wirken, gehen dieselben über in 

o-^tt + (i + 2e)|^ 

= z/t; + (l + 2e)|^ 27) 

= ^«;+(l + 2e)|f 

woraus folgt 

0— z/iy. 

Es ist leicht; eine particuläre Lösung der Gleichungen 2ö) und 27) 
zu finden^ deren Kenntniss von Interesse ist. Man genügt ihnen, 
wenn man 

setzt; wo a eine willkürliche Constante bedeutet; und 

dv dv dv 

wo V die Gleichung 

erfüllt. Demgemäss kann man annehmen 

6 ' r ' 
WO 

r* :=a a?« -f- y* -j- jgf« 

und b eine zweite willkürliche Constante ist. Für die Druckcomponenten 
hat man dann die Ausdrücke 

r, - - 2 is:(|^ + e«) z,^-2K^ 

Z. — - 2K(^ + ea) X, 2K^*^ 



d.h. 



dxdy 



) 



Z, ^ - 2K({1 + 36) J - f. + ^h) r.- - 2K^-^h 
r, - - 2ü:((1 + 36)f - ^. + ^b) Z, - - 2K^^b 

Z. = -2Z((l + 36)J-^. + ^6) X,^-2K^^b. 

Dieselben haben die Eigenschaft, die Gleichungen 

(Z» — J>)« + ^y 4- X,j» -= 
T:,x + {Y, - p) y + Y.z^O 
Z,x + Z,y+ {Z.-p)g = 
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zu befriedigen, wenn 

gesetzt wird. Erinnert man sich an den Begriff der Hauptdrwike, der 
im § 3 der eilflen Vorlesung definirt ist, so ist hieraus zu schliessen, 
dass die durch den Punkt {Xj y, z) und den Anfangspunkt der Coor- 
dinaten gezogene Gerade die Richtung einer Hauptdruckachse für 
jenen Punkt hat und die Grösse des entsprechenden Hauptdrückes der 
fär p angegebene Ausdruck ist. Da dieser Ausdruck eine Function 
von r ist und zwei willkürliche Constanten enthält, so folgt weiter, 
dass die aufgestellten Formeln dem Falle sich anpassen lassen, dass 
der Körper durch zwei um den Anfangspunkt der Coordinaten als 
Mittelpunkt beschriebene Eugelflächen begrenzt ist, auf deren jede 
ein constanter und senkrechter Druck ausgeübt wird. Sind die Radien 
der beiden Eugelflächen r, und r^, und p^ und p^ die entsprechenden 
Drucke, so sind a und h aus den Gleichungen 

A--2Ä:((i + 3e)f + 2^) 

zu bestimmen. 



Achtniidzwaiizigste Yorlesnng. 

(Endliche Formänderungen eines unendlich dünnen, ursprünglich cylindrischen 
Stabes. Dilatationen eines kleinen Theiles desselben. Vereinfachungen, die ein- 
treten, wenn der Querschnitt eine Ellipse, oder seine Ebene eine Symmetrie- 
Ebene ist. Potential der durch die Dilatationen erzeugten Kräfte. Lebendige 
Kraft des Stabes. Gleichgewicht des Stabes unter dem Einfluss yon Druckkräften, 
die auf Beine Enden wirken. Uebereinstimmung des hierauf bezüglichen Problems 
mit dem Problem der Rotation eines schweren Körpers um einen festen Punkt. 
Der Stab kann eine Schraubenlinie bilden. Gleichgewicht eines krummen Stabes, 

der ursprünglich eine Schraubenlinie bildet.) 

§ 1- 

Wir werden uns jetzt mit dem Gleichgewicht und der Bewegung 
von Körpern beschäftigen, deren Dimensionen theilweise unendlich 
klein sind; dünne Stäbe und Platten können näherungs weise als solche 
angesehen werden. Körper, wie wir sie nun betrachteli wollen, können 
mdliche Formänderungen erleiden, ohne dass die Dilatationen aufhören 
unendlich klein zu sein. Auch auf solche Fälle können wir unsere 
Theorie anwenden, indem wir den Körper in Theile getheilt denken, 
deren jeder Dimensionen hat, die alle von derselben Ordnung sind, 
und die aufgestellten Gleichungen zunächst auf einen dieser Theile 
beziehen. 

Denken wir uns einen Körper (oder Körpertheil), dessen Dimen- 
sionen alle von der Ordnung der unendlich kleinen Grösse i sind, und 
stellen für diesen die Bedingungen des Gleichgewichtes zusammen. 
Zu diesen gehören zunächst die Gleichungen 9) der vorigen Vorlesung, 
also die Gleichungen 

^ dx * cy * dz 

^r ^Y^ ^Y^ ^Y, 

dz^ dz^ az, 

^ dx * cy * dz 

Es sei g eine Function von Xy y, z, 

die Gleichung der Oberfläche des Körpers und g positiv im Innern 
desselben; n wiederum die nach dem Innern gerichtete Normale eines 
Elementes der Oberfläche. Es ist dann 
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C08(na;) : cos (ny) : co8(n^) — ^ ' ^ ' a? 

und jene Cosinus haben diesdhen Vorzeichen wie diese Differential- 
quotienten^ da ^ positiv ist. Hiemach ist an der Oberfläche 

X.II + X, % + x. l - x.|/(|9'+ ©■+ (If)* 
• y. If + n l-J + T. '£ - r.ym+ (|-J)"+ 0' 2) 
^. '1 + ^. % + ^-%- ^-VW+W+M' 

wo die Wurzelgrösse positiv zu nehmen ist und X», Yj,^ Z„ als ge- 
geben betrachtet werden sollen. 

Damit u, v, w völlig bestimmt seien, setzen wir noch fest, dass 
die Lage des Körpers in seinem natürlichen Zustande, von der aus 
Uj V, w gerechnet werden, so gewählt sei, dass für den Anfangspunkt 
der Coordinaten, der im Innern des Körpers sich befinden soll, also 
für a: =» 0, y = 0, ;? — 

ti = 0,. V = 0, «7 — 
du ^ dv f^ dv ^ 3) 

C2 

ist. 

Nun setzen wir 

X = ix\ y^'iy'f ;» ~ t^'; 4) 

den gemachten Voraussetzungen zufolge sind dann x\ y\ z in dem 
Körper endlich und, ist 

die Gleichung zwischen x\ y', z\ die der Oberfläche entspricht, so 
entluLlt g' nur endliche Constanten. 

Die Substitutionen 4) denke man sich auch in den Gleichungen 
1), 2) und 3) ausgeführt. Macht man 



0, 


dz "' 


dx 


ix\ 


y — iy', 


z — t^'; 



Xl — ~- r> 



du 


, dv . dw 
*' ~ dg' "*" dy' 


CV 

dy' 


du> , du 
"' ~ dx' "T" dM' 



Vv 



, dw i du . dv 

^' ~ dz' > ^^^dy''^dx' 



und bezeichnet durch X'^j X^, . . die Ausdrücke, die man erhält, 
wenn man Xx^ Xy, . . durch Xx, x'^, . . in den Ausdrücken ersetzt, die 
Xxf Xyj . . als Function von Xxj Xyy . . darstellen, so erhält man 
dadurch: 
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8x; dx^ ax; ^ 

ä? + T7 + äF °" * ^'* 

ar' öY' ar; 

ä7 + "ä7 + az ~ * ^'* ^^ 

äF + ä7 "•" äF "" **' 

für g'~^ 

K H-; + x; »4; + x; 1^ - ■•x. V(|f:)-+ (If )■+ (If )■ 
K Ig + r; 'S +rj^-i y. Vm+ m'+ ( If )' ^) 

^'W + ^'W^ '^' "^^-Kla?; +\a?/ + la7J 

und f&r x^ 0, y — 0, g'^ 

ttB=rO, t7=»0, tt; — 

aif' ^' dz' ^' dx' ^• 

Die Werthe von u^ v, w^ welche aus 5)^ 6) und 7) sich ergeben, lassen 
sich darstellen als die Summen von Gliedern, von denen die einen 
die Gleichungen 6) und 7), statt der Gleichungen 5) aber diejenigen 
erfüllen, die aus 5) entstehen, wenn man die rechten Theile durch 
Null ersetzt, und von denen die anderen die Gleichungen 5) und 7), 
statt der Gleichungen 6) aber diejenigen erfüllen, die aus 6) entstehen, 
wenn man hier die rechten Theile durch Null ersetzt Die erstgenannten 
Glieder sind von der Ordnung von iX^, iYny iZ^j die andern von der 
Ordnung von i^X^, i^Y^^ ^Z^'^ diese sind also unendlich klein gegen 
jene, wenn wir annehmen, dass die Kräfte X^ Y, Z nicht unendlich 
gross gegen die Druckkräfte X., F«, Zn, sind, d. L dass die relativen 
Verrückungen, die jene bei einem Korper, dessen Dimensionen alle 
endlich sind, hervorbringen, nicht unendlich gross sind gegen diejenigen, 
die bei demselben Körper diese erzeugen. Unter dieser Voraussetzung 
sind also für imsem unendlich kleinen Körper die Gleichungen 5) zu 
ersetzen durch diejenigen, die aus ihnen entstehen, wenn man X, Y, Z 
gleich Null setzt, die Gleichungen 1) also durch 

ax.^ax, , ax._^ 

-0 8) 

-0. 

Die durchgefOhrte Betrachtnog zeigt zugleich, dass «t, v, to von der 
Ordnung Ton iXn, t'F«, iZ» sind; von derselben Ordnung sind die 
Differentialquotieuten von u, v, w nach x', y', $', die Differentialr 



dx 


T 


dy 


T 


dz 


dY, 

dx 


+ 


ay 


+ 


dY, 
dt 


dx 


+ 


dz^ 

dy 


+ 


dZ, 

d» 
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qnotienten von u, v, to nach x^ y^ $ also von der Ordnung von X„, 

Auch f&r den Fall der Bewegung gelten diese Resultate, und 
die Gleichungen 8) treten an die Stelle der Gleichungen 3)^) der 

vorigen Vorlesung^ vorausgesetzt, dass die Beschleunigungen ^^ 

^y g7i- die Grenzen nicht überschreiten, die wir für die Kräfte 

Xy Yy Z angenommen haben. Es folgt das daraus, dass^ um vom 
Gleichgewicht zur Bewegung überzugehen, wir X, Yy Z zu ersetzen 

haben durch ^ - ^, ^-gt^, ^^ W' 

§2. 

Nun wollen wir amiehmen, dass der Körper, um den es sich 
handelt, ein unendlich dünner, in seinem natürlichen Zustande cylindri- 
scher Stab ist. Bei diesem Zustande denke man sich in dem Stabe 
ein rechtwinkliges Achsensy^tem; eine Achse soll die Linie sein, in 
der die Schwerpunkte der Querschnitte liegen, die beiden andern sollen 
parallel den Hauptachsen eines Querschnittes sein, die durch den 
Schwerpunkt desselben gehen. Auf der erstgenannten Achse wähle 
man einen Punkt P, nenne s den Abstand desselben von dem Anfange 
des Stabes und fasse drei Linieuelemente ins Auge, welche von P 
aus in den Richtungen der drei Achsen gezogen sind; sie mögen 3, 1, 2 
heissen und 3 soll dasjenige sein, welches die Richtung der Länge 
des Cylinders hat. Diese drei Linienelemente werden, wenn der Zu- 
stand des Stabes geändert ist, im Allgemeinen nicht mehr senkrecht 
auf einander stehen, sondern Winkel bilden, die von rechten um 
Grössen abweichen, die von der Ordnung der Dilatationen sind, die 
stattgefunden haben. Es soll die Lage der Punkte des Stabes in der 
Nähe von P auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem bezogen werden, 
dessen Anfangspunkt P ist, dessen ;sr-Achse die Richtung des Liuien- 
elementes 3 hat, und dessen zx-Woene durch die Linienelemente 3^) 
und 1 hindurchgeht. In Bezug auf dieses Coordinatensystem seien 
X -\- Uf y + v, z -\~ w die Coordinaten eines Punktes des Stabes nach 
der Veränderung, Xy y, z die Coordinaten desselben Punktes, wenn der 
Stab in seinem natürlichen Zustande und in der Lage sich befindet, 
bei der die Linienelemente 1, 2, 3 in die Achsen der Xj y, z fallen. 
Bei diesen Festsetzungen gelten die Gleichungen 3) und^) die Glei- 
chimgen 11) der vorigen Vorlesung, wie aus der Bemerkung hervor- 
geht, die bei diesen gemacht ist; fdr die Oberfläche des Stabes besteht 
eine Gleichung zwischen x und y; es ist 

In den früheren Auflagen stand bei *) fälschlich 1), bei '^) 2 und bei ^) oder. 

W. 
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I xdxdy ^^0, jydxdy ^0, j xydxdy = 0, 9) 

wenn die Integrationen über den Querschnitt ausgedehnt werden; 
endlich ist jeder materielle Punkt des Stabes charakterisirt durch ge- 
wisse Werthe von x, y, und s + ir. 

Es seien femer |, 17, g die Coordinaten des Punktes P nach der 
Formänderung des Stabes in Bezug auf ein beliebig im Räume ge- 
wähltes Coordinatensystem^ das die Eigenschaft haben möge, dass 
durch Drehung die Achsen der Xj y, parallel den Achsen der |, 17, g 
gemacht werden können; 

seien die Cosinus der Winkel, die die Achsen der S, 1}; S ^^ den 
Achsen der x^ y, bilden, so dass die Indices 1, 2, 3 sich auf die 
Achsen der Xy y^ a resp. beziehen. Diese 9 Grossen, so wie £, 17, g, 
sind im Falle des Gleichgewichtes Functionen der einen Yariabeln 5, 
im Falle der Bewegung Functionen von 8 und t. 
Bei diesen Bezeichnungen sind 

.6 + «1 (^ + w) + «8 (y + v) + «8 (^ + ^) 

1? + /}, (x + u) + A (y + 1;) + ft (^ + w) 10) 

5 + yi (a? + 1<) + n (y + 1') + n (^ + w;) 

die Coordinaten in Beziehung auf die Achsen der |, % l des Punktes, 
dessen Coordinaten in Beziehung auf die Achsen der x, y, e sind 
ic + M, y + t?, a '\- w. Die Ausdrücke 10) müssen Functionen von 
s + j? sein, da die Werthe von s + £f, a? und y einen materiellen 
Punkt des Stabes bestimmen; die partieUen Differentialquotienten 
dieser Ausdrücke nach z und nach s müssen daher einander gleich 
sein. Es ist also 

«1 d'z + «« äi + «n^ + Tz) = ''i äi + ^ äi + "» ä^ 

du . dv . /- , dtv\ du . dv , dw 

>•' Fi + »•■ R + »■•(' + äj) ~ '■ 5; +'• 5i + ''• ?; 
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Diese Gleichungen mnltiplicire man der Reihe nach mit a^^ ß^, y^^ mit 
a^y /^iy y%i niit «3, /Jjy y^ nnd addire sie jedesmal. Dabei setze man 



-Vi)*+(S)*+(S)'-'i ") 

da nach den gemachten Festsetzungen 

dl drj dt ^ 

ist^ so folgt hieraus 

^-«,(l+«), ^ = ft(l + „), ^|«y,(14-„) 12) 

und es ist 6 die Dilatation, die das Element ds erfahren hat; man 
setze femer 

""-"^-dT + P^-dr + y^-di 

Vergleichen wir diese Ausdrücke mit den in den Gleichungen 19) 
der fünften Vorlesung gleich p\ q\ r gesetzten und erinnern uns an 
die Bedeutung^ die dort für j) y q\ r' sich ergab, so sehen wir, dass 
päSy qdSj rds die Winkel sind, um welche das Achsensystem der 
Xy y, z um die Achsen der Xy y, g gedreht wird, wenn sein Anfangs- 
punkt das Element ds durchläuft. Es heisst rds die Torsion des 
dem Elemente ds entsprechenden Theiles des Stabes, und py q sind 
die reciproken Krümmungsradien der Projectionen des Elementes ds 
auf die yz- und die ^j?-Ebene. 

Mit Hülfe der sechs Relationen, die zwischen den Cosinus a, ß, y 
bestehen, und derjenigen, die durch DifTerentiation nach s aus diesen 
sich ergeben, erhält man dann 

a? "" äl + ä(^ + t£;) — r(y + v) 
^ = gj + r(a; + w) —p(z + w) 

äf == ä7 + p(y + ^) "■ «(^ + **) + ^• 

Gestützt auf die am Ende des vorigen § gemachte Bemerkung nehmen 

j du dv dw ji' 1 • 1 

wir an, dass n~> ^> g- unendlich gross gegen u, v, w sind, wenn 

wir dem z nur Werthe geben, die von der Ordnung der Dimensionen 
des Querschnittes des Stabes sind. Ferner nehmen wir an, dass 

jjy A 7 , -«— von derselben Grössenordnung wie w, r, w sind. Benutzen 
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wir ausserdem, dass u, v, w unendlich klein gegen x, y, z sind, so 
werden die abgeleiteten Gleichungen 

cu 

dv 

oz ^ 

Durch Integration folgt hieraus 

u — u^ + ^z^ — ryz 

w^ — ««'o + {py — 9^ + ^)^, 

wo Wo, Vo, t^o Functionen von x und y bedeuten, nämUch die Werthe, 
die u, Vy w ßlr z '^ erhalten. Diese Functionen finden ihre Be- 
stimmung durch die Gleichungen 8), 2) und 3). 
Die für «, v, w gefundenen Ausdrücke ergeben 

dVf. dfc^ -ex 

z, ^py-qx+6 x,^jf + j^^ 

Alle diese Werthe sind unabhängig von z\ in Folge hiervon verein- 
fachen sich die Gleichungen 8) in 

cx ' dy 

^ + ^-0 16) 

ox ^ dy 

£ J t «s 

dx ^ dy 

Wir wollen annehmen, dass auf die ursprünglich cylindrische Ober- 
fläche des Stabes keine Drucke wirken, und unter g die Function von 
x und y verstehen, die, gleich Null gesetzt, die Gleichung der Grenz- 
linie des Querschnittes bildet; die Gleichungen 2) geben dann für 
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Von den Gleichungen 3) endlich werden zwei identisch erfüllt, die 
andern erfordern, dass für x »^ und y «> 

^ «,-0, «0-0, tCo-O, |5-0 18) 

Die Gleichungen 17) haben wir aus der Voraussetzung abgeleitet, 
dass die Drucke, die auf die Mantelfläche des Stabes wirken, gleich 
Null sind. Dieselben Gleichungen dürfen wir aber auch beibehalten, 
wenn diese Drucke irgend welche Werthe haben, die nur gewisse 
Grenzen nicht übersteigen. Sie müssen solche Werthe haben, dass 
Drucke von ihrer Grössenordnung bei einem Körper, dessen Dimensionen 
alle von gleicher Ordnung sind, nur Dilatationen hervorbringen, die 
unendlich klein gegen die durch 15) bestimmten Dilatationen sind. 
Indem man die Grössen, die die rechten Seiten der Gleichungen 17) 
bilden sollten, vernachlässigt, vernachlässigt man dann nur Grössen, 
die gegen die einzelnen Terme, welche die linken Seiten zusammen- 
setzen, unendlich klein sind. 

Setzt man in den Gleichungen 16) und 17) für X^, Xy, .. ihre 
Ausdrücke durch Xx, x^, .. und für diese Grössen die in 15) an- 
gegebenen Werthe, so bestimmen die Gleichungen 16), 17) und 18) 
die Grössen i^q, Vq, Wq eindeutig als lineare homogene Functionen von 
Pf g, r, ö. Um diese Behauptung zu beweisen, hat -man zu zeigen, 
dass die genannten Gleichungen, wenn p, g, r, 6 verschwinden, nur 
erfüllt werden können durch Uq = 0, Vq = 0, ti^^ *» 0; und das gelingt 
durch Betrachtimgen, die denen ganz ähnlich sind, durch welche im 
§ 2 der vorigen Vorlesung ein ähnlicher Satz bewiesen ist Sind 
ti^, Vq, te^„ auf die genannte Weise ausgedrückt, so ergeben die Glei- 
chungen 15) Xgy Xy, . . als lineare homogene Functionen von p, q, r, 6] 
eben solche Functionen werden die Druckcomponenten Xx, Xy, . ., 
und f wird eine homogene Function zweiten Grades derselben vier 
Elemente. 

Wir wollen hier eine Bemerkung anknüpfen, welche die Anwend- 
barkeit unserer Betrachtungen wesentlich erweitert. Wir denken uns 
den Stab aus seinem natürlichen, cylindrischen Zustande durch Kräfte, 
die auf sein Inneres, und Druckkräfte, die auf seine Endflächen wirken, 
einmal in einen, dann in einen andern Zustand übergeführt, ^uf den 
zweiten dieser Zustände mögen sich die Zeichen j;«, Xy, > - Pf Qf r, 6 
beziehen, auf den ersten die Zeichen Xxy x^ . . p\ g', r', 6\ Wird 
der Stab aus dem ersten in den zweiten Zustand übergeführt, so 
bestimmen die Differenzen Xx — Xxy Xy — Xy, . . die dabei stattfindenden 
Dilatationen gerade so, wie Xxy Xyy . . selbst die Dilatationen bestimmen, 
die bei dem Uebergange des Stabes aus seinem cylindrischen Zustande 
in denjenigen, den wir den zweiten genannt haben, eintreten; das gilt 
auch, wenn nicht der cylindrische, sondern der als der erste bezeichnete 
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Zustand der natürliche ist^ wenn der Stab also in seinem natürlichen 
Zustande so gekrümmt und tordirt ist; wie es den Werthen Ton 
Pf if ^' entspricht. In diesem Falle sind daher die Druckcomponenten 
Xxf Xyy , . und die Grosse /"dieselben Functionen yon Xg — x», x^ — x^y . ., 
wie in dem bisher betrachteten Ton Xg, x^y . ., und (da x^ — rr«, 
Xy — Xy, . , dieselben linearen Functionen yon p — p\ q — q\ r — r', 
6 — 6' sind, wie a:,, Xy, . . Ton p, g, r, 6) dieselben Functionen yon 
p — p', q — q'y r — r', 6 — 6', wie in dem bisher betrachteten Falle 
von p, qy Ty 6. Diese Bemerkung ist namentlich dann yon Wichtig- 
keit, wenn die Substanz des Stabes isotrop ist; mit Hülfe derselben 
kann man dann immer die Gleichungen des Gleichgewichtes und der 
Bewegung für einen unendlich dünnen Stab aufsteUen, dessen Quer- 
schnitt überall dieselbe Gestalt hat, wenn er in seinem natürlichen 
Zustande beliebig gekrümmt und tordirt ist. Die Grösse, die wir 
mit ö' bezeichnet haben, kann dabei gleich Null gesetzt werden. 



f+ 



dy* *^ dx^ dxdy 
und 

"5 — — * "5 — ^ £T 

cx cy 



§3. 

Die Ausführung der Bestimmung yon Uq, Vq, Wq ist yerhältniss- i 

massig leicht, wenn der Querschnitt des Stabes eine Ellipse ist, 
welches auch die Gonstanten der Elasticitat sein mögen. Setzen wir 
dieser Annahme entsprechend i 

die Gleichungen 16) und 17) (die letzteren nicht allein für ^ -» 0, 
sondern allgemein) werden dann erfdUt durch 

Xg -= 0, Ty — 0, X, — 

WO c eine willkürliche Gonstante bedeutet. Diese fünf Gleichungen in i 

Verbindung mit der in 15) yorkommenden Gleichung ! 

^*=i>y — ?« + <^ j 

erlauben mit Hülfe der Relationen, die zwischen den sechs Grössen 
Xxy Xyy . . und den sechs Druckcomponenten X«, Xy, . . bestehen, 
Xxy tfyf Xyy und ßxf f!y &ls lineare Functionen yon x und y auszudrücken. 
Die drei ersten yon ihnen führen bei Rücksicht auf die Gleichungen 
15) zur Bestimmung yon u^, t;^, die beiden letzten zur Bestimmung 
yon ti;^. Damit diese Bestimmungen möglich sind, muss 
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sein; die erste von diesen Gleichungen, die aus Betrachtungen sich 
ergiebt; die denjenigen ganz ähnlich sind durch welche wir die Glei- 
chungen 13) und 14) der yorigen Vorlesung abgeleitet haben^ ist in 
Folge davon erf&llt, dass Xxy y^y x^ linear in Bezug auf x und y sind; 
die zweite bestimmt die Grrosse c. Die Integrationen, die ausgeführt 
werden müssen, um dann Uq und t;^ zu berechnen, bringen drei will- 
kürliche Gonstanten mit sich, die Integration, die w^ giebt, fQhrt eine 
solche ein; diese Constanten sind gerade ausreichend, um die Glei- 
chungen 18) zu erfüllen. So ergeben sich w^? %7 ^o ^^ Functionen 
zweiten Grades von x und y: 

Eine Vereinfachung in der Bestimmung von u^, t^^, w^ tritt bei 
beliebiger Gestalt des Querschnittes ein, wenn die Ebene desselben 
eine Symmetrie-Ebene ist. In diesem Falle hat man nach der Glei- 
chung 5) der yorigen Vorlesung 



wo 



z, 

z, 
z. 

a 






IS 



«21 y «18 "" « 



81; 



• • • 



Bei Rücksicht auf die Gleichungen 15) wird hiemach die letzte der 
Gleichungen 16) 






und die letzte der Gleichungen 17) 






dy' 



19) 



dx 



+ («« f^- + ^x) + ^ (^ - r,)) % - 0. 



20) 



Aus diesen beiden Gleichungen und der dritten der Gleichungen 18) 
ist w^ zu bestimmen. Die übrigen der Gleichungen 16), 17) und 18) 
dienen zur Bestimmung von u^ und t;^; man genügt ihnen, indem man 

Zo: — 0, Fy — 0, Xy = 20a) 

setzt. Lost man nämlich diese Gleichungen nach Xx^ y^f x^ auf, so 
erhalt man für diese Grössen, indem man für 0, seinen Werih aus 
15) setzt, lineare Ausdrücke von x und y; in Folge hierron ist es 
möglich, t/Q und Vq den Gleichungen 



Xx 



dx* 



Vif— dyf 



^y — gy "T 



dx 
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gemäss zu bestimmen; die Integration dieser fährt drei willkürliche 
Constanten ein, durch die man die noch zu berücksichtigenden der 
Gleichungen 18) erfüllen kann. 

§4. 

Sind Uq, Vq; iOq gefunden, so handelt es sich darum, p, q, r, 6 
im Falle des Gleichgewichtes als Functionen yon s, im Falle der Be- 
wegung als Functionen yon s und t zu bestimmen. Zu diesem Zwecke 
kann im ersten Falle das Princip der virtuellen Yerrückungen, im 
zweiten das Hamilton'sche Princip dienen. In beiden ist es dann 
zunächst erforderlich , einen Ausdruck für das Potential der durch 
die Dilatationen erzeugten Kräfte aufzustellen. Bezeichnet f dieselbe 
homogene Function zweiten Grades von Xx, Xyy , ,, wie früher, so ist 
dieses Potential ^ 

•=» j fdxdy dSf 

wo die Integration nach x und y über den Querschnitt, nach 8 über 
die Länge des Stabes auszudehnen ist. Hier setze man für x^, y^y . . 
ihre Werthe aus 15); da diese Werthe lineare homogene Functionen 
Yon jp, g, Ty sind, so ist f eine homogene Function zweiten Grades 
Ton Py q, r, itr; die Goefficienten hängen nur von x und y ab. Nun 
mache man ^ 

F~Jfdxdyy 21) 

dann ist F eine homogene Function zweiten Grades Ton py g, r, 6 
mit Constanten Goefücienten und jenes Potential ist 



. -/• 



Fds. 



Bezeichnet man durch U' die Arbeit der Kräfte, die auf das Innere, 
und der Druckkräfte, die auf die Mantelfläche und die Endflächen des 
Stabes wirken, für gewisse Variationen von Py q, ry 6, durch T die 
lebendige Kraft, so ist also die Bedingung für das Gleichgewicht 



U'+ öJf 



ds^Oy 22) 

und für die Bewegung gilt die Gleichung 

fdt(u'+ ST + dfFds) — 0. 23) 

Um den Werth von T zu bilden, haben wir die Ausdrücke 10) 
nach t zu dilFerentiiren, die Summe der Quadrate der Differential- 
quotienten mit dem halben Elemente der Masse des Stabes zu multi- 
pliciren und über diesen zu integriren. Wir yernachlässigen dabei 

g7 , gr, äT als unendlich klein gegen Glieder, die damit additiv ver- 
bunden auftreten, und setzen ^er «^ 0, was erlaubt ist, da die Aus- 
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drücke 10) Functionen von s -|- sind, und wir s als yariabel be- 
trachten. Die Differentialquotienten dieser Ausdrücke sind dann 



dt , a«, 
dt^" dt 


+ » 'a 


dt^' dt 


+A'; 


a«"T"* dt 


+y'f.- 



+ 



Nun setze man 



Die Summe der Quadrate dieser Ausdrücke, mit dxdy multiplicirt 
und über den Querschnitt des Stabes integrirt, ist in Folge der Glei- 
chungen 9) 

((^)'+ m'+ my'y"^ ^»• 

ü-^^ + A^ + f,'^-- 

Aus den Gleichung«], die dann nach dem Muster der Gleichungen 20) 
der fünften Vorlesung gebildet werden können, ergiebt sich 

f^)*+ m'+ m- «' + «■ 
m+ m'+ (it)'- r- + ^- 

Man erwäge nun, dass den Gleichungen 12) zufolge ^^ z^i^ ?li 
nicht unendlich gross gegen "äl; gf > äf ^^ können, Torausgesetzt, 

dass die Differentialquotienten dieser Grössen nach s nicht unendlich 
gross gegen sie sind. Daraus folgt, dass P und Q nicht unendlich 

gross gegen ^7 j{' Tt ^^ können, während das Entsprechende in 

Bezug auf R sich nicht behaupten lässt. Bedenkt man endlich, dass 
Ton den 3 Integralen, die in dem Ausdrucke 24) Torkommen, die 
beiden letzten unendlich klein gegen das erste sind, so sieht man, dass 
dieser Ausdruck 

- (gf) + (W+ (i^)ß- ^y + ^'ß'^ + y') ^- 'y 

Kirohlioff, IfMlumik. 4. Aofl. 27 
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ist. Macht man 

fdx dy — A, /V + y«) dxdy^x 26) 

und bezeichnet wieder durch ft die Dichtigkeit, so ist daher 

^-S>{'((l!)"+(l'-)'+(l-5)")+»«')- ^) 

§5. 

Wir wollen nun das Gleichgewicht des Stabes unter der Voraus- 
setzung näher untersuchen, dass auf seine Theile keine Kräfte und 
nur auf seine Endflächen Druckkräfte wirken. Statt aber von dem 
Princip der virtuellen Yerrückungen dabei Gebrauch zu machen, wollen 
wir unmittelbar anknüpfen an die Definition des Druckes, die durch 
die Gleichungen 1) und 2) der eilften Vorlesung gegeben ist. Wir 
wenden diese auf den Theil des Stabes zwischen zwei beliebigen 
Querschnitten an. Bezeichnen wir durch A^ B, F die Summen der 
Componenten nach den Achsen der |, 17, ( der Drucke, welche in den 
Elementen des Querschnittes, der durch einen beliebigen Werth von s 
bestimmt ist, von dem Theile des Stabes, in dem 5 kleinere Werthe 
hat, auf denjenigen ausgeübt werden, in dem s grossere Werthe be- 
sitzt, und durch JUa, Mßy My die Drehungsmomente derselben Drucke 
in Bezug auf dieselben Achsen, so erhalten wir in Folge der Voraus- 
setzung, dass Gleichgewicht besteht und keine Ej*äfte auf das Innere 
des Stabes wirken, 

j4 «s const. B s» const. F *-" const. 
JUa -» const. Mß a» const. My «- const. 

Ist für das eine Ende des Stabes 5 ■» 0, f&r das andere s '^ l und / 
positiv, so sind hiemach ji, By F, May Mß, My gleich den Com- 
ponentensummen und Drehungsmomenten der Drucke, die auf die 
Elemente des Querschnittes s ^^ von Aussen ausgeübt werden; die- 
selbe Bedeutung haben — -^, — B, — F, — -Sf«, — Mß, — My für 
das andere Ende. 

Wir wollen nun die Drehungsmomente derselben Drucke, von 
denen May Mßy My herrühren, in Bezug auf die Achsen der x, y, sf, 
die dem gewählten Werthe von 8 entsprechen, einführen und durch 
Mxy Mpy Mg bezeichnen. Zugleich wählen wir (was immer möglich 
ist) die (-Achse so, dass >i =» 0, B ^^0 und F negativ oder gleich 
ist. Den in § 4 der fünften Vorlesung abgeleiteten Relationen zu- 
folge ist dann 

Ma •= a^Mx + o, Jfy + a^Mg + ijF «= const. 

Mß = ß^Mx + ß^Mp + ß^Mg — 6F — const. 28) 

My == yiMx -f y^My + r^Mg »« const. 
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Diese Qleichungen differentiire man nach s^ multiplicire sie mit a^, 

ßtf 7\ ^^' ^; ß%^ Y% ^'^^ ^9f ßsf Yz ^^^ addire sie jedesmal Bei 
Rücksicht auf die Relationen^ die zwischen diesen 9 Cosinus bestehen, 
und auf die Gleichungen 12) und 13) ergiebt sich so 

dM 

dM 

-^~pM.'-rM,-y,r 29) 

dir, 

-j^ — qM^—pM^. 

Wir leiten nun ab, in welcher Beziehung die Drehungsmomente 
Mgy M^j M, zu der im yorigen § besprochenen Function F stehen. 
Zu diesem Zwecke betrachten wir den Zuwachs d/) den f erfährt, 
wenn der Zustand des Stabes in der Nähe des einem constanten 
Werthe von s entsprechenden Querschnittes so geändert wird, dass 
P} iy ^f ^ ^^^™ ^Py ^if ^^9 '^ wachsen. Zunächst hat man 

da Xxy Fy, . . die partiellen Differentialquotienten yon f nach o;«, y,, . . 
sind. Mit Hülfe der Gleichungen 15) erhalt man hieraus 

Diese Gleichungen multiplicire man mit dxdy und integrire über den 
Querschnitt des Stabes. Die linke Seite derselben ist nach 21) dann 
8F\ die rechte transformire man mit Hülfe der Gleichung 

die mau durch partielle Integrationen bei Rücksicht auf die Glei- 
chungen 17); in denen cos(na;) und cos(ny) für ^ und J- geschrieben 

werden können, erhalt, wenn man die Gleichungen 16) mit dxdyÖu^y 
dxdydvQy dxdydw^ multiplicirt, addirt und über den Querschnitt 
integrirt. Setzt man 

Z— jdxdyZ, 
Jtf»— jdxdyyZn 
Jlf y — — / dxdyxZg 
Mm^ j dxdy{xT, — yX,)y 

27 ♦ 
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wobei Z die Componente der Kraft F nach der «r-Achse bezeichnet 
und Mx^ Myj Mm die Bedeutung haben, in der sie in den Gleichungen 28) 
und 29) gebraucht sind, so erhalt man dadurch 

r 

8F — M,8p + Mfiq + M.8r + ZS«, 
woraus folgt 

Tp^^" di"^' «;*"■"'• di"^- ^) 

Es ist 2JP eine homogene Function zweiten Grades von p, q, r, 9, 
deren Coefficienten Ton den Constanten der ElasticiiSt und den Con- 
stanten des Querschnittes des Stabes abMngen; man hat daher 



31) 



^ = Jf, = Ai^d + Aup + J^q + J„r 

wo ^00; ^01 "" -^109 -^ii; * - ^^ genannten Coefficienten sind. Es 
sind diese nicht alle von derselben Grossenordnung. Da 6 eine reine 
Zahl isty Py q, r aber reciproke Längen sind, so müssen die ^, welche 
einmal den Index haben, eine Dimension weniger enthalten, als die- 
jenigen, bei welchen der Index nicht yorkommt, und eine Dimension 
mehr, als Jqq] die Längen, welche in den Ausdrücken der Grossen J 
vorkommen, sind aber von der Ordnung der Dimensionen des Quer- 
schnittes des Stabes, also unendlich klein; es müssen daher A^^A^A^ 
unendlich klein gegen A^ und unendlich gross gegen die andern A 
sein; aus diesem Grunde dürfen die mit 6 behafteten Glieder in 31) 
nicht vernachlässigt werden, obwohl a unendlich klein ist, p, g, r 
aber als endlich angesehen werden sollen. Aus der ersten der Glei- 
chungen 31) folgt 

setzt man diesen Werth von 6 in die für M^y Mp, M, in 31) an- 
gegebenen Ausdrücke und nimmt an, dass F nicht unendlich gross 
gegen M^y Myy M, ist, so folgt aus den oben angefahrten Verhält- 
nissen zwischen den Grössen Aj dass die dann auftretenden, von F 
abhängenden Glieder als unendlich klein gegen M^y My, M, Ter- 
nachlässigt werden können. So ergeben sich diese Drehungsmomente 
als lineare homogene Functionen von p, q, r. Es lassen dieselben 
sich folgendermassen darstellen: Es sei G die Function von p, q, r. 
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in welehe F übergeht^ wenn man hier 6 mit Hülfe der Gleichung 
^ a« durch jp, g, r ausdrückt; dann ist 

^'"W ^~^' ^'''W ^^) 

.O jp 

In der That wird, wenn o aus -g— =» durch p, g, r ausgedrückt 

wird, 

dF _dG_ 

dp dp ' 

da^ wenn G dadurch aus F abgeleitet würde, dass man eine beliebige 
Function von p, q, r für 6 setzte, 

dp ^^ dp * du dp 

wäre; und ähnlich verhält es sich mit den entsprechenden Differential- 
quotienten nach q und r. Die Gleichungen 29) werden daher 

d dG dG dG , „ 

di'df^^^T^'^^W"^ ^^^ 

d dG dG dG ri oa\ 

TsTi-P-dr''''w~^^' ^^^ 

d dG^^ aö _ dG 
da dr ^ dp ^ dq 

Diese Gleichungen, in denen G eine homogene Function zweiten 
Grades yon p, q, r mit constanten Goef&cienten bedeutet, haben 
dieselbe Form wie die Gleichungen 17) der siebenten Vorlesung, 
welche sich auf die Rotation eines schweren, starren Körpers um 
einen festen Punkt beziehen;, sie stitumen mit diesen völlig übereiu, 
wenn man s »= ^, G «« T und — F gleich dem Producte aus dem Ge- 
wichte des Körpers in den Abstand seines Schwerpunktes von dem 
festen Punkte setzt. Auch die Bedeutung der 9 Cosinus a, ß, y 
und der Grössen p, g, r wird dabei, hier und dort, dieselbe. Da 
dort als jP-Achse die von dem festen Punkte durch den Schwerpunkt 
gezogene Linie gewählt war, hier aber die jer-Achse die. Tangente des 
Stabes ist, so giebt es daher stets einen schweren, starren, um einen 
festen Punkt rotirenden Korper, der dem Stabe in der Art entspricht^ 
dass die durch den festen Punkt und den Schwerpunkt gehende Linie 
immer der Tangente des Stabes parallel ist^ wenn s '^ t angenommen 
wird. Ist das Botationsproblem gelöst, so hat man, um die Gestalt 
des Stabes kennen zu lernen, noch die Gleichungen 



zu bilden. 



i—Ja^ds, V—Jßi^s, %—jy^ds 34a) 
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§6. 

Das Problem der Rotation eines schweren Körpers um einen 
festen Punkt ist; wie in der siebenten Vorlesung auseinander gesetzt, 
nicht allgemein losbar; ein Fall, in dem es gelöst werden kann, ist 
der, dass die Schwere nicht wirkt; diesem Falle entspricht hier der, 
dass F e» ist, d. h. dass die Summe der Componenten nach irgend 
einer Richtung der Druckkräfte yerschwindet, die auf die Elemente 
eines Endes des Stabes au^eübt werden. Ein anderer Fall, in dem 
das Rotationsproblem gelöst worden ist, ist der, dass die Schwere 
wirkt, der Körper aber ein Rotationskörper und der feste Punkt ein 
Punkt der Rotationsachse ist; diesem Falle entspricht hier der, dass 
zwischen den Gonstanten der Elasticitat des Stabes und den Oon- 
stauten seines Querschnittes gewisse Beziehungen bestehen. Diese 
Beziehungen bestehen, wie wir nun zeigen wollen, wenn die Skibstanz' 
des Stabes isotrop und sein Querschnitt ein Kreis ist. 

Für einen isotropen Körper ist nach § 1 der vorigen Vorlesung 

f — 2rja;»+y;+«!+Yy!+T«:+7*; + e(«. + y, + 0*)' 

Aus den Gleichungen 20 a) folgt daher 

_ e _f. 

^» — y» "^ X ^. 28 ^*^ ^y — 

Die Gleichungen 19) und 20) werden 

^ + 1^-0 36) 

und far flF = 

Der Querschnitt des Stabes soll ein Kreis sein; wir haben daher 

^ «r» x' + y" — const. 
zu setzen. Bei diesem Werthe Ton g folgt aus 35), 36) und 18) 

1^0 — 0. 
Die Gleichungen 15) geben daher 

^* ™l>y — fl« + <y, y. = rx^ a;, « — ry. 
Es ist also 

und nach 21), wenn man die durch 26) definirten Zeichen x, X 
benutzt, 
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Hiernach erMlt man endlich fdr die bei 33) definirte Function G 

Hierdurch ist die oben ausgesprochene Behauptung bewiesen, dass 
f&r den isotropen Stab Ton kreisförmigem Querschnitt O dieselbe 
Function von p, q, r ist^ wie die lebendige Kraft fClr einen Rotations- 
körper, der um einen Punkt seiner Symmetrie -Achse rotirt, und es 
ist gezeigt, dass die allgemeine Lösung der Gleichungen 34) für einen 
Stab der genannten Art auf demselben Wege gefunden werden kann, 
der fOr das entsprechende Rotationsproblem im § 4 der siebenten Vor- 
lesung angegeben ist. 

Wir wollen uns darauf beschränken, die Lösung f&r einen speciellen 
Fall wirklich zu bilden. Wir setzen 

^u---KxfJ||, J„--Kx) 38) 

und führen die durch die Gleichungen 8) der f&nften Vorlesung 
definirten Winkel ^, tpy f ein, wodurch das Zeichen f eine andere 
Bedeutung erhalt, als diejenige, in der wir es bisher in unseren 
jetzigen Untersuchungen gebraucht haben. Die Gleichungen 34) 
werden dann 

-^1157 — ^«(^u ■" ^w) + Tsin/'sind' 

^„ ^ — ^JP (^M — ^11) — ^ cos /"sin -^ 39) 

äs ^• 
Zu diesen f&gen wir die Gleichungen 

^— jpsm/^-gcos/' 
sin^j? «.pcos/'+gsin/* 40) 

--i- -■ cos 0" :r^ — r, 

ds ds ' 

welche aus den Gleichungen 21), 13) und 15) der siebenten Vor- 
lesung bei Bücksicht auf die Gleichungen 8) der fünften sich ergeben, 
wenn man s statt t schreibt. Wir werden sehen, dass den Gleichungen 
39) und 40) bei der Annahme 

& *= consi 

genügt werden kann; die Lösung, die unter dieser Annahme gilt, ist 
eben diejenige, die wir bilden wollen; sie entspricht der Bewegung 
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eines um einen Punkt der Symmetrieachse rotirenden schweren Rotations- 
körperS; bei der diese Achse einen geraden Kegel um eine yerticale 
Linie beschreibt. Ist d" constant^ so ist die erste der Gleichungen 40) 

sa p sin/* — q cos/*, 

wofür wir schreiben können 



p = yp*+ q^cosf, g — }/jp* + g« sin /; 41) 



wo das Vorzeichen von V|>* + ?* unbestimmt bleibt. Hiernach geben 
die beiden ersten der Gleichungen 39), wenn man sie mit p und q 
multiplicirt und addirt, 

p^ -{- q^ = const., 

während aus der dritten immer 

r -= const. 

folgt Weiter ergeben dann die beiden letzten der Gleichungen 40), 
wenn man unter q>Q und f^ zwei willkürliche Gonstanten versteht, 



9^-^o SIT*-^; ^-^0"=^— fc^^ r)s. 42) 

Es ist noch eine der beiden ersten der Gleichungen 39) zu 
erfüllen; setzt man in sie für p und q ihre Werthe aus 41), so ver- 
wandelt sie sich in eine Gleichung zwischen Gonstanten, nämlich in 
die Gleichung 

= A,,^^^^-J,,r+r^ä^:^. 43) 

Um die Gestalt zu finden, die der Stab hat, wenn die aufgestellten 
Gleichungen gelten, hat man noch die Gleichungen 34a) zu ent- 
wickeln. Setzt man in diesen, den Gleichungen 8) der fünften Vor- 
lesung gemäss, 

«3 = cos qj sin -9", /)3 = sin 9 sin -ö-, yg = cos -9", 

macht bei der Berechnung von | und rj nach 42) 

, sin ^ , 

ds =» ^ dw 

und verfügt auf gewisse Weise über den Anfangspunkt der 5; V7 tj 
so erhält man 

j. sin"^ sin"«- , o. aa\ 

^'^77=r=T=T^^^^> ^~ — 7rf=r=,^^^> t = scoB&. 44) 
KP* + 3* VjP* + fl* 

Hiernach, bildet der Stab eine Schratibenliniej deren Achse die (-Achse 
ist; der Radius des Gylinders, auf dem sie liegt, ist 
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8in>^ 



die Höhe eines ScHraubenganges 

2«8in^eo8 4^ 



45) 



, 46) 

Was die Dmckktäfte betrifft^ die auf das Ende s «= des Stabes 
7on Aussen ausgeübt werden müssen, damit dieser in der gerechneten 

Gestalt, bei beliebig gegebenen Werthen der Oonstanten d*, Vp' -j* ?' 
und r im Gleichgewichte sei, so ist die Kraft F durch 43) bestimmt. 
Wir haben, um die Analogie zwischen dem Problem des Gleichgewichtes 
eines elastischen Stabes und dem Problem der Rotation eines schweren 
Körpers yollstandig zu machen, die ("Achse so gewählt, dass F, wenn 
es nicht yerschwindet, negatiy ist. Halten wir diese Annahme fest, so 

müssen wir es als eine Bedingung, der die Werthe yon ^, }/p* -|- g', r 
zu genügen haben, ansehen, dass die Gleichung 43) nicht einen posi- 
tiyen Werih für F ergiebt. Diese Bedingung fallt aber fort, wenn 
wir, was wir thun woUen, auf die Vollständigkeit jener Analogie yer- 
zichtend, positiye und negatiye Werthe yon F zulassen. Es bleibt 
noch übrig, die Drehungsmomente May Mß, My zu ermitteln. Aus 
33), 37) und 38) findet man zunächst 

wofür nach 41) sich schreiben Uwst 



Sabstituirt man diese Werthe in die Gleichnngen 28), so findet man 
bei Bücksicht auf die Relationen, die zwischen den 9 Cosinus Oj, a|, . . 
bestehen, und auf die Gleichungen 43) und 44) 

3fa— 0, Mfi^O 

My — = ^,1 Yp* + q* sin ©• + ^„r cos *. 

Ein specieller, hierher gehöriger Fall m5ge noch erwähnt werden. 
Besteht zwischen den Gonstanten ^, Yp* + g*, r die Relation 



Vp« + ,« 



tgfr-3LP_1:X, 47) 

SO ist fy wie aus 42) folgt, einer Constanten, nämlich /ö, gleich; 
nach 41) sind daher dann auch p und 9, wie r, constant. Den drei 
Grossen p, 9, r kann man beliebige constante Werthe ertheilen, in- 
dem man über Vp* -{- g', /j,, r passend yerfügt; der Fall, dass p, q^ r 
constant sind^ iBt also immer in dem yorher behandelten einbegriffen. 
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Auch in ihm bildet der Stab eine Schraubenlinie; der Radius des 
CylinderSy auf dem sie liegt, ist - 

— p. + 3. + r«' 
die Höhe eines Schraubenganges 

2xr 



p. + g. + r«' 

wie aus den Ausdrücken 45) und 46) folgt^ wenn mau erwägt, dass 
aus 47) 



cos»— — = sin «• = -=^^=^=l=r 48) 



sich ergiebty wo das Vorzeichen der Wurzelgrösse ]/p* + S* + ^* 
passend zu bestimmen ist 

§7. 

Es soll nun ein Beispiel f&r das Gleichgewicht eines isotropen, 
im natürlichen Zustande gehrümnUen Stabes behandelt werden. Nach 
der am Ende des § 2 gemachten Auseinandersetzung haben wir, um 
von dem Falle eines ursprünglich geraden zu dem eines ursprünglich 
gekrümmten f isotropen Stabes überzugehen, in dem Ausdrucke der 
Function f an Stelle von p, q, r zu setzen p — p', q — q'j r — r\ 
wo p', q\ r die Werthe bezeichnen, die |), g, r erhalten, wenn der 
Stab aus einem Zustande, in dem er gerade ist, in seinen natürlichen 
Zustand übergeht. Nimmt man dieselbe Substitution bei F und Q 
vor, so gelten auch dann alle Schlösse, welche in den §§ 4 und 5 
an die Function f geknüpft sind, und es behalten die Gleichungen 34) 
ihre Gültigkeit. 

Ist der Querschnitt des Stabes ein S[reis, so treten daher an Stelle 
der Gleichungen 39) die folgenden 

Ai ^^^^JT^ = Air (a - q') - A„q (r - O + Farn f fön» 

Ai ^^St^- " ^«P (f - rO - ^„r (p - p') -rcosfam» 49) 

^*> ^^ir^ - A. («ö» -!>') '-P(3 - äO). 

Dazu kommen ungeandert die Gleichungen 40). 

Im Allgemeinen werden p\ q\ r Functionen von $ sein, die 
bedingt sind durch die ursprüngliche Gestalt des Stabes; wir wollen 
annehmen, dass sie constant sind, d. h. nach der am Ende des Torigen § 
gemachten Bemerkung, dass der Stab ursprünglich eine Schraubenlinie 
bildet. Wir wollen zeigen, dass den Gleichungen 49) und 40) sich 
dann durch die Annahme genügen lässt, dass auch p, $, r constant 
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sind, d. h. durch die Annahme, dass der Stab eine Schraubenlinie 
bleibt. Die letzte der Gleichungen 49) giebt bei dieser Annahme 

P q 
und die beiden andern reduciren sich bei Bücksicht hierauf auf die eine 

wenn man benutzt, dass nach 41) und 48) 

sin /"sin d' = — , cos /"sin 0* 



Vp' + <^ + r'' Yp' + q' + r'- 

ist. Die Gleichungen 40) aber werden erfüllt, wenn man 



r 
cosd = 



Ypt + 5« + r» 



s 



V=~Vo + 'Vp^ + ^ + r 

setzt, welche Gleichungen im vorigen § aus den Gleichungen 40) unter 
der Voraussetzung, dass ^ und f constant sind, abgeleitet sind. 
Weiter ergiebt sich dann 

fc — I —Li:^ — L_2 — smop, 1? «« -^ — —^ — coso), g= , s 

p' + q* + r' ^' ' p' + q' + r' ^' Vp' + q' + r' 

und, wenn man benutzt, dass 

Mx — ^11 (P - P)f ^y = ^11 (« — «'); -*^« = -^8« (r - r ') 
ist^ 

Jlfa «0, Mß = 0, 

' "Vl>' + 3* + r«V p/^ " |/p« + g« + r« 



Nemnmdzwanzigste Yorlesnng. 

(unendlich kleine Formänderungen eines nnendlich dünnen, ursprünglich cylin- 
drischen Stabes. Biegung und Torsion für den Fall, dass der Stab isotrop und 
nicht gespannt ist. Arbeit der durch die Dilatationen erzeugten Kräfte für einen 
isotropen gespannten Stab. Biegung eines gespannten Stabes. Methode von 
s^Gravesande zur Bestimmung des Elasticitätscoefficienten von Drähten. Biegung 
eines horizontal ausgespannten Drahtes durch seine Schwere. Longitudinal- und 
Torsionsschwingungen eines Stabes. Transrersalschwingungen eines ungespannten 
Stabes. Transversalschwingungen einer schwach gespannten und einer stark ge- 
spannten Saite.) 

§ 1. 

Es sollen nun Gleichgewicht und Bewegung eines cylindrischen, 
unendlich dünnen Stabes unter der Voraussetzung weiter untersucht 
werden, dass die Verschiebungen seiner Theile unendlich klein sind^ 
dass also p^ q und r unendlich klein sind. Wir fassen zuerst den 
Fall ins Auge, dass der Stab im Gleichgewichte ist und auf seine 
Theile keine Kräfte wirken. Dann gelten die Gleichungen 34) der 
vorigen Vorlesung. Da die Aenderungen^ welche die 9 Cosinus a^ß^j . . 
auf der ganzen Länge des Stabes er&hren^ unendlich klein sind, so 
können in ihnen y^ und y^ als constant angenommen werden, voraus- 
gesetzt, dass sie selbst endlich sind, dass also die Richtungen der 
Theile des Stabes nicht bis auf unendlich kleine Unterschiede mit der 
Richtung der Kraft F übereinstimmen. Diesen Fall schliessen wir 
vorläufig aus. Wir können dann 

setzen, indem wir unter Ä und B Constanten verstehen. Bei Ver- 
nachlässigung unendlich kleiner Grossen höherer Ordnung werden die 
genannten Gleichungen dadurch 

und diese Gleichungen gelten, welches auch das Coordinatensystem 
der S; 1}, C sein möge, obwohl die Gleichungen 34) eine gewisse 
Richtung der g-Achse voraussetzen; man sieht das ein, wenn man 
erwägt, dass die Grössen p, q, r ihrer Bedeutung nach von dem 
Achsensjstem der S, 17, S ganz unabhängig sind, ebenso wie die in 
der Function G vorkommenden Coefficienten. Durch Integration dieser 
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Gleichungen erhalt man p, q^ r als lineare Functionen von s aus- 
gedrückt, die drei willkürliche (konstanten enthalten; diese lassen sich 

durch die Werthe bestimmen, die 0- , "^f 's' f ^- ^- ^® Drehungs- 
momente Mxf Myj M,j an einem Ende des Stabes besitzen. Die 
Achsen der (, % i können und wollen wir so legen, dass die Richtungen 
der Achsen der rr, y, g überall unendlich wenig von ihren Richtungen 
abweichen; es sind dann a^, /),, y^ unendlich wenig von 1 yerschieden 
und o^y a^y ß^y ßi, yi, y^ unendlich klein. Aus 

-P-'.'^ + ß.'^ + n'iS 



folgt daher 



^ d8 ^ P^ de ^ f^ ds 
d8^ ^ da* ds' 



Berücksichtigen wir die Gleichungen 12) der yorigen Vorlesung und 
schreiben ^ für j3,, so erhalten wir hieraus 

P^-^d?* *~d?' ""^di' 2) 

Durch Integration dieser Gleichungen ergeben sich | und 1] als 
Functionen dritten Grades und ergiebt sich ^ als Function zweiten 
Grades Ton s; | und 1} bestimmen dann die Biegung und ^ bestimmt 
die Torsion des Stabes. 

Wir specialisiren den betrachteten Fall nun weiter durch die 

Annahme, dass die Substanz des Stabes isotrop ist; den Querschnitt 

desselben lassen wir aber unbestimmt Den am Ende des § 3 der 

siebenundzwanzigsten Vorlesung definirten Elasticitatscoefficienten, d. h. 

die Grösse 

„^i + 3e 

bezeichnen wir durch E, setzen 

I x^dxdy = x^, f j^dzdy^^x^j jdxdy^X 3) 

und benutzen, dass die Achsen der x und y so gewählt sind, dass 
I xdxdy =^0, I ydxdy '^Oj j xydxdy =^0 

ist. Eine Betrachtung, die ähnlich der im Anfange des § 6 der 
Torigen Vorlesung durchgeführten ist, lehrt F und 6^ kennen. Die 
dort mit tr^ bezeichnete Grösse muss den Factor r enthalten; mit Be- 
nutzung hiervon findet man 



430 Neonundzwanzigste Vorlesung. 

WO Q eine Constanie bedeutet, die für den Fall, dass der Querschnitt 

des Stabes ein Kreis ist, 

^ i + 2e 1»^ + X, 

""1 + 36 2 

ist; während für einen anders gestalteten Querschnitt q gleich diesem 
Ausdrucke, multiplicirt mit einem Zahlenfactor ist, der fOr eine ellip- 
tische Gestalt nach der im § 3 dex Yorigen Vorlesung durchgeführten 
Rechnung sich leicht angeben lässt. Aus 4) folgt weiter 

Die Gleichungen 1) geben hiemach 

^ ds ' * d« ' d« 

Für die beiden Enden des Stabes sei s gleich und 8 gleich Z; dabei sei l 
positiv. Ä und B lassen sich dann definiren als die Summen der 
Componenten nach der x- und der y-Achse der Druckkräfte, welche 
Ton aussen auf das Ende des Stabes s gleich ausgeübt werden. Statt 
Ä und B wollen wir lieber die entsprechenden Componentensummen 
der Drucke einführen, welche auf das andere Ende Ton Aussen her 
wirken; nennen wir diese X' und Y\ so ist 

Ä — z', JB— - r 

und also 

Diese Gleichungen integrire man und bestimme die Integrationscon- 
stanten durch die Drehungsmomente der auf das Ende 8 gleich { von 
Aussen wirkenden Druckkräfte in Bezug auf die diesem Ende ent- 
sprechenden Achsen der x, y, g. Nennt man diese Drehungsmomente 
Mgf Jlfy, Mmj so ist für s gleich l den Gleichungen 33) der vorigen 
Vorlesung zufolge 

En^p—Mi, Ex^q^Mi, Egr ^ M^. 

Daraus folgt für andere Werthe von 8 

Ex^ = M;,— Y'{1 — s), Ex,q — Jlf; + X' (/ - 5), EifT — M',. 

Mit Hülfe der Gleichungen 2) erhält man hieraus bei passender Wahl 
des Goordinatensystemes der |, ij, i 

E(fi>^ m;s. 
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Atif den beiden ersten dieser Gleichungen beruht eine yiel£etch 
benutzte Methode zur Bestimmung des Elasticitatscoefficienten E 
aus Messungen Ober die Biegung eines Stabes. Ist der Elasticitats- 
coef&cient bekannt^ so bietet die dritte Gleichung ein Mittel, um 
die Constante 6, die in dem Ausdrucke yon g yorkommt, aus 
Messungen über die Torsion zu berechnen. Es ist von Poisson die 
Behauptung ausgesprochen, dass bei allen Körpern, wie wir sie hier 

betrachten, 6 gleich - sei; man hat diese Behauptung mit Sicherheit 

weder beweisen, noch widerlegen können, weil man bei keinem 
Körper mit Sicherheit voraussetzen kann, dass er homogen und 
isotrop ist. g 

§2- 

Wir haben im vorigen § den Fall ausgeschlossen, dass die 
Richtungen der Theile des Stabes bis auf unendlich kleine Abweichungen 
mit der Richtung der Kraft übereinstimmen, die in der vorigen Vor- 
lesung mit r bezeichnet ist. Wir wollen jetzt diesen Fall mit ins 
Auge fassen. Dabei wollen wir das Princip der virtuellen Yerrückungen 
benutzen und von der Gleichung 4) ausgehen. Für |>, q, r haben wir 
ihre Werthe aus 2) zu setzen. Um einen Ausdruck für 6 zu bilden, 

machen wir 

i — s + m, 

wo dann o eine unendlich kleine Grösse bedeutet. Nach der in der 
Gleichung 11) der vorigen Yorlesimg von 6 gegebenen Definition 
ist dann 

(i+«)'-ß-!)'+(S)'+(i+ti)'. 

und hieraus folgt, wenn wir es imbestimmt lassen, in welchen Be- 
ziehungen die Grössenordnungen zu einander stehen, von welchen 
1,1^,0} unendlich klein sind, 

Der Ausdruck der Arbeit, welche die durch die Verschiebungen er- 
zeugten Kräfte für eine Yerrückung leisten, bei denen g, q, o, ij; und 
d^, dfi, do, dif wachsen, also der Ausdruck von 



f 



wo und l als die den Enden des Stabes entsprechenden Werthe von 
$ angenommen sind, ist dann der Gleichung 4) zufolge 
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J V" ds* d«» + ** dt* dt' +<'«!» ds 





6) 



Darch partielle Integrationen lässt sich derselbe in die folgende Form 
biingen: 



+ E(ffi 



Den Variationen tfj, tfiy, ^d~> *5^ ^®> '^ wollen wir non 

die Beschränkung auflegen^ dass sie für $ gleich verschwinden, und 
einen Ausdruck für die Arbeit der Druckkräfte bilden, welche von 
Aussen auf das Ende des Stabes wirken, für welches s gleich l ist Mit 
Hülfe des Ausdruckes 24) und dör Gleichungen 18) und 19) der fünften 
Vorlesung, so wie der Gleichungen 12) der yorigen finden wir diese 
Arbeit 

— TU + r*ij + z'dm — m;,s~1 + j/;*^ + -a/;d>, 7) 

wo die Variationen für s gleich l zu nehmen sind, die Zeichen X\ Y\ 
Mic, M'yj Mi dieselbe Bedeutung, wie im yorigen § haben und Z' die 
Summe der Componenten nach der ;? -Achse der Druckkräfte bedeutet, 
auf welche jene Zeichen sich beziehen. 

Die Bedingung für das Gleichgewicht ist die, dass die Summe 
der Ausdrücke 6) und 7) yerschwindet, welches auch die willkürliich 
gebliebenen Werthe der in ihnen yorkommenden Variationen sind. 



ä^ Sr »* 
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Die hieraoB folgenden Gleichungen enthalten die im vorigen § f&r 

einen isotropen Stab abgeleiteten Resultate, sind aber insofern all- 

gemeiner, als sie auch den dort ausgeschlossenen Fall um&ssen. 

FOr die Torsion ^ ergiebt sich hier derselbe Ausdruck, der dort 

gefunden wurde. Es folgt femer, dass 6 constant, und zwar durch 

die Gleichung 

Ek6 — Z' 8) 

bestimmt ist. Mit Hülfe dieses Werthes yon 6 ist jede der Grössen 
I, 1}, welche die Biegung bestimmen, aus der filr sie geltenden 
Differentialgleichung und den zugehörigen Grenzbedingungen zu be- 

rechnen. Ist das geschehen, so lehrt die Gleichung 5) -j- und, wenn 

man noch festsetzt, dass oi mit s yerschwindet, m selbst kennen. 
Die Differentialgleichung fQr § ist 

^«. U -^'l?" 05 9) 

dazu kommen die Grenzbedingungen, dass für s gleich 

1-0, ^«,-0 10) 

und f&r s gleich l 

E*,g,-M'„ E^,2-Z'f^ X' 11) 

ist 

Wenn Z' nicht unendlich gross gegen X' ist, so ist das zweite 
Glied der linken Seite der letzten dieser Gleichungen unendlich klein 
gegen ihre rechte Seite; die genannte Gleichtmg kann daher geschrieben 
werden 

Vorausgesetzt, dass v-| und ^ von derselben Grössenordnung sind, 

folgt zugleich, dass Z' unendlich klein gegen Ex^ ist und hieraus 
wieder, dass die Gleichung 9) sich schreiben lässt 

Daraus ergiebt sich dann derselbe Werth von g, der im vorigen § 
abgeleitet ist 

Aehnliche Betrachtungen, wie über S, lassen sich über ij anstellen. 



§3. 

Dm die allgemeineren, im vorigen § fdr die Biegung aufgestellten 
Formeln auf ein Beispiel anzuwenden, behandeln wir eine Methode 
zur Bestimmung der Elasticitatscoefficienten, die f&r dünne Drähte 

Kirchhof f, Mechanik. 4. Aufl. 28 
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sehr bequem ist und von s^Grayesaude herrührt. Die Methode ist 
diese: es wird der Draht horizontal zwischen zwei Klemmen aus^spannt, 
an seine Mitte ein Gewicht gehangt und die Senkung beobachtet, die 
dadurch diese Mitte erfahrt. Eine Hälfte des Drahtes sehen wir als 
den Stab an, auf den unsere Formeln sich beziehen, den Punkt, welcher 
das Gewicht tragt, als das Ende s gleich 0; die |-Achse nehmen wir 
yertical aufwärts gekehrt an. Der Stab befindet sich dann in der 
£g-Ebene, es ist rj gleich 0, l die halbe Länge des Drahtes, | fOr 
s gleich { die beobachtete Senkung und X' die Grösse des angehängten 
Gewichtes. My und Z' sind hier nicht direct gegeben; zur Bestimmung 
dieser Grössen hat man die Bedingungen, dass f&r s gleich { 

3^ ™ und o es d' 
da 

ist, wenn o' die Verlängerung bedeutet, die die Hälfte des Drahtes 
erfuhr, als dieser zwischen den EJemmen ausgespannt wurde. 
Man setze 

oder, was nach 8) dasselbe ist, 

Ä» - i^ *; 12) 

die Gleichung 9) wird dann 

dH , , d^ 
d8*~ de*' 

Das Integral derselben, das den für s gleich zu erfüllenden Be- 
dingungen 10) genügt, ist 

I -= ^ (e*' — Ä5 — 1) + JB (e-** + h8— 1), 

wo Ä und B willkürliche Constanten sind. Die BedingUDgen 11) 
geben fdr diese 

Ex^h^A (e*' + 6-*') = äJM; - e-^'X' 

ExJi^B (c*' + c-*0 — ää; + 6*'Z', 

während daraus, dass ^ für s gleich l yerschwindet, 

A (c*' - 1) + JB(— r-*' + 1) — 
folgt. Aus diesen 3 Gleichungen ergiebt sich 

AI ^Al A£ _Af 

äJK; (e* + c *) («■ - c *)X' 

kl kl- _ »I 

En^h^Aie* +e *) e * X' 
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Bezeichnet man den Werth von | f ür s gleich l durch £' und setzt zur 
Abkürzung 

so findet man hieraus 

Um nach dieser Gleichung den Elasticitatscoef&cienten E berechnen 
zu können^ muss man p noch ermittehi. Aus 5) und 12) folgt 



Es ist aber 



hiemach wird die letzte Gleichung, wenn man das durch 13) bestimmte 
i' einführt, 

Der Factor von i'* ist stets positiv, a' nehmen wir als positiv an. 
Hieraus folgt, dass, wenn eine der Grössen a'l und |'* unendlich 

gross gegen j ist^ oder^ wenn beide es sind^ p unendlich gross sein 

muss. Dieser Fall ist bei den in Bede stehenden Versuchen näherungs- 
weise verwirklicht. Für sie ist daher nach 13) und 14) in erster 
Näheruncr 

also 

Will man die Glieder nächstkleinerer Ordnung berücksichtigen, so hat 
man hierzu die Gleichungen 

zu benutzen, deren zweite p kennen lehrt, wenn man in ihrer rechten 
Seite für p seinen ersten Näherungswerth setzt. 

Wir merken noch Folgendes an. Der Factor von g'* in der 
Gleichung 14) wird für keinen endlichen Werth vou p unendlich; 

daraus folgt, dasS; wenn (o'l und g'^ unendlich klein gegen J" sind, 

p unendlich klein sein muss. In diesem Falle giebt daher die Gleichung 13) 






28' 
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§4. 

Wir wollen nun ein Beispiel für das Gleichgewicht eines Stabes 
behandeln, auf dessen Theile Kräfte wirken. Einen Draht denken wir 
uns horizontal zwischen zwei Klemmen ausgespannt und suchen die 
Biegung, die er erleidet, wenn auf seine Theile die Schwere wirkt 

Die |-Achse sei Tertical abwärts gekehrt, g die Schwere, /i die 
Dichtigkeit des Drahtes; aus dem Ausdruck 6) folgt dann 

^ds* ^^ dB^ E ' dB ^' 

ist fOr die Enden des Drahtes 8 gleich { und 5 «= — I, so soll f&r 

diese Werthe von*« ,» 

1-0 und 55-0 

sein; bedeutet o' die Verlängerung, welche eine Drahthälfte bei dem 
Ausspannen erlitten hat, so ist endlich 



Diese Gleichungen lassen sich in ganz ähnlicher V^eise behandeln, 
wie die Gleichungen, die wir im Yorigen § entwickelt haben. Wir 
wollen uns hier aber auf die Betrachtung der Grenzfälle beschranken, 
der Fälle, dass X| gegen k6 (oder gegen il2'tf, was dasselbe ist, da 
wir l als endlich ansehen) imendlich gross oder unendlich klein ist. 
Ist %i unendlich gross gegen kö^ so wird die f&r £ aufgestellte 
Differentialgleichung ,«^ , 

d'l d*t 

vorausgesetzt, dass j\ nicht unendlich gross gegen ^ ist. Ihr und 

den 4 Grenzbedingungen wird genügt durch 

Es wird x^ unendlich gross gegen A<r, wenn Y^ ^^^^ ( unendlich 
klein sind gegen die Dimensionen des Querschnittes des Drahtes. 

Ist eine der Grössen Vcd' und £ dagegen unendlich gross gegen 
die Dimensionen des Querschnittes, oder sind es beide, so ist Xj un- 
endlich klein gegen k6 und die Differentialgleichung f&r | wird 

dB* "^ Eö^ 

d*ä d*ä 

Yorausgesetzt, dass nicht -r-f unendlich gross gegen j~ ist Das 

Integral dieser Gleichung, das der Bedingung genügt, dass | für s — + 2 
Yerschwindet, ist 
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Der Bedingnng, dass f&r die Enden des Drahtes auch ~ verschwindet, 

kann dasselbe nicht angepasst werden; unendlich nahe an den Enden 

ändert sich ^ nnendlich schnell^ hier ist j-^ unendlich gross gegen j4 

und es gilt nicht die vereinfachte Differentialgleichung. Zur Bestimmung 
von 6 ergiebt sich die Gleichung 

8 6. 

Die folgenden Betrachtungen sollen sich auf die Sehwingungen 
eines unendlich dünnen Stabes beziehen. Wir beschranken dieselben 
auf den Fall, dass die Schwingungen unendlich klein sind und der 
Stab ursprünglich gerade und isotrop ist. Die Differentialgleichungen 
der Bewegung findet man leicht mit Hülfe des Hamilton'schen Princips 
aus dem Ausdrucke 6) und der Gleichung 27) der vorigen Vorlesung. 
Bei der letzteren hat man zunächst zu beachten, dass bei unseren 
jetzigen Annahmen nach 25) der vorigen Vorlesung 

aft 



B — 



dt' 



oder, wenn wir wieder ^ für /)^ schreiben, 

ist; setzen wir femer wieder 

f = 5 + © 

und führen die durch 3) definirten Constanten x^ und x^ ein, so wird 
die genannte Gleichung 

^ - ?/"•(' + (I?)' + (Ü)") + ('. + «.) ß?)"l ■ 

Daraus folgt f^r 

* fTdt, 

wenn man für die Grenzen der Zeit d^, di}, dm, dt gleich Null 
setzt, der Ausdruck 

Wir untersuchen specielle Fälle. Zuerst nehmen wir an, dass 
der Stab bei seiner Bewegung gerade bleibt, d. h. wir setzen 

g — und ij — 0. 
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Da dann nach 5) 

ds 
ist, so liefert das Hamilton'sche Princip die Di£FerentiaIgleichungen 

dt* "* f» a«" 

und 

av ^Q 9^i> 

Die erste von diesen bestimmt die Limgihidinäl' Schwingungen, die zweite 
die TorsionS'Schivingungen des Stabes. Beide sind yon derselben Form, 
einer Form, die wir schon in der dreiundzwanzigsten Vorlesung zu 
behandeln gehabt haben. Sie stellen Wellen dar, die theils in der 
Richtung, in der s wächst, theils in der entgegengesetzten Richtung 
mit einer constanten Geschwindigkeit sich fortpflanzen. Die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der longitudinalen Wellen ist 



vi 



E 



die der Torsionswellen 



V. 



Eq 



f* («I + ««) 



Sowohl durch longitudinale, als durch Torsions-Schwingungen kann 
der Stab einfache Töne geben; es ist leicht, die Schwingungszahlen 
derselben und die Lage der Knoten^ die ihnen entsprechen, zu berechnen. 
Es wird ausreichen, das für die Longitudinal- Schwingungen zu zeigen, 
da die Torsions -Schwingungen sich von diesen in der Rechnung nur 
durch einen andern Werth der Fortpflanzungsgeschwindigkeit unter- 
scheiden. Wir schreiben die Differentialgleichung der Bewegung 

a*« 2 a'o» 

indem wir mit a die Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer longitudi- 
nalen Welle bezeichnen, und setzen 

wo u eine Function der einen Yariabeln s. sein soll; n ist dann die 
Schwingungszahl des Tones. Für u ergiebt sich dabei die gewohn- 
liche Differentialgleichung 

das allgemeine Integral derselben ist 

. • 23IPM -n 29CH 

U =* -ASin — s -|- Bqob 8, 
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wo A und B willkürliche CoBstanten bedeuten. Es sind nun drei Fälle 
zu unterscheiden: der Fall, dass beide Enden fest^ der Fall, dass beide 
Enden frei sind, und der Fall, dass das eine Ende fest, das andere 
frei ist. FOr ein festes Ende ist immer 

10 ■>■ 0, also u «■ 0, 
für ein freies, wie aus dem Ausdruck 6) herrorgeht, 

■5- -■ 0, also -r- — 0. 

Für die Enden des Stabes sei 

5 -=» und 5 a* Z. 

Sind beide Enden fest, so genügt man den für u geltenden Bedingungen, 
wenn man 

w^ Asm 8 

a 

setzt, wo h eine ganze Zahl bedeutet; sind beide Enden frei, so 
hat man 

u = jScos — 5, 

während n denselben Werth besitzt; ist das erste Ende fest, das zweite 
frei, so ist 

tf "B J. sm — 8 

n-(2A-l),V 

Bei jeder dieser Schwingungsarten giebt es Punkte, für welche 
u gleich ist, die also in Ruhe bleiben; es sind dieses die Knoten*^ ftir 
dieselben ist in den drei unterschiedenen Fällen, wenn k eine ganze 
Zahl bedeutet, 

,2ifc — 1 

und 

2k 



8 — 1 



2Ä — 1 



§6. 

Wir lassen jetzt die Voraussetzung fallen, dass der Stab gerade 
bleibt, machen aber die Annahme, dass ^ gleich und ri gleich ist. 
Ebenso, wie dieser Fall, wäre der zu behandeln, dass ^ gleich und 
i gleich 0. 
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Ans den Ausdrückai 15), 6) und 5) folgt mit Htllfe des 
ton'schen Principes 

1" di' + ^ Xdi^- ^rsV di)~^ 

EUerzn kommen gewisse f&r die Enden des Stabes, s gleich und 

s gleich l, geltende Bedingungßn, die ans dem Ausdruck 6) absniesen sind. 

Man erhält eine particulare Lösmig des Torgelegten Problems, 

wenn man 

iD OB und <r »B 

setzt. Dabei ergiebt sich aus 16) f&r £ die partielle Differential- 
gleichung 

f&r ein fireies Ende muss nach 6) 

für ein Ende, das so befestigt ist, dass es sich weder yerschieben, 
noch drehen kann, 

5 = nnd H-O 

sein. 

Wir nehmen an, dass der Stab einen einfachen Ton Ton der 
Schwingungszahl n giebt, und setzen 

£ — usin2jrn^, 17) 

wo u eine Function yon 8 bedeutet, die der Differentialgleichui^ 



? - ^ (2««)* « 



ds' 
genügt. Führt man eine Constante p durch die Gleichung 

|t (2..). - (t)* 18) 

ein, so ist das aUgemeine Intqpral derselben 

WO Ä, Bf C, D willkürliche Constanten bedeuten. Die Tier Grenz- 
bedingnngen bestimmen drei yon diesen und geben f&r p eine tran- 
scendente Gleiohung, deren Wurzeln bei Bücksicht auf 18) die Werthe 
. kennen lehren, die n haben kann. 
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Das Ende 5^) gleich sei frei; die beiden hier zu erftlllenden 
Bedingungen geben dann 

C— il, D — B, 
also 

u^Ä{cos?f + L±{-L) + B{mn?^ + '-^^} 19) 
Ist aoch das Ende s gleich { frei, so mfissen hienwch die Gleichongen 
ä{^^^-cobp) + b{^~-^ - sini»)- 

bestehen. Sie bestimmen das Verhaltniss Ä : B nnd geben f&r p die 
Gleichung 

d. h. die Gleichung 

COSJ) — i^ «= 1. 

Die Wurzeln derselben sind die Werthe von «».die den Dorchschnitts- 
pnnkten der Cnrren entsprechen, deren Gleichungen 

y — cos^ und y — -^ — -z:;^ 

sind. Die Discussion dieser Gleichungen zeigt, dass p gleich eine 
Wurzel, und zwar eine rierfache, ist, dass die nachstgr5ssere Wurzel 

etwas grösser als -y , die folgende etwas kleiner als y u. s. f. ist, und 

dass die Wurzeln um so mehr'einem ungeraden VielfiEtchen von r- sich 

nahem, je grösser ihre Ordnungszahl wird, p gleich entspricht einer 
unendlichen Schwingtmgsdauer, also keinem Tone; für den tiefsten 

Ton des Stabes, fBr seinen Orfindton, ist naherungs weise p-s^, 

d.h. gleich 4,712; einen genaueren Naherungswerth erhalt man, wenn 
man p aus der Gleichung 

e + « 

berechnet, aus der p gleich 4,780 sich ergiebt. Durch ein ahnliches Ver- 
fahren kann man alle Wurzeln der in Rede stehenden Gleichung mit 
beliebiger Genauigkeit finden. 



1) In den früheren Auflagen stand 2 statt s. W. 
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Die Knoten sind durch die Gleichung 

bestimmt: setzt man 

$ 

80 ist dieselbe 

\, 2 Bmp) \—-^ h COBpx) 

Nach der Rechnung von Strehlke*) sind die Werthe von x fBr 
die ersten Töne 

Ton 1. Ton 2. Ton 3. 

0,224t 0,1821 0,0944 
0,7768 0,6 0,8686 

0,8679 0,6416 

0,9066 

Ist das Ende s gleich I fest, während das Ende s gleich frei 
ist, so gilt auch die Gleichung 19), aber zur Bestimmung yon A : J? 
und j) hat man 



woraus 



COSp — ^-5 = — 1 

sich ergiebi Die kleinste positive Wurzel dieser Gleichung ist etwas 
grosser als ^ (genauer 1,876), die folgende etwas kleiner als — , die 
nächste etwas grösser als -^ u. s. f. 

Für die Knoten ist, wenn wieder j gleich % gesetzt wird, 

^ — 3 1- smpj y-—^ h cosp«; 

Wir wollen noch den Fall betrachten, dass, ^rahrend das Ende 
s gleich frei ist, das Ende s gleich 2 in einer gewissen periodischen 
Bewegung erhalten wird. Es sä fftr < gleich l 

I — asin2«n<, || — /)sin2«n<, 20) 

*) Dove'« Bepertorinm der Physik m, ilO. 



a 
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w 

wo a, ß und H gegebene Gonstanten sind. Der f&r S geltenden 
partiellen DiflEerentialgleichong und den flElr s gleich zu erf&llenden 
Ghrenzbedingungen genügt man auch dann durch die Gleichungen 17) 
und 19), wenn man p aus 18) berechnet; die fQr s gleich l aufgestellten 
Bedingungen geben 

— A (5-ip h cospj + B \ '^^ + nmp) 

zwei Gleichungen, die im Allgemeinen A und B TollstiLndig bestimmen. 
Nur wenn die Determinante der Goefßcienten von A und B verschwindet, 
d. h. wenn p und n einem der Töne entsprechen, die der Stab bei 
eiliem freien und einem befestigten Ende geben kann, werden A und B 
unbestimmt, falls das Yerhältniss a : ß einen gewissen Werth hat, un- 
endlich bei andern Werthen dieses Verhältnisses. 

In ganz ähnlicher Weise lässt sich der Fall behandeln, dass statt 
der Gleichungen 20) die Gleichungen 

g «= acos27cnty J= «» ß'co82jcnt 

für s gleich l bestehen sollen. Setzt man | gleich der Summe der 
Ausdrücke, die in diesen beiden Fällen für £ gelten, so lernt man die 
Bewegung des Stabes in dem Falle kennen, dass für s gleich l 

( BS a sin 2xnt -\- a'cos 2xnt 

^ «= /) sin 2xht -(- /I^cos 2xnt 

ist. 

§7. 

Wir wollen jetzt particuläre Losungen der Gleichungen 16) auf- 
suchen, bei denen nicht a und 6 verschwinden und die auf die Transyersal- 
schwingungen der Saiten sich beziehen. Man nennt einen gespannten 
Stab eine Saite^ wenn seine Querdimensionen hinreichend klein sind 
auch gegen die Verschiebungen seiner Theile. In dem zweiten Gliede 

der ersten der Gleichungen 16) kommt der Factor j vor; dieser Factor 

ist Ton der Ordnung des Querschnittes; wir werden annehmen, dass 
der Querschnitt so klein ist gegen die Verschiebimffen, die stattfinden, 
dass das genannte Glied unendlich klein ist gegen das dritte Glied 
derselben Gleichung. Die Gleichungen 16) sind dann 

^^^D a^ ^. 
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. . . • 

Wir fQgen die Bedingimgen hinzu, dass 

ftur s — O £ — o — 

fBr «— «Z J — CD — m' 

iat, wo o' eine gegebene Constante bedeutet; hierdurch ist auB- 
gesprochen, dass die beiden Enden der Saite befestigt sind; der Werth 
Ton m' bestimmt die Spa$mungy die ihr g^ben ist. 

Wir wollen nur solche Bewegungen au&uchen, bei welchen ^^^ 
unendlich klein gegen ^ ist Bei dieser Annahme folgt aus den 
beiden ersten der Gleichungen 21), ^ass ^ unendlich klein gegen 

S^ S»"^ ^ T^ ist; es ist aber ^ ^ unendlich klein gegen ^, es muss 

also g-\ unendlich gross gegen ^ und um so mehr unendlich gross 

gegen ^ ^ sein. Hiemach ist die erste der Gleichungen 21) 

Daraus, dass ^- unendlich klein gegen 6 g^ ist, folgt, dass ^ um so 

mehr unendlich klein gegen tf, dass also 6 unabhängig Ton s ist; nach 
der dritten der Gleichungen 21) hat man daher 



und also nach 22) 



Diese Gleichung vereinfacht sich sehr wesentlich, wenn die Spannung 
der Saite gross genug ist, wenn nämlich cd' so gross gegen £ ist, dass 

das zweite Glied des Factors von ^, gegen das erste yemachlassigt 

werden kann. Bevor wir auf die Betrachtung dieses Falles naher 
eingehen, wollen wir gewisse particuläre Losungen der Gleichung 23) 
ableiten, welche gelten, wie klein auch die Spannui^ sein möge. 
Wir setzen 

V Mo 

wo m eine ganze Zahl, u eine zu bestimmende Function von t be- 
deutet; den Bedingungen, die ( f&r s gleich und s gleich { zu er- 
füllen haty wird dadurch gentSgt; es wird auch der Gleichung 23) genfigt, 
wenn man u aus der Differentialgleichung 

«?— m'f«(T+(i-rH ") 
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bestimmt. Das allgemeine Integral dieser ist 

u — aoosam A (t — t^^ mod. %, 

wo a und t^ zwei willkürliche Gonstanten sind, h und x zwei Gon- 
stanten, die in gewisser Weise von a abhängen. Ans dieser Annahme 
f&r u ergiebt sich nämlich 

nnd diese Gleichung wird mit 24) identisch, wenn man 

2x* s 






macht 

§8. 

Wir wenden uns zur Erörterung des Falles, auf den schon hin- 
gewiesen wurde, dass die Spannung der Saite so gross ist, dass in 

der Gleichung 23) das zweite Glied des Factors Ton n g^en das 

erste yemachlassigt werden kann. Die genannte Gleichung ist dann 

Dazu kommen die Bedingungen, dass | ftr « gleich und f&r s gleich I 
yerschwindet. 

Dieselbe Di£Perentialgleichung haben wir schon mehrmals zu be- 
handeln gehabt, zuletzt bei der Untersuchung der Longitndinal- und 
Torsions-Schwingungen eines elastischen Stabes; unter den dort be- 
trachteten Fallen befindet sich auch der, dass dieselben Grenzbedingungen, 
wie hier, zu erf&llen sind. Die f&r diesen Fall angegebenen particularen 
Losimgen gelten auch hier, und auch hier gilt, was dort über die 
möglichen einfiu^hen Töne und die entsprechenden Knoten gesagt ist. 
Aus den bezeichneten particularen Lösungen wollen wir nun f&r die 
transversal schwingende Saite allgemeinere zusammensetzen, um die 
Formeln etwas zu kürzen, f&hren wir dabei solche Einheiten der Uknge 
und der Zeit ein, dass I gleich m und die Dauer einer einfeushen 
Schwingung beim Ghrundton gleich % wird. Eine particulare Lösung 

ist dann 

I -» sin m^sinfii5, 
eine andere 

I «a cos m^ sin ms, 

wo m irgend eine positive ganze Zahl bedeutet; eine Lösung ist 
daher auch 

§ '=='^ Mm Bm mt -f- Bm cos mt) sin ms, 
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wo Anty Bm willkürliche Oonstanten sind und die Summe in Bezug 
auf m Yon m gleich 1 bis m gleich oo zu nehmen ist. Diese Losung 

lässt sich der Bedingung anpassen, dass | und -A für t gleich und 

für die ganze Saite beliebig gegebene Functionen ron s sind. Gresetzt, 
es sei für i gleich 

• ' dt ^ 

wo ü und U' Functionen yon s bedeuten, die yon s gleich bis 
s gleich a beliebig gegeben sind, so wird erfordert, dass fOr dieses 
Interyall 

U «- ^Bm sin ms 

^ 25) 

ist. Vorausgesetzt, dass die Functionen U und U' in dieser Weise 
darstellbar sind, lassen sich die Werthe, die den Constanten Am und 
Bm zu geben sind, leicht finden mit Hülfe des Satzes, dass, wenn m 
und m' zwei yerschiedene ganze Zahlen sind, 

f sin ms sin m'sds <-■ 0, 
undy wenn m eine beliebige ganze Zahl ist, 



n 



sia^msäs = -^ 





isi Man beweist diesen Satz leicht, indem man benutzt, dass 

2 sin ms sin m's «= cos (m — m')s — cos (m -|- m') s 
2 sin* m5 = 1 — cos 2ms 



ist. Mit seiner Hülfe findet man aus 25) 

Bm «« — / ÜBinmsds 

91 


ff 



Dass U und ü' immer in der gedachten Weise darstellbar sind, 
hat zuerst Dirichlet*) streng bewiesen, indem er gezeigt hat, dass die 
unendliche Reihe (eine sogenannte Fourier'sche Reihe) 





'Am "■ "~ / ü'Bhimsds. 



^ Cm sin ms , 



*) Doye*8 Bepertorinm der Physik I, 152; Crelle*8 Journal, Bd. 4, p. 157. 
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in der die Coefficienten durch die Gleichung 

n 

Gn-= ^ \f{s)%mm8ds 



'4' 



bestimmt sind, wo f(8) eine beliebige^ überall einwerthige^ endliche 
und stetige Function von s bedeutet, f&r alle Werthe Yon s zwischen 
und x gegen f(s) conyergirt. 

Wir erwähnen noch eine andere Form der Losung des behandelten 
Problems der Saitensch?nngungen. Behalten wir die zuletzt gebrauchten 
Einheiten der Lange und der Zeit bei, d. L setzen wir wieder die 
Länge der Saite und die Dauer einer einfachen Schwingung des Grund- 
tons gleich sr, so ist die DiflEerentialgleichung ftr die Yerrückung i 

dt*'' ds* 
und das allgemeine Integral derselben 

wo <p und if zwei willkQrliche Functionen der beigesetzten Argumente 
bedeuten. Aus der Bedingung, dass fBr 8 gleich immer i ver- 
schwindet^ folgt « 

0-9(0 + *«), 
also 

5 — ^(^ + 5) — 9(< — 5), 

und aus der Bedingung, dass auch f&r s gleich n immer £ gleich ist 

9 (^ + «) ■= 9 (< — «) 
oder 

9(x + 2jr) — 9(aj); 

d. h. 9 ist eine um 2x periodische Function. Es würde hiemach 
<p, und damit (, roUständig bestimmt sein^ wenn q>(x) fflr das 
Interrall von ^>» — x bis x '^ -\- tc ermittelt wäre. Hierzu führt 
die Eenntniss des Anfangszustandes der Saite. Es sei für t gleich 
wieder 

• ^> dt * 

wo U und U' Functionen yon s bedeuten^ die von $ gleich bis 
8 gleich X gegeben sind. Es muss dann für dieses Intervall 

U—fp{8) — fp{—8) 

ü'_ g>X8) - 9'(- s) 

seiuy wenn ip' den nach dem Argumente genommenen Differeutial- 
quotienten der Function fp bedeutet. Multiplicirt man die letzte 
Gleichung mit ds und integrirt sie^ so erhält man 



Ju'd8^<p(8) + <p{-8), 
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WO die untere Grrenze des Integrals eine willkürliche Gonstsnte ist, 
und dann weiter 

g,(- 8) 4- Z7+ \fu'ds. 

Durch diese Gleichungen ist 9^ («) flElr das InterraU ron s *» — jk 
bis 5 e» -f- n, und somit allgemein^ bestimmt bis auf eine additire 
Gonstante; der Werth dieser ist aber ohne Einfluss auf den Werth 
Yon iy da dieses der Differenz zweier Werthe Ton 9 gleich ist. 



Dreissigste Vorlesung. 

(Gleichgewicht und Bewegung einer Yyiendlich dünnen, ursprünglich ebenen, iso- 
tropen Platte. Dilatationen eines kleinen Theiles der Platte. Potential der durch 
die Dilatationen erzeugten Erftfte. unendlich kleine Formänderung. Gleichgewicht 
bei longitudinalen Verrückungen. Differentialgleichungen für die Transyersal- 
schwingungen einer freien Platte. Integration derselben fOr den Fall, dass die 
Platte kreisförmig ist. Transrersalschwingungen einer gespannten Membran.) 

§ 1. 

Aehnliche Betrachtungen, wie wir sie in Bezug auf einen iin- 
endlicb dünnen, elastischen Stab in den letzten Vorlesungen durch- 
geführt haben, lassen sich auch in Bezug auf eine unendlich dünne, 
elastische Platte anstellen. Mit dem Gleichgewicht und der Bewegung 
einer solchen Platte wollen wir uns jetzt beschäftigen, dabei aber 
allein den Fall ins Auge fassen, dass dieselbe in ihrem natürlichen 
Zustande eben ist 

In der MiUelfläche der Platte, d. h. in der Fläche, die in der 
Mitte zwischen den parallelen Oberflächen derselben sich befindet^ 
denken wir ims bei dem natürlichen Zustande ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem und nennen s^ und s^ die Coordinaten eines Punktes P 
der Mittelfläche in Bezug auf dieses. Wir stellen uns femer drei 
Linienelemente, 1, 2, 3, vor, welche von dem Punkte P ausgehen, und 
von denen die beiden ersten den Achsen der s^ und s^ parallel sind, 
während das dritte senkrecht auf diesen steht. Nach der Formänderung 
der Platte sollen diese Linienelemente die Achsen eines rechtwinkligen 
Coordinatensystemes bestimmen, auf welches wir die Punkte in der 
Nähe Ton P beziehen; P soll der Anfiangspunkt sein, das Linien- 
element 1 in der a;-Achse liegen und die Ebene der Elemente 1 und 2 
die a;j/-Ebene bilden; die letztere berührt dann die durch die Form- 
änderung gekrümmte Mittelfläche im Punkte P, und die y-Achse bildet 
einen unendlich kleinen Winkel mit dem Element 2, die i?- Achse einen 
unendlich kleinen Winkel mit dem Element 3. Li Bezug auf dieses 
Coordinatensystem «seien ^ + u, y -j~ ^y ^ + ^^ ^^^ Coordinaten eines 
materiellen Punktes der Platte nach der Formänderung, während x, y, e 
die Coordinaten desselben materiellen Punktes in Bezug auf dasselbe 
Coordinatensystem sein sollen, wenn die Platte in ihrem natürlichen 
Zustande und in der Lage sich befindet, bei der die Linienelemente 1, 2, 3 

Kirobhoff, Meohanik. i. Aufl. 29 
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in die Achsen der x, y, fallen. Es sind dann u, v, w solche Func- 
tionen Ton Xj y^ gy dass für x gleich 0^ y gleich 0, e gleich 

A A A ^* A ^«^ A ^W; A IN 

u-0, t;-0, «;«0, ^-0, ^-0, ^ = 1) 

wird. Femer seien wieder g, i;^ g die Coordinaten des Punktes P 
nach der Formänderung in Bezug auf ein beliebiges im Räume festes 
Goordinatensystem und a^^ ß^y y^^ a^, ß^, y^, Og, ß^, y^ die Cosinus 
der Winkel^ welche die* Achsen der x, y^ e mit den Achsen der ^ % % 
bilden; so dass die Indices 1;<2; 3 den Buchstaben x^ y, e^ die Buch- 
staben Ky ßy y den Buchstaben £, riy ^ entsprechen. In Bezug auf das 
System der ^^ 17, £ sind die Coordinaten des materiellen Punktes, der 
durch die Werthe Ton s^ 4~ ^; ^a H~ V; ^ charakterisirt ist, nach der 
Formänderung 

S + «1 (a? + u) H- ffg (y + v) + «3 (£; + w) 
n + Mp + «) + A (y + t;) + A {b + w) 2) 

t + riiP + ^) + Y%i3l + ^) + Yz (^ + «^)- 
Es sind diese Grossen Functionen von s^ + x und ^t + y und daher 
sind ihre Differentialquotienten nach x gleich denen nach S| und ihre 
Differentialquotienten nach y gleich denen nach s^. So ergeben sich 
die beiden folgenden Systeme von Gleichungen: 

(1 I ^^\ I dv , du> du . dv , dw 

^ + äi j + «» äi + "» ä5 == «1 äF. + «» äF, + "^ ä^ 

+ l^ + fe^^ + «) + fe(y + ^) + ft(' + «'> 
^' (1 + äl) + Ä ^1 + Ä äi - A 8? + ^« ä^ + ^«ä^ 

(-i I 9^\ I dv , dw du . dv , dw 

' + Si) + >•■ s; + >•• 3i - )"• 8^ + '•• äff, + >■• ?i 

+ fe' + l?;('+")+l?(» + «) + l? (• + «■) 

und 3) 

du . /- , dv\ , 3f<7 du , 5r , dw 

+ l^ + fe(* + «) + l^6' + '') + l5 (' + «') 

d« , /. , dv\ , dw du , dv , dw 

>■> 8-ü + >■■(' + sW + >•• «5 ->•■ Fii + >•■ s^ + »•• n; 

+ li + IS(- + «) + IS <» + «) + &(' + «■>• 
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Die Gleichungen eines jeden dieser beiden Systeme multiplicire 
man einmal mit a^, ßi, y^^ dann mit a^^ ß^, y^, dann mit a^, ß^, y^ 
und addire jedesmal. Dabei setze man 

t + '■ - vm+ m'+ (ir 
' + •. - vm'+ 0'+ © '• 

Eis verhalten sich aber ö-^ : ö^ : 5-^ wie die Cosinus der Winkel, die 

das Linienelement 1 nach der Formänderung mit den Achsen der 
iyflyt bildet, und da dieses Linienelement auch nach der Formänderung 
in die ^-Achse föllt, so ist 



Daraus folgt 



di dfj di a 

d»i'd», 'dt, '='«>-Pi-y»- 



Bezeichnet man durch (2, |), (2, 1}), (2, g) die Winkel, die das Linien- 
element 2 nach der Formänderung mit den Achsen der £, 17, t bildet, 
so hat man 

H. • Ij = If. - <^<>^ (2, |):cos(2, i2):co8(2, Ö, 
und daher 

|i - (1 + <T,)co8(2, 1), Ij = (1 + tf,)cos(2, ,), 1^ -(1 + tf,)co8(2, 6). 

Die Cosinus der Winkel, welche das Linienelement 2 nach der Form- 
änderung mit den Achsen der o;, y, z bildet, findet man aber aus den 
Gleichimgen 7) der zehnten Vorlesung bei Rücksicht auf die Glei- 
chungen 27a) der eilften (in denen u, t;, u^ für g, i;, i gesetzt zu 
denken ist) bei Vernachlässigung von Grossen^ die Ton höherer Ordnung 
unendlich klein sind, als die stattfindenden Dilatationen 

wo IJ^j und (^) die Werthe bedeuten, die ^ und —^ für z gleich 0, 

y gleich 0^ z gleich erhalten. Der zweite von diesen Werthen ver- 
schwindet nach 1); b^eichnet man den ersten mit r, wo dann r den 
unendlich kleinen Winkel bedeutet, um den der Winkel zwischen den 
Linienelementen 1 und 2 nach der Formänderung von einem rechten 
sich unterscheidet, so folgt hieraus 

cos (2, 5) = a, + «jir, cos (2, 17) = /J^ -f /J^t, cos (2, Ö = 7« + ^i^ 

29» 
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und daher 

|i - («, + «.r) (l + ,».) 



Setzt man fierner 



1^ -6', + y.«) (! + *.)• 



7) 



5«, I Ä oft I ^Yi 

»■.-«,^ + Aä^ + y.äi; 

dc^s I o dßi I dys 

80 werden die auf die angegebene Weise aus den Gleichungen 3) ge- 
bildeten Gleichungen 

gj — 3^ + Ji (« + w) - *"i (y + «) + ffi 



und 



Ij — a^ + ?s (^ + «^) - »-t (y + «^) + 1^ (1 + ^«) 
Ij — 1;^ + »'s (« + «♦) - A (^ +«') + ^^2 

|~ — g;^ + P2 (y + v) - g, (j: + «). 

Betrachtungen, die mit denen übereinstimmen, welche wir an die 
entsprechenden Gleichungen bei der Untersuchung eines unendlich 
dünnen Stabes geknüpft haben, zeigen, dass diese Gleichungen in die 
folgenden sich yereinfachen lassen 

du I ^ du , 

äj — ?i^ - ny + ^^i ^^ 9t^ — r^y + ^ 

dv dv , ^ 



dw dw 

ä^— Piy - «1« j^^^^y ~ ««^ 



du 1 du 



Hier tritt aber noch eine weitere Vereinfachung ein; die fttr 0- und g— , 
^ und ^, ^ und -^ aufgestellten Ausdrücke müssen die nach x 
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und y genommenen DifferentiaJquotienten derselben Functionen sein; 

daraus folgt 

n — 0, r, — 0, p, + ft — 

und also 





du , 


dv 


dl? 1 


dw 


dw , _ 


a^-i>.» «1« 


gy— fty+Ä«- 



Durch Integratlou findet man hieraus 

M — Mo —PiV^ + ?i^^ + <^i^ + ^y 

tt' — «^0 — -2 « +Pi^y + Y y ' 

wo u^y t;^, u^o die Werthe sind^ die u, v, to für x gleich und t/ gleich 
annehmen. Man hat hiemach 

rr, = g,^ + <y| y, — j§ 

Alle diese Grössen sind von x und y unabhängig; dieselbe Eigenschaft 
haben daher auch die Druckcomponenten X«, Yy^ Z,, Y^, Z^c, Xy, und 
die Gleichungen 8) der achtundzwanzigsten Vorlesung werden 

dX, dY, dZ^ 

dz de dß 

Nun wollen wir annehmen, dass auf die beiden Oberflächen der Platte 
Druckkräfte Ton solcher Grossenordnung wirken, dass sie bei einem 
Körper^ dessen Dimensionen alle von gleicher Ordnung sind, nur Dila* 
tationen erzeugen würden, die unendlich klein sind gegen die Dilatationen, 
die in der Platte stattfinden. Man darf dann, zunächst für die Ober- 
flächen der Platte, und dann in Folge der abgeleiteten Gleichungen 
allgemein ^ _ ^^ y.^O, Z. -= 9) 

setzen; man yemachlässigt dabei in den Dilatationen und in dem 
Ausdrucke des Potentials der durch diese erzeugten Kräfte, den wir 
zu bilden haben werden, nur Glieder, welche unendlich klein sind 
gegen die beibehaltenen. 

Die Gleichungen 0) führen in Verbindung mit der Bedingung, 
dass Uq, Vq, Wq fBr gleich yerschwinden, die aus 1) sich ergiebt, 
zur Bestimmung Ton u^, Vq, Wq, Ist die Substanz der Platte, wie wir 
voraussetzen wollen, isotrop, so sind diese Gleichungen 

X, — 0, y, = 0, g, + jqT^ (Xjr + ?/,) « 0, 



6 
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oder 

and es ergiebt sich aus 8) 

X* -=• QiH + <fi yi — O 

y» *= — P»« Hr «j *x — 

1 + e((A — sOe — ^i- «,) «» — - 2i)i« + T. 
Da 

f~-K {xl + »; + ^: + W, + T'f + l< + e(z. + y, + O*}, 
80 folgt hieraas 

Wir schreiben die Gleichungen der Oberflüchen der Platte 

jP »= A und ;b? = — h 
und setzen 



>'•■ 



— A 

dann wird 

e 



- 2Kh {c] + 0]+ Ir^H- ^ö, + ö,f) 
und das Integral 



ß 



ausgedehnt über die Mittelfläche der Platte , ist das Potential der 
durch die Formänderung dieser erzeugten Kräfte. Die sechs unbekannten 
Grössen ö^y 0^7 ^; P19 Pi) Qu welche Functionen yon Sj, 5, sind und 
in dem Ausdrucke von F vorkommen, sind alle durch die Differential- 
quotienten von if fjf i nach s, und s^ ausdrückbar; tfj und 6^ sind 
durch die Gleichungen 4) bestimmt, r ergiebt sich aus der Gleichung 

die aus den Gleichungen 5) und 6) folgt, wenn man diese mit ein- 
ander multiplicirt und addirt; die Gleichungen 5) lehren dann weiter 
«1, /)|y yi, und die Gleichungen 6) ol^, ß%, y^ kennen; aus diesen sechs 
Cosinus sind die Cosinus «3, ß^^ y^ nach bekannten Formeln zu be- 
rechnen; die Gleichungen 7) erlauben dann endlich j)^, p^y q^ aus- 
zudrücken. 

Ist die Platte endlich gekrümmt, so hat man bei der Berechnung 
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der Gestalten y die sie haben kann, statt der Gleichungen 4) und 10), 
dtk 6i, ö^f t unendlich klein sind, die Gleichungen 

(«)*+ m+ 0- > 
0+ 0+ ©■- ' 

zu setzen, welche aussprechen^ dass 6^, 6^, t yerschwinden, d. h. dass 
die Elem^te der Mittelfläche keine Deformation erleiden. Eine Flache, 
die dieser Bedingung genügt, nennt man eine abunckdbare Fläche. Um 
die Beziehungen zwischen der Gestalt der Platte und den Kräften und 
Druckkräften zu finden, die auf die Platte wirken müssen, um Gleich- 
gewicht herrorzubringen, kann man von dem Princip der virtuellen 
Yerrückungen ausgehen; auch dabei darf man 6^ gleich 0, tf, gleich 0, 
T gleich annehmen, weil bei dieser Annahme den Gleichungen genügt 
werden kann, welche das Princip der virtuellen Yerrückungen ergiebt. 
In dem Falle, dass die Platte endlich gekrümmt ist, darf man daher 

setzen. Auf diesen Fall gehen wir nicht näher ein, sondern verweisen 

in Bezug auf ihn auf die „Theorie der Elasticiiät fester Körper'' von 

Clebsch, der zuerst die endlichen Formänderungen unendlich dünner 

Platten untersucht hai 

§2. 

Wenn die Platte unendlich wenig gekrümmt ist, ao handelt es 
sich darum, die unendlich kleinen Yerrückungen zu finden, die die 
Punkte ihrer Mittelfläche erlitten haben, und hierbei darf man im 
Allgemeinen die Grössen tf^, tf^, t nicht vernachlässigen. Wir wollen 
nun für diesen Fall den Werth von F bilden. Dabei möge x und y 
für $1 und $^ geschrieben werden. 

. Das Achsensystem der £, i}, £ denken wir uns so gewählt, dass 
i unendlich klein, i unendlich wenig von x^ 17 unendlich wenig von y 
verschieden ist, und setzen 

Wir verfolgen zuerst die Annahme, dass n, v und ( auch gegen die 
Dicke der Platte, d. h. gegen h unendlich klein sind, eine Annahme, die 
deshalb eine wesentliche ist, weil von den beiden Gliedern, aus denen F 
sich zusammensetzt, das eine den Factor h^, das andere nur den 
Factor h hai Bei dieser Annahme ist es ausreichend, in beiden 
Gliedern nur die ersten Potenzen der Differentialquotienten von m, v, £ 
zu berücksichtigen. Die Gleichungen 4) und 10) geben dann 

' Su dv du f^ do 
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die Gleichungen 5) und 6) 



«,-=1 


r.v 

^ 0* 




« dv 


A= 1 


<*»"= ay 


dt 
^'""aa; 




n- 1, 


und endlich die Gleichungen 7) 




a't 


a't 





Lassen wir die Voraussetzung fallen, dass %i, r, t ^^ch gegen h 
unendlich klein sind, so können wir iiXr p^y p^, q^, die nur in dem mit 
h^^) multiplicirten Gliede von F vorkommen, immer noch die eben ab- 
geleiteten AusdrQcke setzen; bei der Berechnung von ö^, a«, r, die in 
dem Gliede von F vorkommen, das den Factor h enthält, müssen aber 
gewisse Terme höherer Ordnung berücksichtigt werden. Es werden in F 
nur Glieder vernachlässigt, welche unendlich klein gegen die beibehaltenen 
sind, wenn man 

^1 "" äi ■*■ T (ä^) 

t «s ^ 4- iü 4- £-^ ^-^ 
dy dx"* dx 5y 

setzt. 

Wir berechnen nim die Arbeit der durch die Dilatationen erzeugten 
Kräfte für eine unendlich kleine Aenderung derselben, d. h. die Variation 

sffFdzdy, 12) 

dieselbe besteht aus zwei Theilen, von denen der erste den Factor ä', der 
zweite den Factor h enthält; wir entwickeln zuerst jenen Theil. Er ist 

Mit jedem der Glieder, in welche dieser Ausdruck sich spalten lässt, 
können Transformationen nach dem Muster derer vorgenommen werden, 
die für das erste Glied angegeben werden sollen. Es ist 

\) Früher stand h* statt h\ W. 



g 2. Unendlich kleine Verrückungon. 457 

Nennt man dl ein £lement des Umfanges der MittelÜäche der Platte, 
und n die nach dem Innern dieser gerichtete Normale. von dl, so ist 
derselbe Ausdruck 

Mit dem ersten Theile des hier vorkommenden einfachen Integrals 
nehmen wir noch eine Umformung vor. Wir schreiben dem Elemente 
dl eine von den beiden Richtungen zu, die wir ihm zuschreiben können, 
und zwar diejenige, die die ^ -Achse erhält, wenn die Coordinatenachsen 
so gedreht werden, dass die y -Achse der Normale u parallel wird-, 
wir nennen ferner 9 den Winkel, den eine Linie beschreibt, wenn sie 
aus einer Lage, in der sie der o; -Achse parallel ist, in dem Sinne ge- 
dreht wird, bis sie parallel mit n ist, in dem sie um einen rechten 
Winkel gedreht werden muss, um der y-Achse parallel zu werden, 
wenn sie der a: -Achse parallel war. Es ist dann 

^r~ = -^ Sm 9 + -y- cos 9, COS {tlX) = COS <JP. 

Benutzt man femer, dass, da die Integration nach l über eine ge- 
schlossene Linie auszudehnen, 

J dl^,sm<pcos4p jj- = — J dl ^^ (g^, sin 9> cos 9> j dg 

ist, so findet man 

+ ^Jdl {J~Uos<p + -^^ (g^.sin^cosyjjdS. 

Transformirt man in entsprechender Weise die übrigen von den 
Gliedern, in die der Ausdruck 12 a) sich zerlegen lässt, so findet man 
diesen Ausdruck 

+ y -^A'/«'^ 10 cos* 9 + 2 g^sin^jcos 9 + 08m»9) 

+ TT"e" (fc + diw) «^^ 9' + (n^y + Fr) '"" V\^^- 
Er bildet den einen Theil der durch 12) definirten Arbeit. Der 
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andere Theil derselben^ der den Factor h enthält; findet sich bei Bück- 
sicht auf die Gleichungen 4) und ^10) ^ 

+ 4 Kh / dHiTi cos ^p -f- -j-r sin 9 -f- ^ (ö^ -f- 6^) cosfpj Su . 

+ 4 Kkffäsä, (|s + i |; + rf, ^ü+iü) H 

+ 4 JtÄ / dl (<y, sin ^p -f- -^t cos 9) + rnTe (^1 "1" *^a) ''^'^ 9^) *^ ^*) 

+ < «//'!«<'» \h (M ". + f 1^' + TTÜ H (•' + ••') 

Von den Ausdrücken 13) und 14), deren Summe die Arbeit der 
durch die Dilatationen erzeugten Kräfte fär die durch die Werthe 
von dUf dv, 8^ bestimmten Verrückungen ist, wollen wir nun einige 
Anwendungen machen. 

§3. 

Wir denken uns eine Platte, auf die keine Kräfte und keine 
Druckkräfte wirken-, die Punkte ihres Randes sind so befestigt; dass 
für sie ^ gleich ist; u und t; gegebene Werthe haben; es sollen u, v, g 
für den Fall des Gleichgewichtes gefunden werden. 

Den Gleichungen, welche das Princip der virtuellen Verrückungen 
giebt, wird genügt; wenn man 

macht und u, v aus den Gleichungen 



2(1 +29)^1« + (H-e)g| + (l + 36) ,-S|^ = 

2(1 + 2e)g + (i + e)g + (i + 36)4^=0 



15) 



SO bestimmt; dass sie für den Rand die gegebenen Werthe annehmen. 
Eine Platte; die unter den gedachten Verhältnissen sich befindet, 
nennt man gespannt] im Allgemeinen ist sie, wie man sagt, ungleich- 
massig gespannt; sie heisst gXeidhmässig gespannt; wenn 

ist; wo a eine Constante bedeutet; durch welche Ausdrücke den 
Gleichungen 15) offenbar genügt wird. 
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§4. 

Die weiteren Anwendungen, die wir von den Ausdrücken 13) 
und 14) machen wollen , sollen sich auf die Schwingungen , und zwar 
die sogenannten Transversalschwingungen einer Platte beziehen. Wir 
machen dabei von dem HamUton'schen Principe Gebrauch und bemerken 
zunächst, dass, wenn T die lebendige Kraft, fi die Dichtigkeit der Platte 

''*•""' r-M//^.^.((«)'+(l5)'+(l-9') . 

ist, die Integration über die Fläche der Platte ausgedehnt. Hieraus folgt 
djTdt - - 2tihJJJdt dx dy f^ du + ff>«; + I^Ue)- 16) 

Wir nehmen an, dass der Band der Platte entweder fest oder frei ist, 
so dass keine Arbeit geleistet wird von Druckkräften, die auf diesen 
Rand wirken-, dann ist das Hamilton'sche Princip durch die Gleichung 

djldt + sJJjFdtdxdy — 17) 

ausgesprochen, deren Glieder die durch 16), 13) und 14) bestimmten 
Werthe haben. 

Wir wollen zuerst voraussetzen, dass der Rand der Platte frei 
und S auch gegen die Dicke der Platte unendlich klein ist; wir dürfen 
dann annehmen, dass u und v gleich Null sind; indem wir das thun, 
gelangen wir zu den Gleichungen für die Transversalschunngungm der 
Platte. Diese sind 

a««T^s 1 + e ^ \dx* ^ ^ dx'dy* ^ cy*) 
und für den Rand 

0-=^.co8*9, + 2^^8m9C0S9 -f g-,sinV + r+e(ä^ + ^.) 

^ = ^((0 - P) '^" f'^'^P + M^ («'°' 'P - '^* 9')) 18) 

Die Lösungen derselben zu finden, ist bis jetzt nur für den Fall, dass 
die Platte eine kreisförmige ist, gelungen. Man gelangt zu ihnen für 
diesen Fall auf dem folgenden Wege. 

Man setze 2_l+jeh^_ , 

« 1 + e lu ~^ 

g= trsin(4A«aO, 
wo U eine Function von z und y, l eine Constante bedeutet. Diese 
Annahme entspricht dem Falle, dass die Platte einen einfachen Ton 
giebt; die Dauer ein^r Doppelschwingung desselben ist 
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Für U ergiebt sich dabei die partielle Differentialgleichung 

zu dieser treten die Grenzbedingungen, die aus 18) entstehen , indem 
man U an Stelle von ^ scjkureibt. Die partielle Differentialgleichung 
lässt sich durch die zwei Gleichungen 

^^ ^— ^x' ^ df/ 

ersetzen y und diese geben, weun man sie addirt und subtrahirt und 

^^ ^ dx^'^dy' 

dx* ' dy 

Nun führe man statt der rechtwinkligen Coordinaten Polarcoordinaten 

r, if ein, so dass 

' a? = rcosV', y = »"8in^ 

ist; dann erhnlt man 

or* ' r or * r* dip* 

Diesen Gleichungen wird genügt durch 

iS — J. cos n^ X, D «s JS cos « ^ Y, 

wenn n eine ganze Zahl, Ä und B willkürliche Constanten, X und Y 
Functionen von r bedeuten, die die Gleichungen 

d*Y . 1 dY 



r' ' r dr \r* / 



d 

erfüllen. Setzt man 

Xr «= X, 

so werden diese 



dx 

d*T . 1 dY 



r+i^Z_/«'-_4W 
* *^ X dx \x* I 



0. 



dx^ 
Ein particuläres Integral der ersten von diesen Gleichungen findet man, 

indem man 

X = ^x* + A^x^-^^ + ^iX*+* + • • 

setzt; dann ist 

^ ^xÄ^s^'^ + (x + 2) .4,^+1 + (x + 4) ^.x'+s + . . 

^55 = K«-l)A^-* + (« + 2)(x+l)^a;^ + (x + 4)()t+3Ka;''+^+ • 
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und die genannte Gleichnng wird 

— ^0 (x* — n») a^-» — AA^x' 

+ A^ ((x + 2)« — n*) «« — AAt3f+* 
+ A^ ((x + 4)« — n*) aj«+» - 4^42;«+* 

• • ■ • • 

Man erfüllt sie, wenn man 

' x^ — n'^ = 

A, ((x + 2y - n') = 4^0 

^, (fx + 4y - w*) = AA^ 

macht. Wir genügen diesen Gleichungen^ indem wir 

X = n 

J B= -^0 J -^ A ^* 



setzen und über Aq nach Willkür verfügen. Ein particuläres Integral, 
das wir Xn nennen wollen^ der für X aufgestellten Differentialgleichung 
ist daher 

^" "^ 1.2.3 -n \ ' ln + 1 "" 1-2. n + In + 2 "i" * / 

und ein entsprechendes der für Y aufgestellten Differentialgleichung 

F. ^ ^ (l 5 1 Y 

* 1.2.8. nV l.n + l»l-2.n-fl.n + 2 / 

Man sieht leicht^ dass diese beiden unendlichen Reihen fQr jeden 
Werth ihres Argumentes convergiren. 

Andere particuläre Werthe von X und Y mögen noch erwähnt 
werden^ obwohl sie bei dem vorliegenden Probleme eine Anwendung 
nicht finden. Man setze 

X- TTX,, 

also 

dX dX^ dW 

dx dx "^ ^ dx 

d»X d»X. dX^dW d^W 

r.~W^ + 2-^^^ + X. 



dx* dx* ' dx dx ^^ '^ dx* 

Diese Gleichungen multiplicire man der Reihe nach mit 

und addire sie dann; da X und X;, Integrale der in Rede stehenden 
Differentialgleichung sind, so erhalt man dadurch 

d*W /X„ dX\dW 

oder, wenn 

dx ^^ 

gesetzt wird, 
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d.h. 
oder 

also 




0, 



lg TT + Iga? + 21gX, = Const 



W'^ Conat 



X X, X. ' 



TT = Const. 



/ 



dx 



xXX^' 



WO die untere Grenze des Integrales beliebig gewählt werden kann. 
Ein zweiter particulärer Werth von X ist daher 



-x.ß 



dx 



"X.X, 



und einer von Y 



■I-' 



dx 



Y Y ^ 



*0 



wo Xq eine willkürliche Constante ist. Diese Wei;the von X und Y 
werden aber^ wie aus den Ausdrücken von X, und Yn hervorgeht^ für 
X gleich 0^ d. h. für r gleich unendlich und können daher keine 
Anwendung finden, wenn die Platte, wie wir voraussetzen, eine volle 
Kreisfläche bildet. 
Wir setzen also 

S — -4. cos n^Xny D ^ BcosnifYn 

und suchen nun die Constanten A, B^ X so zu bestimmen^ dass den 

beiden Grenzbedingungen genügt wird. 

Wir nennen den Badius der Platte er. 
Bei Rücksicht auf die Bestimmungen, 
die wir bei Ableitung des Ausdruckes 13) 
getroffen haben über den Sinn, in dem l 
wächst, und über den Winkel 97, haben 
wir dann, wie ein Blick auf die neben- 
stehende Figur lehrt, 

l = arl> und 9 = 180® + ^. 

Mit Hülfe hiervon werden die aus 18) 
herzuleitenden Grenzbedingungen 











+ e\ar* ■*■ r dr ^ r^W^V 



